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ФИЗИЧЕСКАЯ СТРУКТУРА РАНГА (4,2) 

ВХ. Лев 

8 теории физических структур, разрабатываемой Ю.И.Кулако- 

вым и его учениками, исследуется вопрос о существовании и един- 

ственности физических структур, определенных на одном, двух и 

более множествах физических объектов ЕЕ 

Задача о существовании физических структур на двух множе- 

ствах полностью решена Г.Г. Михайличенко в его диссертации. Им 

же были исследованы физические структуры ранга X = 3, © = 4, 

определенные на одном множестве. При решении этих задач приме- 

HANCA разработанный им специальный функциональный метод.Но ре- 

шить вопрос о существовании структур на одном множестве ранга 

Г >43 функциональным методом не удалось. 

Для исследования физических структур на одном множестве 

ранга Г > № автором разработан общий параметрический метод, 

который является достаточно универсальным. С его помощью можно 

исследовать структуры, определенные на двух и более множествах 

[5]. Применение параметрического метода позволило внести инте- 

ресные уточнения, связанные с единственностью решения для 

структур ранга (г,г), определенных на двух множествах. 

В данной работе этим методом исследуется физическая струк- 

тура ранга (4,2) и дается геометрическая интерпретация получен- 

ных результатов. 

Приведем краткую постановку задачи.Пусть имеются дза мно- 

жествл объектов ЯЯГ= {1,№,...} и 9С= {ч,В,...}. Вы- 
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берем из множества IC любые четыре элемента, а из at - лю- 

бые два элемента. Поставим в соответствие каждой паре элемен - 

тов (по одному из каждого множества) (i. с) вещественное число 

Е (ia) . Всего таких чисел будет восемь. 

Будем говорить, что элементы множеств Я и a на- 

ходятся в отношении феноменологической симметрии (или сущест - 

вует физическая структура ранга (4,2)), если имеет место зави - 

&[2(1%) ,2(18),2(3е),2(38), 

2 (Ко), (КВ) ,2 (1), (18)]= 0 (1) 
для Wi,j,k,lé WC и Ух ,Ве #С. на множества WC и Ти 

функции Фи @ вводятся достаточно естественные ограничения, 

1. Множеству Я соответствует многообразие размерности 

m множеству at соответствует многообразие размерности 2D ; 

8 [6,7] показано, что содержательными задачами в теории 

физических структур являются те, для которых выполняются усло- 

вия: Щ =s-1, а=г-1 ‚ где (r,s) и есть ранг физической 

структуры; т.е. в рассматриваемом случае M = 1,0 = 3, 

Таким образом,это требование означает, что каждый элемент 

множества he характеризуется одним параметром {i) - m5 

a anement na OC - тремя параметрами (a) * 8 Ny roy . Двух- 

точечная функция £(1ia) имеет локальное координатное пред- 

ставление в виде: 

f(ia)= f(x, eM 0S) - 
2. Функция f(ia) - гладкая класса с\ (де К - дос- 

таточно большое) и существенным образом зависящая от своих 

координат (по Эйзенхарту [8,с. 16 | м 

3. Функция Ф - достаточно гладкая, и grad @ # О Рас- 

смотрим соотношение (1). Продифференцируем эг‹ 10 всем десяти 

параметрам XX, x x, бое ПыСы 63" Пр». Получзем 

систему из десяти уравнений относительно восьми частных произ- 
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водных функции %® по каждому аргументу. Матрица коэффициентов 

имеет следующий вид: 

  
    

  

xia) £48) 0 о о 0 о |0 

0 O £ (ja) £,(j8) 0 0 0 | o 

0 0 0 0 £ (ka) Е (КВ) 0 0 

0 О 0 0 0 0 £ (la) eo 

, (ia) 0 £, (ja) 0 Е, (ка) 0 fuel 0 0) 

nia) о 09 0 Ба 0) Ea) | 

| ‚ Фа) 0 f (ja) 0 f (ka) 0 Bitty 0 

0 Ев) 0 f, (3B) о Е; (КВ) 0 f, (18) 

0 £ (28) 0 £ (58) 0 Е, (кв) 0 £ (1B) 

0 Е.В) 0 f (58) о Е, (кв) 0 f (18) 

rae 

(коды 8202, (ди) Е, 
ox ox 

i 3 

с В 

ит.д. 

Так как no третьей аксиоме в постановке задачи 

grad ® Я О ‚, то система имеет нетривиальное решение. Следо- 

вательно, ранг матрицы (2) меньше восьми. Можно показать, что 

определитель седьмого порядка, отмеченный пунктиром в (2), не 

равен нулю, т.е. ранг матрицы (2) равен семи. Выпишем все три 

окаймляющие его определителя восьмого порядка, равные нулю. 

Расскрывая их по первому столбцу и фиксируя элементы Ч 38 
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%, В, получим систему из трех уравнений относительно функции 

2(1%): 

af(ia) | (1) + ао) 
ex, к dg. 

+ af (ica) 67a) + bf (ica) 

an м о 95 

. _ 1 _ 4 rae р = 1,2,3; В (1) = Bie) , Ca) = OE ny ed) 
ит.д. Можно показать, что ранг системы равен трем, т.е. 

fe) + 

  

Ci (a)= о, (3) 

все 

уравнения линейно-независимы. 

Решаем первое уравнение методом характеристик: 

dx, day _ any avy 

Bi) o%(a) 8a) oc) 
Его интегралы: ЕП» 5) = м , (a) = к; op, (i) - 

-ф, (©) = к 
к,= ¥,> x 

  

  

Н
м
 

. Делаем замену переменных: k = У.; k= 345 

ны (ic) = 

Jo 

0, а второе и третье уравнения системы (3) запишутся в виде: 

fy [А (,)- В, (Евы) ту Ви de) 

Ус . Тогда из первого уравнения 

+ fy Raf Eo Ny 2 Soy) = 0 ? 

(4) 
fy [AR ити) J+ fy RACE oy by, )+ 

  + Фу В, (би Ти» = о, 

где 

  

  

г = 923%). р = 98(1%). › „ 92 (49) 
У ду. Ye ay, Уз ay, 
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`Для удобства перейдем к переменным x = Ф. (Ji 5, = 
~ i 

= b (a); Ne = ф. (0); 5 = a) ° Тогда £(ia) = 

= (т я-5). В дальнейшем штрихи и индексы у перемен - 

ных опускаем. 

Рассмотрим первое уравнение системы (4).Продифференциру - 

ем его по Х , затем его же по С и сложим полученные соот - 

ношения. Получаем 

fy Ractty Roy + fy Cham Ryy) = 0- (5) 

Такую же процедуру проделаем и с полученным уравнением, Получа- 

ем: 

fy Race + fy Roxy + fy ARs ry }=0. (6) 

Полученные два соотношения вместе с первым уравнением системы 

(4) образуют систему уравнений относительно трех "неизвестных'' 

ty ’ ty у ty ‚ Так как ни одно из неизвестных не равно нулю 

4 2 3 

(по второй аксиоме в постановке задачи), то определитель ‚сос - 

тавленный из коэффициентов системы, равен нулю: 

в. В, А. -В, 

Раскроем его по третьему столбцу: 

А -А +А ух - 

2G 
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R, Е, В, 

Rar Ray Ryy | = 0- 

Race Rexx Barz 
OukcupyA mepemMeHHbie Е, .,С, получаем 

2.А.хх* 2.А.х+ а,А. = В. (7) 

Здесь возможны два случая: 

1} все коэффициенты равны нулю; 

2) не все коэффициенты равны нулю. 

  

    

Рассмотрим случай 1. Пусть &, = 4, = 8, = в, = QO. 

Рассмотрим 

В. В, 

а = = QO. 
о Вас Rox 

R R 
4 2 

Отсюда 5 = G . Решая, получаем: В, = 9.(Е,1 )R,= 
R R 

1 2 

= @.(У.,7,)В. - Подставляя значение В, в первое уравнение 

системы (4) и сокращая на В. ‚ имеем. 

f +f. e( yee | eg 7 РР & ye) are : 
4 

94 J2 В, 

Отсюда 

В 
at -—= x( ely ,x-t). 

Yq У2 93 

Это функциональное уравнение легко решается‘ 

Подставляя Х в первое уравнение, получаем. 
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fy tty 0. (У4,У.)+ fy Le,(r..¥,Jexp Е, = 

7 в 52] =. (8) 

а & Рассмотрим случай 2. Не все коэффициенты & 4° 35; 0 > 

В, равны нулю. 

Умножим первое уравнение системы (4) на а,, (5) —- на & 

(6) - на а, и сложмим их. Учитывая (7), получаем: 

4 , 

у [а.В.+ авс Ну [ава В. авс] + 

г == + fy Во (а ча В сча Все] = 0. 

Если не все скобки равны нулю, то производим деление, например, 

на скобку при £ ‚ получаем: 

v4 

fo ¢4¢f2.0(2,n,0) + Ф (ЕЕ) =0. 
a ae 2 “ 2 3 

Можно показать, что такое уравнение ведет к потере существен - 

ного аргумента, что не допускается по аксиоме 2 в постановке 

Задачи, т.е. все скобки равны нулю, и окончательно имеем: 

= ° e 

BoA gy tO gh get AQ= Dy 5 BoRa rth FR, rth ,R 20} м 

В общем случае можно считать, что ни один из коэффициен - 

тов а, , а. , а, ‚В, не равен нулю. При равенстве нулю одного 

из коэффициентов получающиеся решения будут являться частными 
2 

случаями общего решения. Пусть А = a 4a 8, Я о. Из 
  

(*) находим: 

А.= с.ехр К.х + с,ехр Кх + В /а,; 

В.= 06,0 Jexp k 0+ $,0E,n Jexp ko 5 
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R= $,(8.n Jexp ki, C+ $,(& ,Wexp kf ; 

&,= 45(Е,п )ехр k Cop, ( E,nexp k.t+ h./a,; 

^/ 2 
= == — 8 .= а. 4а,8, 

4,2 
га, 

  

Подставляя полученные выражения в первое уравнение системы (4) 

и разделив его на @хр К 25 ‚ получаем: 

[Ey Ру, b,+t Ase exp k,y,-4¢,) Jexp(k,-k,J% + 

+ [fy v4, defy (c,exp 75-4.) ] = 0. 
2 

Так как А = a= 4a a) tO ‚ то К, fk, и можно показать, 

что квадратные скобки равны нулю. В результате получаем два 

уравнения, аналогичных уравнению (8). 

2 a 
Если A = а ,-— 4а,а, = О, то k= kK, и коэффициенты 

A, ‚8. ‚В, ‚8, имеют следующий вид: 

А.= (c,x+ с,)ехр К.х+В,/а,; В.=($.5 +ф,)ехр К.С} 

R= (4,044, )exp k,Grh,/a,3 R,=(4,0 +4, exp k, 0. 
Подставляя полученные выражения в первое уравнение системы (4) 

и разделив его на ехр К 45, получаем: 

yf SEP 545+ Ру 44+ "ye ty 451 * 

+ [fy 4,4 fy Wo 2, 46120. 69 

Продифференцируем это соотношение по XX, satem ero we no & 

и, сложив, получаем; 
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Подстгвяяя его в (9), получаем: 

+ f, [Co,y,+ с,}ехр К.У,- $6 (5..9, ] = 0. (10) 

И, наконец, последний вариант: к. = К = О. Перепишем 

уравнение, корнями которого являются К. и i 2 
к, ь ак +а,К + 

+ а,= О . Если k= k= О, пи а, = ©. Тогда 

k(a ky а.) = О . Отсюда к.= С», 2 Е + а.= 0. Если 

а, = О , то возвращаемся к случаю Т для уравнения (7). При 

а. Я О имеем k= ~a ,/a, = О,т.е. a, = 2, > о. 

Тогда кт n> Racy => Васе -= O05 &oR3 vy = в.. 

Отсюда получаем: 

hy 2 Е ) ( ns A x4 exe 0,3 В.= ФСЕ С + $45.10; 
28, 

в 
&,= $. (5,15 +Ф,(&,т ); В, + (Е te ben). 

о 

Подставляя полученные выражения в первое уравнение системы (4), 

получаем; 

[уфа фу (е,- 66+ Cty bts dy ty ost 
Ve 

h В. _ 
+ Ф aye co .x- 5 * =O . (11) 

Jy ка, га, 

Дифференцируя (11) по x», затем его же по С и, складывая, 

получаем: 
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Фу Фа (У, ,)+ 2%, (94,5) + 

о 

Используя полученное уравнение, из (11) получаем: 

h 

+ ty be 5+ 6.7.4 ©,- toy) 0. (12) 
га, 

Таким образом, первое уравнение системы (4) исследовано пол- 

ностью. Возможны три варианта: (8),(10), (12). 

Аналогичным образом исследуется и второе уравнение систе- 

мы (4); для него также имеем три варианта. 

Исследуя все возможные комбинации для уравнений системы 

(4), приходим к двум возможным вариантам ,приводящим к невырож- 

денным решениям. 

Вариант Т: 

+ f Lexp К.У,- ¢,(7,,7,) ]5 0, 

р (13) 
ye (Cy, 592+ fy ult, ‚У,)+ 

  + fy exp ку bg lFn¥ 5] FO. | 

Вариант П: 

Ру $4 (9,9) + Фу (У, 9+ 

+ ву [64,- o,(7,,7,) J= 0 
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o
f
 у 9. (94,9) + у Фь(1›92)+ 

  

(14) 

ба 2 
+ ty =a 9.+ J37 b(¥a¥,) = о. 

3. ю 

Рассмотрим вариант Т. 

Для упрощения введем переменные 7.= т бы и 

у.= Аба" такие, что Угу. $ + У. 2y, b, = Oe 

у ф, + у ф . В новых переменных система (13) име- vy, 2" Yay, te 

ет вид: 

4 

(15) 

= + £5 (0, (F499, )exp к,у,- $5 (5.,5.) ]=0. 
2 

(Далее штрихи опускаем. } 

Запишем систему в операторном виде. Xf (ic) =O, 

Ц =1,2. По теории [9,c.61] ‚ если система дифференциальных 

уравнений в частных производных имеет решение, TO CHO должно 

удовлетворять также уравнениям: 

(xx, ~ XX, )£ (ia) = (Хи, (3%) =O. 

Если систему nes О записать в виде: 

Z glk У 7 (492 о, 
k= oy,. 

To (X,,X, }£(i0.)=0 запишутся в виде: 

a [3 Up УР = 5 2 ov? .. Эф gt? эт = 6: a8) 

PF ilea1 | oy, oy, oy, 
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Составим уравнение (16) для системы (15) (u,v=i,2). Получим 

следующее соотношение: 

(4.4, )(У.,7,)(к.- К,)ехр(К.+ Е,)у,+ 

*[Ф4у- к. (Ф.Ф, (У. 7, ]ежр К.у,- 

зу К» (4,4) (9425,7 165 кону Фу О. (17) 

Если К. + к О, то Ф.Ф ,= О (так как к. я Ky): 

Но равенство. нулю ф. или ф, приводит к потере существенно- 

го аргумента, что не допускается, т.е. К.+ к, =0 .Тогда из 

(17) имеем: 

фу - к.ф. ф =0; ф.-Кфф, =0; 1% 04TH 274 2tet3 ° “8 

2k 404+ Yay - Yay, 7 O- 

Решаем первое уравнение системы (15) методом характерис - 

  

тик: 

BIG oy = We 
4 фаехр К.у,- ф, 0 

Его интегралы: У, = const ; t (y¥,.y,Jexp(-k,y,) + 

+? (7 27,) = const . fenaem 3amenHy переменных: ES pis 

t (Cy ,+7,Jexp(-K,y,)+ 8,(y457,) = р,. 
Второе уравнение из (15) после замены: 

fo 4f 
"р с: {2,5 exp(-k ,y,)+ @, + 

2 2 V2 

+ T ,(-k,) [,exp(-k,7,)- , Jexp(-k .y,) } BO. 

Коэффициент при to : 

2 
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“k,(? 19,7 ¢7, »y,)exp(-2k,¥,} + 

#67 byt Pay 409 ,)exP (Ky, )+ Bay = 
И 

— 

2. Pe 
  

Можно, используя явный вид Т, и T, и усповия (18), вы- 

разить коэффициент при Ф через переменные 8. и В? .Можно 
р 

2 

и непосредственно исследовать выражение (19).Продифференцируем 

(19) по (exp(-k,y,)): 

exp{~k ,y,){-k JP 4, +k ,7 4,47, т у, *p, 1° 

Поделим соотношение на т. (т (f°) и продифференцируем еще 

раз по {ехр(-к.у,)): -<к.ф, = Xoo, 4 „ те. Xo, = 

- ay, Xu) . Легко показать, что У.,у,) = ay.) = 

= Ф(р.). Тогда, интегрируя полученное соотношение, получим 

второе уравнение в виде: 

2 

Tai то „р-р а+ @(p,)e + $,(р.} ]= о. (20) 

Уравнение характеристики имеет вид: 

dp 2 2 ан: ®(р.)р,+ @(p,)o,+ Ф бр.) Ь 

1 

Это уравнение Рикатти. 

Выберем какое-нибудь частное решение: Р,(р.) . Тогда 

общее решение [10,c,47 ]: 
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a 0, = —,{e,) + 
GA (p+ Ae.) 

Отсюда 

1-4, (0.6, + А. (Ра) 44 (©) 

А. (Ра), 7 Аа (4) 4 (4) 

  
С.= 

Возвращаясь к старым переменным, имеем: 

exp{-k (x-t)]F,(E,n,6) + Е, (1,5) 

- exp[-k ,(x-0) ве, (&,1,5 ) + В, (&,п,С ) 

Сокращая на Р.(Е, 1,5 ) ехр ko, окончательно получаем ин- 

теграл системы (15) в виде: 

ХЕ + 
С о д (21) 

x + Go 

Общее решение имеет вид: 2 (1) = x[¥ (ia) J ‚ где X - ctpo- 

го монотонная функция. 

5
 

Рассмотрим варианх П (система (14)). 

Как ив варианте 1, вводим те же новые — переменные 

J4 (Ух, т. бах, и после упрощений получаем систему: 

+. + ty [9.7544 (54»9„)+ $,(5.,5,)]=0, 
4 

(22) 
с 

2 ~7—- = г a 
ft | эн ня, | 
у 3112 

Решаем первое уравнение (штрихи опускаем) 

dy —_ . - = с. $. (7.›7,)7,+ $.(У.,7,); У,= 6008%. 
1 
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Это линейное уравнение, Его интеграл: бу. ~ 

+ DAFF, = const. 

Производим замену переменных: = P43 Ту. + Le Po: 

Второе уравнение системы (22) после замены имеет вид: 

fo +f, (ely, 7.)75+ 2 (4 ¥,)7,+8,(7,.7,) 50. 

@,, 2 Как и в варианте Т, можно показать, что функции @ 2? $, 4 ? 

зависят только от У, . И уравнение принимает вид: 

f, + £, [a(o,)e, + &(0,)p,+ &(9,) j= 0, 

т.е. такой же, как и в варианте Г. 

Итак, решение системы (4), соответствующей физической 

структуре ранга (4,2), имеет вид: 

х 5 + (23) 
=e Soy 

~»
 (к, СП) = X 

где % - строго монотонная функция одного аргумента. 

В теории физических структур одним из важных вопросов яв- 

ляется вопрос физической интерпретации полученных результатов. 

В работах Ю.И.Кулакова [1,2 ] было показано, что структура (2,2), 

например, связана с законом Ньютона, (3,2) - с электродинами - 

кой постоянных токов и т.д. В работах Г.Г.Михайличенко [3] и 

автора [4,5] показано, что физическая структура ранга TL = 4 

описывает все возможные двумерные геометрии, Т = 5 - трехмер- 

ные и т.д. 

Как же можно интерпретировать результат (23) для физичес- 

кой структуры (4,2)? Напомним одно замечательное свойство 

частных решений уравнения Рикатти: ангармоническое отношение 

любых четырех частных решений уравнения Рикатти равно постоян- 
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HOMY [10,c.50 В Таким образом, если уравнение Рикатти  3ann- 

сать в виде 

dy _ 2 ) ) 
— = Р(х)у + Q(x y+ R(x), 
ах 

з частные решения обозначить У., У, , У,» У, › то 

у,- 7, 95,77, 

У У. 

    

: G, rae G = const. 

Хорошо известно, что ангармоническое отношение (или слож- 

ное отношение) есть инвариант проективных отображений. Это от- 

ношение, позволяющее охарактеризовать проективную эквивалент - 

ность, "является основным инвариантом проективной геометрии, 

подобно тому, как расстояние между точками, характеризующее 

конгруэнтность, есть основной инвариант геометрии элементар - 

ной" [11]. 

Таким образом, видно, что структура (4,2) связана с проек- 

тивной геометрией. 

В своей диссерации Г.Г.Михайличенко [13] нашел решение 

(23) и указал явный вид функции Ф , связывающей все восемь 

функций #(1%),..., 2(18): 

f(i«) #(18) #(1%)2(1.8) 

£{ju) 2(38) #(4“)г{38) 

f{ka) (kp) £(ka) (кВ) 

f£(lx) (1g) 2(1a)f(1g) 

Интересно, что точно такой же определитель (в других обозначе- 

о. (24) 

в
ь
ь
ы
н
ь
 

  
ниях) приведен в шестом мемуаре о формах А.Кэли как условие 

проективного соответствия двух четверок точек [12,с.225]. 

Определитель (24) можно преобразовать следующим образом. 

Прибавим к (24) два определителя &-го порядка, равные нулю, у 
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которых 1,2,4 столбцы совпадают с 1,2, стопбцами в (24), тре- 

тий столбец в первом определителе есть первый из (24), умножен- 

ный на (-£(18)) ‚ и третий столбец во втором есть второй из 

(24), умноженный на {-# (1%)). складывая определители, полу- 

чаем: 

Р(1а) #2(18) [flia)f(ip)-f(1ip)flia)-fllajf(ip)] 1 

F(ja) £(jB) ([flyga)f(jB)-fFOB)F(ja)-f(lale/e(jp)) 1 

Г(ка} £(kB) [fl ka)f(kB)-£(LB)f(ka)-f(la)f(kB)] 1 

#(1а) £(18) [£(la)£(18)-£(18)P(la)-F(1la}f(1s)) 1 

Вычтем последнюю строчку из первых трех. Разлагая по последне- 

му столбцу и группируя члены, получаем: 

[#(1а)-#(1“)] [#(18)-2(18)] [ЕСа)-#(1а)]12(18)-#(18)] 

[г(3а)-Р(1а)] [#(58)-#(18)] ([#С3а)-Р(1а)][#(38)-#(18)]| = 0. 

[2(ка)-Р(1а)] [2(кв)-Р(18)] [Р(ка)-Р(С1а)][+(кв)-Р(ав)] 

Разделим на произведение скобок в каждой строчке: 

Е О "ООО 
2(18)-Р(18) —#(1%)-2 (1%) 

1 1 
———- - ES Я. = Os 

2(38)-2(18) £(ja)-£(10«) 

1 1     f£(kp)-£(18) £(ka)-f(10) 

Вычитая третью строчку из первой и второй и преобразуя получен- 

ное соотношение, окончательно получаем: 

f(ka)-f(aa) | f(la)-f(aa) „ Е(кв)-2(16) , ГаВ)-ЕСВ) © 

f(ka)-f(ja) f(la)-f(jga) f(kB)-f(98) f(18)-f£(16) 
  (25) 

Как видно, левая и правая части равенства не зависят от MW HU OT 

р 
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Геометрическая интерпре- 

=
]
 

г
”
 

тация решения для физической 

RI
 

a структуры ранга (4,2) может 

__— 3 быть следующей. Пусть элемен- 

0 тами множества С являют- 

cA всевозможные прямые из 

(кв) 
2{1%) . 1 

плоского пучка прямых с цент- 

ром 0, а элементами множест-   В ва 2 являются любые дру - 

гие прямые этой плоскости, пересекающие прямые пучка. Выберем 

из 99 любые четыре прямые из пучка i,d,k,1, aus #0 - 

любые две прямые, пересекающие их, a, В. Введем на прямых 

a и В проективные системы координат [11,<.278], т.е. опреде- 

лим начало системы координат: на прямой &% = &, на прямой 

B- В . Обозначим расстояния от начала координат до точек 

пересечения прямых 1,},К,1 с прямыми +B соответственно че- 

рез 2(1%),... 2 (1%),2(18),..., 2(18). тогда для лю- 

бых четырех прямых из пучка и любых двух их пересекающих пря - 

мых выполняется соотношение (25), которое и определяет —инва- 

риантность сложного отношения для четырех элементов из множест- 

pa WT. 
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