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ВВЕДЕНИЕ 

_ Физика представляет собой сложную иерархическую систему 

фундаментальных физических законов и понятий, основных уравне- 
ний и общефизических принцинов, наблюдаемых и ненаблюдаемых физи- 
ческих величин, равновесных и неравновесных процессов и т.п. 

Теоретическая физика формировалась как совокупность отдель- 

ных физических дисциплин, в основании которых лежат те или иные 
достаточно общие динамические уравнения. Так основу механики 
составляют уравнения Ньютона, Лагранха, Гамильтона-Якоби; гидро- 

динамики - уравнения Эйлера, Навье-Стокса; электродинамики - 
уравнения Максвелла; теории гравитации - уравнение Эйнштейна; 

квантовой механики - уравнения Шредингера, Дирака и т.д. Долгое 

время считалось, что поиск новых динамических уравнений являет- 

ся основной задачей теоретической физики. 

Оказалось, что основные динамические уравнения при опреде- 

Е ‘относительно. ‚некоторой. труппы пре: -- 

образований. Быль теория груп играла вспомогательную роль, 

  

_ как математический метод, позволяющий извлекать частичную ин- 

формацию о физической системе без интегрирования уравнений. 

Однако развитие теории элементарных частиц поставило теорию 

. трупп во главу угла. Теперь симметрия выступает на первый плен, 

так как выяснилось, что представления соответствующих групп 

несут самую фундаментальную информацию о системе. Таким обра- 

зом, симметрия оказывается первичным, наиболее глубоким инст- 

рументом для физического описания природы [1]. 

Принципы симметрии имеют более фундаментальный характер, 

чем законы движения, Знание инфинитезимальной структуры группы 

симметрии позволяет найти естественный набор основных физичес- 

ких величин (генераторов группы и ее инвариантов), с помощью 

которых описывается состояние системы. Так, например, элемен-



- 5-— 

тарные частицы определяются как объект, состояния которого об- 

разуют базис неприводимого представления той или иной группы 

симметрии [2]. | 

Проникновение теории групи в физику еще более активизиро- 

вало стремление физиков связать различные физические теории в 

единую теоретическую систему. "С самого начала, - писал Альберт 

Эинштейн, - проявилось стремление найти для унификации всех от- 

раслей науки теоретическую основу, образованную мянимальным 

числом понятий и фундаментальных соотношений, из которой логи- 

ческим путем монно было Он вывести все понятия и соотношения 

отдельных дисциплин” [3] . В единстве познания отражается един- 
ство природы. 

Первоначальную форму единство познания нашло в аксиомати- 

ке, а геометрическое знание - первое из существующего в свое 

время знания - стало наукой, будучи построено аксиоматически 

Евклидом. Через много столетий в 1899 г. вышли в свет "Основа- 
ния: геометрии" Д.Гильберта, в которых геометрия Евклида подверг- 
лась строгой и полной аксиоматизации. 

То же стремление всегда наблюдалось и в физике. Еще в 

1788 году в предисловии к "Аналитической механике" Ш.Лагранх. 
писал о цели своей книги;. "Она объединит и представит с одной 

и той же точки зрения различные принципы" [4]. Стремление 
сформулировать законы механики в наиболее общем и инвариантном 
относительно выбора обобщенных координат виде привело Гамильто- 
на и лкоби к созданию своеобразного канонического формализма, 

который в дальнейшем послужил основой для создания квантовой 

механики. Стремление к аксиоматизации и объединению различных 

физических принципов проявилось и в других разделах физики, нап- 
ример, в термодинамике, которая, благодаря прежде всего работам 

Дж.Гиббса, обрела стройность и логическую завершенность аксио- 

матической теории. Все эти достижения базировались на решитель-
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ной математизации физического знания. 

Впервые проблему математизации физического знания сборму- 

лировал великий Д.Гильберт. В 1900 году на П Международном 

Конгрессе математиков в Парихе он огласил сформулированный им 

список из двадцати трех проблем. Двадцать две проблемы были 

чисто математическими. И лишь одна - Шестая проблема - касалась 

аксиоматизации теоретической физики [5] : 

"Провести построение физических аксиом по образцу 

аксиом геометрии так, чтобн небольшим количеством 

аксиом охватить возможно более общий класс физи- 

‚ческих явлений". | 

История развития единого физического знания показала, что 

наиболее значительных успехов теоретическая физика достигла на 

пути непосредственной геометризации физики. 

--$ Т. Геометризация физики 

Связь геометрии с физикой всегда была очень тесной. Первым. 

звеном в цепи идей по геометризации физики следует считать мно-`. 

точисленные попытки доказать пятый постулат Евклида о параллель- 

ных линиях. Казалось, что это никак не связано с физикой и от- 

носится к внутренним проблемам геометрии. Но нельзя отрывать 

геометрию от физики:"Геометрические закономерности являются 

`всего лишь отражением отношений тел и физических объектов, не 

более" [6] . Теперь нам ясно, что геометрия Евклида выполняет- 

ся. Лишь в масштабах нашей обыденной жизни. 

„Второе звено - создание первой неевклидовой геометрии. 

Этот шаг связан с именами Лобачевского Н.И., Бояи Я., Карла 

Гаусса. Они не ограничились математической стороной сделанного 

открития и поставили вопрос об отношении новой геометрии к ди- 

зической реальности. Так Гаусс измерял сумму углов треугольни- 

ка, образованного тремя горными вершинами, а Лобачевский про-
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водил астрономические измерения, используя два положения Земли 
на орбите и далекую звезду, а также измерял параллаксы звезд. 
В 70-х годах прошлого века было дано окончательное доказатель- 
ство непротиворечивости геометрии Лобачевского итальянским гео- 
метром Э.Бельтрами и немецким математиком ©®.Клейном. 

Следующий существенный паг в цепи идей о геометрии прост- 
ранства сделали К.Гаусс и Б.Риман. Они заложили основн общей 
твории искривленных пространств произвольного числа измерений. 
Гаусс развил математический аппарат описания двумерных кривых 
поверхностей. Б.Риман в своем мемуаре "О гипотезах, лехащих в 
основании геометрии” |7] объединил две нлодотворные идеи: во- 
первых, он использовал аппарат, развитый Гауссом, и, во-вторых, 
ввел понятие “многократно протяженных величин". Такой синтез 
идей позволил Риману построить не только еще- одну неевклидову 
геометрию (сферическую геометрию), но и открыть широкий класс 
римановых геометрий. Говоря о вкладе Римана, Эйнштейн писал: 
."...Риман пришел к смелой мысли, что геометрические отношения 
тел могут быть обусловлены физическими причинами, то есть сила- 
ми. Таким образом, путем чисто математических рассуждений он 
пришел к мысли о неотделимости геометрии от физики..." [8]. 
Чнтересно, что Риман уже размышлял о природе тяготения fol, 

_ ‘Но при этом не привлекал своих геометрических идей. 
Важное место в цепочке основополагающих идей геометризации 

физики заняли работы английского математика В.Кляффорда [10]. 
В посмертно вышедшей его книге "Здравый смысл точных наук" 
(1979) он обсуждал вопрос, можно ли "рассматривать как измене- 
ния физического характера. те действия, которые на самом’ деле 
обязаны своим происхождением изменениям в кривизне нашего про- 
странства". Более того, там же сделаны предполохения, что таки- 
ми изменениями физического характера могли он бнть теплота, 
свет, электромагнитное поле. Это - одна из первых гипотез о
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геометризации электромагнитного поля. Клиффорд значительно 6o- 

лее определенно, нежели Риман, ставил вопрос о возможном физи- 

ческом проявлении искривленного пространства. В той же книге он 

писал: "... изменение кривизны пространства - это то, что в дей- 

ствительности происходит при том явлении, которое мы назнваем 

движением материи, как весомой, так и эфира; что в физическом 

мире не имеет места ничего кроме этого изменения, подчиняющего- 

ся (возможно) закону непрерывности" [то, 6.36 | . Это не что 

иное, как выдвинение программы полной геометризации всей мате- 

рии. В этом русле работают известный американский теоретик Уи- 

лер и его школа [11,12]. | 

Существенную роль в развитии идей по геометризации физики 

сыграл австрийский физик Э.Мах [13,14] . Его роль была много- 
—` плановой. Во-первых, очень важным был проделанный им критический 

анализ основ механики Ньютона. Во-вторых, в статье "Пространст- 

во и геометрия с точки зрения естествознания" [13, с.389] Мах 
дал глубокий позитивный анализ математических ‘и физических ас- 

пектов развития представлений о геометрии пространства, подроб- 
но охарактеризовал роль Лобачевского, Бояи, Гаусса, Римана и 

других ученых. Он исходил из того, что ".. ‚Геометрия есть при- 

менение математики к опыту относительно пространства". Мах сыг- 
рал важную роль в подготовке условий для создания общей теории 

относительности. Под сильным влиянием идей Маха оказался весь 
начальный период деятельности Эйнштейна. Создавая общую’ теорию 

относительности, он был уверен, что работает над реализацией 

идей Маха [3, с.29]. | 
К началу ХХ века были подготовлены все условия к одному 

из решающих шагов в геометризации физики - созданию общей тео- 

рии относительности. Выдающиеся геометры С.Ли, Б.Кристофбель, 
Г.Риччи, Г.Леви-Чивита и другие к этому времени уже разработа-
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ли необходимый математический аппарат искривленных многомерных 

многообразий (римановой геометрии). Следующий паг - переход от 

трехмерного искривленного пространства к четнырехмерному прост- 

ранству-времени - был сделан в самом начале нашего века в тру- 

дах Х.Лоренца, А.Пуанкаре, А.Эйнштейна, Г.Минковокого и других 

(15-18 | . В результате была создана специальная теория относи- 
тельности. Далее была открыта дорога для создания общей теории 

относительности, которая была разработана в период с 1907 по 

1916 г. — — 

Начало ее было положено разделом У статьи Эйнитейна "0 
принципе относительности и выведенных из него следствиях" [9, 

с.ТОТ | ‚ где ухе указана CASS Merny тяготением и принципом. эк- 

вивалентности и ускоренными системами отсчета. В 1913 г. выходит 

статья А.Эйнштейна: и М.Гроссмана "Проект обобщенной теории от- 

носительности и теории тяготения" [9, с.112], где впервые уви- 

дела свет идея о геометризации тяготения, но не говорилось пря- 

MO о римановой геометрии или о кривизне пространства-времени 

(а только о метрическом тензоре). И, наконец, в 1916 г. вызли 

две работы, в которых создание общей теории относительности 

стало свершивтимся фактом: "Основания физики" Д.Гальберта и 

"Основы общей теории относительности" [9, 2.138, 148]. 

История развития и наиболее характерные черты общей теории 

относительности обсуждались многими авторами [19-21] . Суть зна- 

менитых уравнений Эйнштейна состоит в установлении связи мекду 

геометрическими характеристиками пространства-времени и физи- 

ческими свойствами материи, которая индуцирует искривленность. 

Кривизна пространства-времени приобрела физическую значимость. 

В общей теории‘ относительности были геометризованы гравитацион- 

ные взаимодействия. 

Но в современной теории есть такзе тензор электромагнитно- 

го поля, функции скалярного поля и другие, которые рассгатрива-
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отся как внешние к геометрии величины. Вопрос о том, нельзя ли 

построить такую теорию, в которой все величины имели бы геомет- 

рическое толкование, был поставлен еще Клиффордом. 

Вслед за успехом геометризации гравитационного взаимодей- 

ствия Вейль Г. в 1918 г. сделал конкретную попытку описать сред- 

ствами геометрии электромагнитное поле. В рамках 4-мерного про- 

странства-времени он предлонил более общую теорию, в которой, 

кроме допустимых координатных преобразований, еще допускаются 

изменение масштабов (конформные преобразования). Электромагнит- 

ное поле в теории Вейля трактуется ответственным за изменение 

длин при переходе из одной точки в другую. Это был первый пример 

неримановой геометрии. Затем А.Эддинстон указал более широкий 

класс неримановых геометрий (с так называемой "неметричностью"). 
Вскоре после этого Э.Картан предложил другой класс неримановных 

`. веометрий“- это геометрии с кручением. Затем еще более общие 

дидференциальные геометрии были найдены Я .Схоутеном. 

Еще одним важным звеном в цепи идей по геомот ризации физи- 

ки являются многомерные (с размерностью пространства-времени 

n>) теории. Представления © многомерных пространствах 
зозникли впервые в математике. Идеи многомерности бнли сформу- 

лированы в работах Г.Грассмана и А.Кэли в первой половине ХТХ в. 

Глубокие соображения о размерности физического пространства 

можно найти в знаменитом мемуаре Римана [7] ‚ где он ввел поня- 

тие " И.-кратно протяненных величин". Задолго до этого еще Лаг- 

ран рассматривал в механике четырехмерные конфигурационные 

пространства. Э.мах приводил ряд примеров из бизики, где также 

плодотворно использовал понятие многомерности. В своей книге 

"Познание и заблуждение" шах писал: "Наша геометрия. относится 

всегда к объектам чувственного мира. Но если мы оперируем с аб-. 
страктными вещами, ... мы не имеем более никакого права обяза-
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тельно мыслить эти вещи в отношениях, в относительных полохени- 
ях, соответствующих Евклидову трехмерному пространству нашего 
чувственного опнта" [13, с.417]. 

Этот ход мысли уже несколько раз сыграл свою роль в бизике 

(обобщение Риманом теории Гаусса двумерных искривленных поверх- 
ностей; переход от трехмерного пространства и одномерного време- 
ни к четырехмерному пространству-времени Минковского п др.). 

В 1921 г. Т.Калуца [9, с.529] предлодил способ объединения 
гравитации и электромагнитного поля на основе гипотезы о пяти 
рии нашего пира. ЗИнштейн в 1927 г. в своей работе "К теории 
связи гравитации и электричества Калуцы" развил идеи Калуцн даль- 
ше. В этом же направлении eacoramn О.Клейн, B.A.Gor, Г.Мандель, 

Ю.Б.Румер и другие. 

‚В 30-х годах интерес к исследованиям по пятимерию резко 
упал. Крутой перелом в понимании илей Калуци произошел в 70-х 
годах. К этому времени созрели условия для решения запачи объе— 
динения всех видов фундаментальных взаимодействии. 

Разрабатывались различные подходн для решения этой пробле- 
мы. При этом валной задачей являлась разработка подходов, кото- 
рые акцентировали бы внилание на общих чертах различных теорий. 
Одним из таких подходов является аппарат универсальных нелиней- 
ных уравнений первого порядка в матричной Форме, разработанннй 
б.И.Федоровнм и его учениками применительно к теорни гравитации, 
скалярной электродинамике, квантовой хрозодинанике [22-24 |. 

На основе введения универсальной матричной Форлы для нели- 
нейных уравнений полей ©.И.бедоровы бнла дана новая бормулиров- 
ка теорил суперсимиетрии и супергравитации [25,26] . 

В начале 80-х годов появились работн по 6-ти, 7-и и ИН -ме- 

рию, в которых явно видна аналогия с пятилерием Калуцн. "Чудо 
Калуцы" обсуждается во многих работах [27,28].
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Современные теории (суперсимметрия, супергравитация, супер- 

струны и т.д.) существенным образом опираются на идею о мно- 
гомерит физического пространства-времени = одно из звеньев 
программы геометризации физики. 

В последнее десятилетие математики и физики стали свице- 
телями еще одной конвергенции идей. С одной стороны в физике 
возникли калибровочные теории, развитые для единого описания. 

электромагнитных, слабых п сильных взаимодействий, с другой - 
чисто математическое развитие римановой геометрии привело к по- 
нятию расслоенных пространств. цатематики и физики поняли, что 
в калибровочных теориях используются связности (векторные потен- 
циалы) в расслоенных пространствах. Один из главных создателей 
калибровочных теорий Ч.Янг писал: "Я был изумлен, увидев, что 
калибровочные поля - это в точности связности в расслоенних 
пространствах" [29]. 

Таким образом, программа геометризации физики представляет 
ся как развитие классической линии последований, берущей начало 
от работ Н.И. Лобачевского, Б. Римана, В. Клиорда, Э.Маха и за- 

тем развивавшейся А. ‚Эйнитейном, Т.Калуцей, В.А.Фоком и рядом 

других ученых. 

Рассматривая различные разделы теоретической физики, мох- 
но заметить, что все они наиболее естественным путем могут 
быть изложены на язнке геометрии. Мозно сказать, что: 

- механика Гамильтона - это геометрия симплектического 
пространства; . 

- квантовая механика (Дирака, фон Неймана) - это геомет— 
рия бесконечномерного унитарного пространства; 

— квантовая механика Фейнмана — это геометрия пространст- 
ва функционалов; 

— электродинамика Максвелла - это геометрия дифберенциаль-
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ных форм в 4-мерном пространстве Минковского и т.п. 
Геометризапия всей физики долина предполагать Геометрический 
плюрализм", то есть широкое использование самых различных гео- 
метрий, выбираемых на основе одного или нескольких общефизичес- 
ких принципов. | 

Идея геометризация` физики оказалась очень плодотворной. На 
Этом пути достигнуты большие успехи. Но, естественно, есть и 
проблемы. 

Уке к концу прошлого века в математике был открыты различ- 
ные геометрии - евклидова, айфинная, проективная, геометрия Ри- 
мана и Лобачевского. Для более глубокого понимания необходимо 
было найти то общее, что присуще всем открытым Геометриям. Ока-. 
залось, что таким объединяющим началом является группа тех или 
иных преобразований. | 

В 1872 г. в своей знаменитой "Эрлангенской программе" [7, 
- с.399] Ф-Клейн провозгласил: "Дайто мне группу, и я построю со- 

ответствующую ей геометрию". При этом под геометрией понималась 
‘теория инвариантов данной группы, то есть теория, изучающая 
свойства фигур, сохраняющиеся при всех преобразованиях данной 
группы. Таким образом, бнла установлена связь менду геометрией 
и алгеброй. | | 

Однако, какую группу выбрать из их необозримого количест- 
ва для построения геометрии? Ведь число групп лавинообразно 
растет с ростом числа групповых параметров. Какие геометрии 
адекватно подходят для описания различных физических явлений? 
Та хе ситуация наблюдается и в калибровочных теориях, основан- 
ных на подходе Янга-миллса. Этот подход не диктует выбор той 
или ИНОЙ группы для построения физической теории. Выбор группы 
должен определяться из условий соответствия с экспериментом и 
„Рядом теоретических сообранений. И в многомерных теориях - та
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хе проблема: какую размерность пространства-времени выбрать для 
создания теории суперсимметрии или супергравитации? 

Ситуация осложняется тем, что такие фундаментальные понятия 
как пространство, время, масса, заряд и т.д. существуют на уров- 
не формальных определений и интуитивных представлений. Да и само 
понятие физического закона является туманным и неопределенным. 

математики первые предложили программу построения своей на- 
уки как целостной системы знания. В сочинениях Н.Бурбаки было 
показано, что в основании математики лежат три независимна по- 

рождающие структуры — алгебраическая, топологическая и структура 
порядка. Аналогичная задача "бурбакизации" может быть поставле- 
на и в физике - свести все многообразие фундаментальных физичес- 
ких законов, понятий и величин к одной (или небольшому числу) 
универсальной физической структуре, имеющей смысл особой скрытой 

_ симметрии мира физических объектов [30]. 
На этом пути были предложены различные модели и принципы. 

Одним из возможных путей осуществления такой програми. является 

теория физических структур. 

$ 2. Теория физических структур 

В конце 60-х годов Ю.И.Кулаковым бнл сформулирован новый 
взгляд на природу и математическую структуру фундаментальних фи- 
зических законов и основных физических величин и понятий. Было 

высказано предположение о существовании нового типа симметрии 
- беноменологической симметрии. Новая симметрия вырахает идею 

  

равноправия физических объектов некоторого рода по отношению к 

физическому закону, действующему для этих объектов. Изучение бе- 

номенологической симметрии составляет предмет теории физических 

структур (180) [31-40] 
Согласно идеям Ю.И.Кулакова особенностью физического мира
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‚ является существование различных совокупностей (множеств), сос- 
тоящих из однородных, в принципе, неразличимых элементов, 

Конечно, объединение всех изучаемых объектов в те или инно 

z 

множества с более или менее четко определенными элементами требу- 
ет от исследователя глубокой интуиции. Свойства элементов любого 
мнонества проявляются лишь в отношении их друг к другу. Т$С - это 
наука об универсальных отношениях. "Все, что существует, находит- 

ся в отношении, и это отношение есть истина всякого существова- 
ния" (Г.В.Ф.Гегель). Общая концепция, лезащая в основе этого под- 
хода, такова: 

Предметом изучения любой научной теории являются. 

не сами объекты материального мира, а отношения 

между ними. | 

Теория физических структур исходит из хорошо известных физи- 
ческих законов и основных уравнений и выделяет из-них нечто об- 

щее, универсальное, присущее всем фундаментальным физическим за- 
конам независимо от конкретной физической природн изучаемых 
объектов и используемых при этом измерительных приборов. 

| Оказывается, что с какдым фундаментальным физическим зако- 

ном тесно связан определенный тип устойчивых отношений (бизичес- 
кая структура определенного ранга). Строгая математическая фор- 
мулировка понятия физической структуры делает возможным изучение 
общих свойств физических законов с той же степенью строгости, ка- 
кая имеет место в математике при аксиоматическом методе излохе- 
ния [41-45]. 

Исходные физические предпосылки теории физических структур 

сводятся к следующему: 

I. Физический закон должен бнть справедлив для всех бизичес- 

ких объектов, принадлехащих к достаточно богатому мнохеству 

(идея однородности или равноправия).
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=. Экспериментально измеряемые величины, входящие в выра- 
хение физического закона, характе ризуют отношения двух физичес- 

ких объектов (идея бинарности отношений). 

3. бизический закон - это связь между измеряемыми на опыте 

‚ величинами (возможность непосредственной физической инте рпрета- 

ции). | | 

Перечисленные весьма общие предположения можно сформулиро- 

вать в виде некоторого ‘принципа - принципа феноменологической 
симметрии, | 

Пусть 4(= {2 pK. ee, и 90 - fa, BX... J 
— два MHOmecTBa физических объектов различной природы. Будем го- 

ворить, что физические объекты этих двух множеств находятся в от» 
ношении феноменологической симметрии ранга (*, $), если имеет 

место следующая ситуация: | | 
_Т. Кандой паре физических объектов, например, Е WW x 

AE ИЕ с помощью некоторого измерительного прибора М сопос- 

тавляется число {“(+ о). 
2. Если из мнокества 44 выбрать произвольным образом 

подмножество 44%, = 4 ) f 2 › состоящее из 2 элементов, а 
из множества УС - подмнолестьо YC $= к... ; xs | ‚ состоялее 
из $ элементов, то между 2-9 Экспериментальными данными, 

относящимися к любой паре </х > € ISG, x IZ. ‚› имеет место 

какая-либо (заранее неизвестная) зависимость: 
ф [оф И, sly) cong toes) | =0 (I) 

для любых Ин We и Е . 

На множества Yl a 1, функцию 7: Их И-—Е и ФР вво- 
дятся некоторые достаточно естественные ограничения. 

При выполнении этих условий говорится, что на двух множест- 

вах ae и {4 задана физическая структура ранга (%,5). ока- 

зывается, что требование существования зависимости (1) является
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достаточным для нахождения не только явного вида функции P , 
определяющей собой вид физического закона в феноменологически 
инвариантной форме, но и для получения допустимого набора физи- 
ческих величин rf (}«). Причем вопрос о существовании физичес- 
кого закона (функции 9?) исследуется независимо от его конкрет- 

_ НОЙ интерпретации, 

Таким образом, возникает чисто математическая задача: при 
фиксированных числах 2 и $ найти такую функцию 2.2 перемен- 

ных Pluis,..., G5) и такой набор значений И) ‚ чтобы 

при любом выборе подмножеств. We. и dl; имело место соотноше- 
ние (Т). Эта математическая задача была решена Г.Г.Михайличенко 
[46-49] . Он построил полный класс всех бинарных физических струк- 

тур ранга (*,3) при #,5>02 . Было показано, что существуют = 
‘структуры только для 2922; #=5+123 и. t=$+2-4 . Для 
этих структур был найден явный вид функций Ф и Ех В. 

До сих пор рассматривались физические структуры, определен- 
ные на двух множествах физических объектов различной природы. 
Вполне естественно рассмотреть вопрос о существовании физических 
структур на одном множестве. Пусть ve - некоторое множество 
однородных физических объектов. Выберем из этого множества под- 

мнодество We. › состоящее из 2 элементов J)K,...,U WE We, 
и сопоставим каждой паре элементов < $К> число fi (PKYE IR a 
Будем говорить, что физические объекты множества VK? находят- 

ся в отношении феноменологической симметрии ранга 7% , если для 

любого 446% © 97 имеет место зависимость 

P ( tin),---, $F) ]=0 , (2) 
Tie Ди... ИЕ 11 - п чиоло переменных, от которых зави- 
сит функция ? ‚ равно - 2(%-/) /2 . При тех же ограничени- | 

ях на множество. We ‚ функцию д 4х 7—8 и функцию Pp
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возникает другая математическая задача: при фиксированном числе 

* найти такую функцию Ф от 2 (2-7) /2 переменных и такой 

набор (К) з чтобы при любом выборе подмножества 4, < 446 

имело место соотношение (2). | 

Новый подход, разработанный Ю.И.Кулаковым и его последова- 

телями, привел к ряду интересных результатов. Теория физических 

структур позволяет рассматривать с единой точки зрения различные 

физические теории. В работах [50-55] показано, что физические 

‚структуры наименьших рангов на двух мнохествах соответствуют ос- 

новным законам физики; структура ранга (2,2) - 2-му закону 
Ньютона, (2,3) - полному закону Ома, (3,3) - отвечает за появле- 

ние спиноров (биспиноров) в физике, (4,4) - электродинамике Мак- 

свелла и т.д. | 

‚ бизические структуры на одном множестве описывают евклидо- 

вы геометрии различной размерности, геометрии пространств постоян- 

- НОЙ кривизны, пространство-время Минковского и целый ряд "экзоти- 

ческих" геометрий [56-59] . На языке ТФС можно такне описать та- 
кие различные разделы физики как термодинамика, специальная Teo— 

рия относительности, релятивистская механика и другие. [60-63] . 

Зажным моментом является то, что, onepupya только с отноше- 

ниями между элементами одного или различных множеств, TOC дает 

‚возможность получения свойств самих элементов. Основные бизичес- 

кие величины (масса, сила, время, длина, заряд, интервал и т.д.) 
возникают здесь как своеобразные феноменологические инварианты, 

следующие из самого факта существования фаноменологической сим 

метрии [64-67]. | 

Новый, порой неожиданный, взгляд на сущность физических зако- 

нов и понятий, разрабатываемый в ТФС, позволяет рассматривать не- 

которые вопросы, стоящие перед физиками, с другой точки зрения. 

Так в теории размерности имеется ряд принципиалёных вопро-
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— какова физическая и математическая природа размерности; 

— диктуется ли выбор числа основных единиц только сообра- 

хениями удобства или это число определяется самой природой физи- 

ческого мира, и другие. 

В работах [68,69] эти вопросы последуются с точки зрения 

теории физических структур. 

Предположение о существовании феноменологической симметрии 

использовано в работах, посвященных обсуждению новых вариантов 

таблицы химических элементов [70,71] . 

Основное полохение о супествовании устойчивых отношений моек,» 

ду определенными группами элементов перекликается с вопросами са- 

моорганизации материи, динамической экологией, существованием 

“экологических ниш“ [72,73] : | 

‚Особенно больной вклад в развитие теории физических струк- 

тур и ее прилохение к физике элементарных частиц внес проф.Вла- 

димиров Ю.С.’Используя основные соотношения ТФС, он показал, 

что физическая структура ранга (3,3) после процедуры комплекси- 

фикации соответствует теории спиноров и биспиноров [74,75] и что 

фундаментальное отношение мехду двумя парами разноименных элемен- 

тов соответствует спинтензорному инварианту в теория спиноров. 

этот инвариант имеет смысл квадрата вектора в 4-мерном многооб- 

разии с сигнатурой (+«---) . Естественным путем получаются 

все пять матриц Дарака. Таким образом, понятия физической струк- 

туры ранга (3,3) огут быть непосредственно сопоставлены с тер- 

минами и выражениями релятивистской электродинамики. 

Одним из центральных вопросов современной теоретической фи- 

зики является создание теорий "великого" объединения физических 

взаимодействий. В физической теории обычно взаимодействия связн- 

ваются с нарушениями тех или иных симметрий. Взаимодействие вво- 

дится через локализацию соответствующих групп Ли (калибровочный
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подход). Кроме того, имеется многомерный геометрический подход 

в рамках теории Калуцы-Клейна. 

В теории физических структур на первый план выступают бунда- 

ментальные симметрии (физические структуры). В работе [75] 

Ю.С.Владимиров показывает, что бизические взаимодействия можно 

получить из ТоС, не нарушая структуры, переходом к бизическим 

структурам более высокого ранга (принцин "бинарного многомерия“). 

В частности описывается переход or физической структуры ранга 

(4,4;а) к теории электромагнитного взаимодействия через теорию 
прямого межчастичного электромагнитного взаимодействия [76] а 

Показана принципиальная возможность описания электрослабых и 
` СИЛЬНЫХ взаимодействий, опираясь на структуры ранга (4,4;а) и 

(4,436), приводящих к SU(2) a $U(3) -симметриям. В работе (75 \ 

Владимиров Ю.С. формулирует гипотезу об объединении электросла- 

бых и сильных взаимодействий. в рамках структуры ранга (5,5;а) и 
о возможном объединении всех взаимодействий на базе структур 

более высоких рангов. 

Описанные результаты, полученные с помощью теория физичес- 

ких структур, основнвались на физических структурах, заданных 

на двух мнонествах. Это естественно, так как эти структуры бн- 

ли полностью исследованы Г.Г \ихайличенко. 

Что касается физических структур, заданных на одном мнохе- 

стве, то для рангов %=Зи 7=4 задача была решена, ихайли- 
ченко Г.Г. [77,78] . Для структуры ‘ранга 7% = 4 оказалось, что 

некоторые выракения совпадают с известными метриками двумерных 

пространств (пространств постоянной кривизны, симплектического 

пространства, различных плоскостей). Кроме того были полученны 

и неизвестные выражения. 

| Хороню известно, что задание метрики в пространстве опре- 

деляет геометрию этого пространства. По известной метрике можно
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найти полную группу преобразований этого пространства, относи- 
тельно которой метрика инвариантна. На основании этого Гихайли- 
ченко Г.Г. высказал предполонение о связи групповой и феноменоло- 
гической симметрии [79-82] . 

Казалось бн, что групповым методом моно найти все невырож- 
денные метрики любых И -мерных пространств. Для структуры ран- 
га 1 = 4 групповым методом бнли найдены все двумерные геомет- 
рии [83,84] Они совпали с геометрлями, найденными методами ТС. 
Но найти aa летрики для трехмерных пространств 

(структура ранга = 5) групповим методом не удалось. 

Дело в том, что принципиальным моментом в групповом подхо- 
де является налячие групповой классификации (или классификации 
соответствующих алгебр Ли). Дать такую классификацию. для любо- 
го числа параметров не представляется возможным. ‘Уже для шести- 
мерных алгебр Ли, соответствующих физической структуре ранга 
*= 5, количество возмохных вариантов около трех сотен, 

Для исследования бизических структур на одном множестве 
автором был разработан общий параметрический метод, который яв- 
ляется достаточно универсальным. В частности с его помощью най- 
денн структуры на двух мнохествах ранга (3,3) [70] 2). 
(3,4) и другие. Хотя эти структурн были исследованы ранее гихай- 
личенко Г.Г. бункциональным методом, применение общего парамет- 
рического этода позволяло внести существенные уточнения, свя- 
занные с единственностью решения. | 

В главе Г дается математическая бормулировка теории бизи- 

ческих структур на одном множестве. В $ Т.Т приведены геометри- 
‘ческие потсеры, иллюстрирующие основные положения теории. В 

9 Т.е борлуллруются основные акспоны ы теорин физических структ тур. 
В главе П показывается, как возникают алгебры Ли на приме- 

ре.сизических структур рангов Y= 4; 5: 6. Установлено, что



oe 

алгебры Ли появляются в ТФС, как необходилое следствие аксиом, 
которые первоначально определены для Т@С (в главе Г). В работе 
(68, c.89] В Общем случае показано, что каждой физической струк- 

туре соответствует система диференциальных уравнений в частных 
производных первого порядка, которая в некотором смысле имеет 
единственное решение. Установлено, что операторы этой системи 
образуют алгебру Ли размерности — //= 2 (2+4) /2 ‚ те и. = 
= *-2 ( * -ранг структуры). 

В главе Ш исследована физическая структура ранга T= 4, 
Найдены две формулы, содержащие некоторое число параметров. При- 
давая параметрам определенные значения, можно получить из одной 
формулы метрики двумерных пространств постоянной кривизны, дву- 
мерного симплектического пространства и метрики евкладовой и 
нсевдоевклидовой плоскости; из другой формулы - метрики всех 
“экзотических” двумерных геометрий, то есть — все решения, по- 
лученные Михайличенко Г.Г. [85] . | 

Основным результатом диссертации является решение задачи 
о нахождении физической структуры ранга “ = : 

В главе ТУ построена классы сикация шестимерных алгебр Ли 
в рамках теорпи Слзических структур. Установлено, что нестилер- 
ные алгебры Ли, соответствующие структуре ранга 71 = 5, состоят 
из четырех трехмерных подалгебр. Этот результат позволил найти 
всего шесть вариантов когллутационных соотношений, приводящих к 
невырохденным решениям. 

В главе У найдены все невырохденнне рецения для бизической 
структуры ранга Т=5, соответствующие шести вариантам из гла- 
BH ТУ. Получены метрики трехмерных пространств постоянной кри- 
визны, трехмерного нечетномерного пространства, трехмерных ев- 
клидова и псевдоевклидовых пространств, а также возможнне бено- 
менологически инвариантные трехлерные "экзотические" геометрии.



we DY cs 

В главе УТ рассмотрена физическая структура ранга й=б, 

которая задавтся на четырехмерном многообразии, В 9 6.1 иссле- 

дованы структурные особенности десятимерных алгебр Ли, соот- 

ветствующих этой физической структуре. У становлено, что они 

’ состоят из десяти трехмерных подалгебр. В следующих параграфах 

найдены метрики четырехмерных пространств постоянной кривизны, 
четырехмерного симплектического пространства, получена геомет- 
рия пространства Минковского и других псевдоевклидовнх четырех- 
мерных пространств, метрика 4-мерного евклидова пространства. 

Основные результаты работы докладивались на семлнаре отдо- 
ла дифференциальных уравнений ЛОМИ (рук. 0.А.Ладыхенская), на 
семинаре "Геометрия й физика" МГУ (рук. Ю.С.Владимиров, Н.В. 
Мицкевич), на научных семинарах Wd СО ДН СССР и НГУ (Новоси- 

бирск), на Пи Ш Всесоюзных школах-семинарах по теории Физичес- 

. ких структур (Пущино, НЦБИ, Институт биофизики, 1987, 1988 г.) 
и опубликованы в статьях [68,69,70,75 |.



ГЛАВА Т. ЛАТЕЛАТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА ТЕОРИИ 
СИЗИЧЕСКИХ СТРУКТУР НА ОДНОМ ИНОЕ SCTRE 

Во введении было описано понятие физической структуры и 

указаны бизические предпосылки теории физических структур, в ос 
HOB@HHH которой лежит пранции феноменологической силметрии. 

Благодаря этому принципу теория сизических структур позво- 

ляет, при соответствующей интерпретации, рассматривать с едлной 
точки зрения самые разнообразные & изические теории беноченоло- 
гического типа. С другой стороны требование существования бено- 
ленологической стлтлетрии является настолько сильным, что позво- 
ллет получать явные выраления для многих известных физических 
законов независимо от их конкретной интерпретации. 

  

Рассмотрим ряд примеров, иллюстрирующих бакт существования 

некоторых бундаментальных соотношений между результатали изыере- 
ний, относящихся к различным Сизическим системам. 

заметил, что эти соотношения содернат лишь измеряемные на 
опыте величины, плеют один и тот не вид для разных физических 
явлений (с точностью до порядка определителя и некоторых других. 
несущественных отличительных признаков) и, что самое существен- 
ное, инвариантны относительно выбора подлнонеств соответствующих 
Сизических объектов. 

Геометрия есть древняя физическая теория. Она лежит в осно- 
звания многих физических законов, в том числе и в теории тяготе- 

ния. 

Эйнштейн, рассматривая вопрос о связи геометрии с объекта- 

ми природи, писал: "... евклидова геометрия ... содержит нечто 
большее, чем простые дедукции, полученные яз определений логи- 

эскил нутем”. Выбирая /7) точек пространства и ‘ 5 т (т-1)
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расстояний между нам,он указывает, что вследствие формулы 

7 = (Ki- Xx) + (45-Yu) *(Za-B) ‚ цехду этими расстояниями ичеет- 

ся определенное число соотношений. И далее: 

"Поскольку Pn — измеряемые величины и, по определению, 

не зависят друг от друга, эти соотношения между величинами 

не являются необходимым  @/2%60%6 ", То есть факт существова- 

ния соотношений мехду А 2к  ОТракает глубокие физические свой- 

ства системы материальных точек. 

Вот как ставится проблема получения законов геометрия B 

теории физических структур. 

Рассмотрим мнонество материальных точек 40 =f Е, К, Г... { 

Измеряя расстояние между точками, получим исходный материал для 

построения геометрии. Если взять четыре точки 4, ^ 47,” $ 

то получим шесть расстояний | ries... Lon . Этот случай 

соответствует двумерных пространствам. Если  Ё к = -X« 1 Ge-4ud, 

TO STH расстояния связаны зависимостью 

O tf 4 14 1 
A 0 bi bim lin 
4 tix О lem en =0. (I) 

1 

1 

м 

2 рр @, О 
ИП     

Это хорошо известный определитель Кэли-Менгера, и он равен нулю 

для любых четырех точек из мнолества 476 . соотношение (Т) 

будем называть физическим законом в феноменологически инвариант- 

‚ной форме. Он определяет двумерное евклидово пространство. | | 

сли Рак = f° cos ge ‚ где OQ: «= Qi ‚ то шесть рас- 

стояний связаны зависимостью
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Re tra Pn Cin 

Ci R* Pum Cen =0 

Lim dum К° Emn ° (2) 

Cin Cin С, В 

которая справедлива для любых четырех точек из мночества Wo. 
Соотношение (2) определяет двумерное пространство половительной 
кривизны. 

Если br = Х2 4х -Хк 4 › ТО выполняется зависимость: 

О Е: к Esme En | 

-tx О т bin 

afin, ~ban O Love 

“fen Len Сы О. 

Соотношение (3) определяет двумерное симилектическое простран- ~ 

= (0), (3) 

ство. 

Естественно предположить, что и для других двумерных (вооб- 
ще И. -мерных) пространств можно найти феноменологически инва— 
риантнные соотношения типа (Т), (2), (3). 

Возникает вопрос: какие могут вообще существовать соотноше- 

ния типа (Т), (2), (3) между шестью расстояниями к... ban € 
В общем виде соотношения (Т), (2), (3) можно записать так: 

и (bx, E sim, ben Lem, Lan, Cnn) =O, (4) 

где Pius tCx:, 4: ,X«, Yn). 

_В теории физических структур на соотношение (4) налагает- 
ся условие. инвариантности : 

Соотношение (4) должно выполняться при любом выборе четырех 
точек из мношества 7. и при этом условии находятся все воз-— 

можные видн бункций # и Ф.
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3 приведенных примерах изучались отношения между элемен- 

тами одного множества. 

Аналогичным образом монно исследовать соотношения типа, (4), 
изучая отношения между элементами, взятыми из разных множеств. 

Соотношения типа (Т), (2) изучались многлии авторами. Так, 
Блименталь Л.М., в своей монографии [36] рассматривал метричьские 
пространства и множества, взаианые расстояния мехду точками ко- 
торых удовлетворяли соотношениям типа (Т), (2). он постулирует. 
эти соотношения, рассматривая их как исходные аколомн. В теории 
 бизических структур эти соотношения получаются как следствие из 
соотношений типа (4). 

Перейдем от нестрогих соображений к точным формулировкам. 

3 Т.2. Аксиомы теории физических структур 

Пусть имеется мнохество однородных физических. объектов WE, 
элементы которого будем обозначать строчными латинскими буквами 

bby 00 EW. И пусть дана функция: f: 6p — R , 

Spc кис, которая каждой паре точек <;к> EGP со- 
поставляет вещественное число |. (1 к) Е в 

Рассмотрим YYZ - С- кратное прялое произведение 
множества, WC ‚ элементами KOTOPOTO ABISWTCA Kopremu <2 fo > 

длины * о. Построил функцию Ё ; <, —> К role с; an wee 

которая каждому кортежу длины Z из области определения Ge во- 
поставляет совокупность % (t-7) /2 чисел f(ij),---,f (Ye), 
соответствующих всем упорядоченным парам в кортене. Будем рас- 

 сматривать эти — * (2-1) /2 чисел как координаты точки в 
пространстве _ В *(=-0/2 . 

Проведем континуализацию множества 46. Сопоставим, во- 
обще говоря, дискретному множеству $4 16 непрерывное инонество 
УЕ, С УС С ). зашетиа, что переход от дискретных
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люделей к непрерывным широко применяется в физике (по существу, 
на этом построена вся механика сплошных сред) [87 ‚ 88] . 

Потребуем, чтобы. выполнялись следующие аксиомн: 

Т. Мнохество. YT является гладким класса С“ ‚ где 

К - достаточно болыпое, многообразием размерности И. . 
“eae 

Тогла, поскольку для каждой ‘row £EYY0 зояно ввести ло- 
4 кальнне координаты Х.”,..., ХХ, для функции fei) получим 

локальное координатное представление: 

21 = т т . 6) ECKL oo KP Xp XP) . (Т.Г) 

Мешду рангом структуры и размерностью пространства, 
на котором она задана, существует связь [75 | : %=М:2. 

_ Ge (область определения функции 1 ) а и всяду 
плотна в VNC x YA ‘ 

- Ш. Функция . AOL x, Xe XS, KP). _ гладкая класса СК 
(где К - достаточно. большое) и существенным образом зависит 
от каздой группы координат (х;/... Хх?) и (x} x?) . 

Существенную зависимость функции (ij) or двух yan ко- 
ординат определим, следуя Эйзенхарту 1 fso] . 

Функция P(xf... XP x5. x) судественным образом зависит 
от координат ХУ,..., Х? , если нельзя найти (7-1) их бунк- 

<> q q a uit §8=Y, (xf.., XP yess, Ч,.. (хх... xi. чтобы имело место тоз- 
дество 

рик к?) 9 [446-466 KF ], 

То хе относится и к координатам x} gh hei х;. 

По теореме 3.1 (там же) для того, чтобы И параметров х/,...,х” 
были существенны, необходимо и достаточно, чтобы функция (ij) 
не удовлетворяла никакому уравнению вида:
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кз) <0 ‚ где A= TN, Т.Ю) 

То же относится и к координатам x? poner Xp 
На уравнение (1.2) будем часто ссылаться в дальнейшем, 

Определение Т. Будем говорить, что пара < 41%,Р> зада- 
ет физическую структуру ранга *2=/*2 —, если, кроме акси- 
OM т, Il, ll, выполняется следующая аксиома: 

1У. Для какдого кортела <2/...7> mmm t=n+e 
нз некоторого плотного в © в < Gye множества и некоторой 
его окрестности ((<2.--207) существует такая достаточ- 
но гладкая бункция P: E = В ‚ где Е областьв [р “(212 
wo gtad +0 и инонество С) является 
подмножеством множества нулей функции 92, то есть 

= _ P ( £lci),---, tli), >, Fw) ] =O = (Led) 

` для всякого Koprema uz 40 UU (<i---w>). 
| Аксиома 1У составляет содерзание прянципа беноменологи- 

ческой симметрии. в общей схеме теории физических структур, 
предложенной Ю.И.Кулаковым для изучения и классификации бизи- 

ческих законов. эта аксиома вырашает собой требование, чтобн 
* (2-1)/2 упорядоченных "расстояний" между любыми * точка- 

ми мнохества WT были бункционально связаны, то есть Удовлет- 
воряли некоторолу соотношению (1.3), задающему бизический закон 
в феноменологически инвариантной форме. 

Итак, в этой главе приведены все мате: тические бормули- 

ровки и аксиомы, необходилие для решения задачи о нахождении 

сизических структур на одном мнохестве.
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ГЛАВА П. АЛГЕБРЫ ЛИ В ТЕОРИИ ФИЗИЧЕСКИХ СТРУКТУР 

Требование феноменологической инвариантности оказывается 
вполне достаточным для нахождения явного вида физического закона 
определенного ранга. Отметим, что феноменологическая симметрия 
описывает полиарные отношения мехду конечными совокупностями &и- 
зических объектов. : Однако теория физических структур дает способ 
переходить от полиарных отношений к особым инвариантам, характе- 
ризующим те свойства этих объектов, которые описываются группо- 
вой с;гаметрией. 

§ 2.1. Оизическая структура ранга 7 = 4 

`В главе Г проведена общая постановка задачи. 
Опрелеление 2. Пара... < WIZ 5 {> образует» физическую етрукту- 

ру ранга = 4, если для кахдого кортежа <21к@> из некото 
рого плотного в 41. множества, и некоторой еро окрестности 
_ И (<>) существует такая достаточно гладкая функция 92 ‚. 
чю 9804 Р*0О и выполняется соотношение: 

P Efi), flex) £2), fiw), £12) tint) ] =0 (2.3) 
для всякого кортеха из U(< 2укё>). 
На множество 14”, функции {и Ф наложены ограничения, сформули- 
рованные в аксиомах Т,...,ТУ (гл.Г). Множеству 441 сопоставляет 
ся множество aXe ‚ наделенное структурой гладкого (класса С“ ) 
многообразия размерности Ю = 2-2=2 & Torna функция fi (ef 
имеет локальное координатное представление: 

41:2) = вечер Ку 4;). 
По аксиоме Ш р (:}) достаточно гладкая и существенныи образом 
зависит от своих аргументов. То же относится и к функциям 

к). - ке) . Проди Ференцируем соотношение (2.1) по всем
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BOGBMM параметрам = X2442 XK Yn, Xi, 4i,Xe, Ye « Lonywm cncreny u3 
восьми дифференциальных уравнений относительно шести частных 
производных функции пр по каждому своему аргументу. Так как 

grad PEO ‚ то система имеет нетривиальное решение в окре- 

<2фиЁ> . Следовательно, любой 
определитель шестого ‘порядка из матрицы коэбфициентов системы 
равен нулю. Матрица коэффициентов системы имеет ВИД: | 

стности некоторого кортежа 

эй: 9-42ю otle) 

    

  

  

  

  

  

OXe || 2х2 2х: О О O 

ofl) | Mio alee 0 0 б 

о О oe О | ea 
. 0 ЗЫ Oo 39-0 BA 

0 ye O Se O Fae 
оо 0 ofl) ой       Рассмотрим определитель пятого порядка, отаеченный пунктиром. 

Докажем, что он не равен нулю тоздественно. Предлолоним обрат- 

ное. Тогда, разлагая его, илеем: 

|2 обе 91 9.6) | 
Эк) |9 AK; orth) Fale | 
8% | atin afte) |’ | aed ade) } SO. 

Qui 7: ЭП 045
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og lae) os О ‚т.к. по условию Ha 2) существенным образом 
зависит от своих аргументов. Рассмотрим второй сомнохитель. Фик-— 
сируя координаты Ye, Ye, имеем: 

ee Bi (i) * 2260 8 Z)<0 | В+($), 621) == 0. 

Но по акопоме Ш (глава Г) такое уравнение не молет иметь места, 
Аналогично доказывается неравенство нулю и третьего сомножителя. 
Таким образом, рассмотренный определитель пятого порядка не ра- 
вен нулю тождественно. To есть ранг матрицы (2.2) равен пяти. 

Из всех определителей шестого порядка, равных нулю, доста- 
точно рассмотреть только Te, которые окаймляют не равный нулю 

‚ определитель пятого порядка, [90 | . Таких определителей три. Вы- 
пилем их, разлагая по первому столбцу: 

oe 24:1) Aja (ewe) Aoline) + Bid LE fewe)Ao[ine)+ . 
. 

(2.3) 
‘ ЗАО дя (ке) Ao[eKe) + SHED 42 (46) Ao (ine) <0, 

где М= 1,2,3; ДЛ, Ан - определятели третьего порядка, и 
Ио[2ке), (гие) шлеют следующий вид: 

  

540 ое) [2460 £60) Ao (s«e)- 9х: эх: || J (кд 8% 9х 
Г fig > бд ое): 04; 94: D4; 74 

Можно показать, что Ab, An a A ie не равны нулю тождественно. 
Покажем, что ранг системы (2,3) равен трем. Будем рассматри-о 

вать систему (2.3) как алгебраическую относительно четырех часть 
ных производных функции 4( 2$). Напомним, что кахдое уравнение 
является соответствующим определителем шестого порядка, взятил | 
43 матрици (2.2). Раскроем эти определители по первым четырем
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строкам. Обозначая циноры четвертого порядка но номерам взятнх 
столбцов (например, Д1>›з54), получим: 

Д 4255 B (éne) + Aysas Blexe) = 9 > 

_ of le (je), fle) atin) Dhue) 
аз к “Аз a8. ae у (2.4) 

  

+ Д4зн5 flix) offi) _ tie) ке) _ -0: 
DXK OXe 1248 Ae ЭХк 

2112), ще) «Даазк ЗЕ Ю , fe) , 

  

— Дчозц Dye OXK OXx ° O4e 

у 9 г) 6 Hae) _ * _ 1 4445 ЗИ. flue ^ 412 us We Bye, где 
" of +40 ке) | Эк) оЁке) DKK DKK. vores с ок. 

ве. Р.А | Эж сэ |. 
В (ке) и э+{(к к) эко В ( Ke) = 9-Е) Otue) |, 4K 74к 24K 94к 

Будем рассматривать соотношения (2.4) как алгебранческую 
систему относительно новых переменннх: Ичезч, Diese, Ags, 
Д\зл5. Покалем, что замена переменных прл переходе от сиеземы 
(2.3) к системе (2.4) невнрохдена. заметим, что первнй столбец 
матрицы (2.2) входит во все новые переменные. Раскроем введен- 
ные миноры четвертого порядка по первому столбцу: 

о и. otha) Sa р 241.1) OH) CT 7 01:1) т, 
1 3 3 4; 

A 4234 = 04; Yo Fe 

  

Atess = eset ‘inal i 0, Ре; 

BD FF 
Q 

Ajeus = lis 73.7 уз : oth) 5
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_ ЭЙР) 5 ofp 4, Mid тн bisys = ated) S 4, 2 4: оны * 25 0. > 9: On. 

Невырожденность замены переменных означает, что [ Op 540. lleti- 
ствительно, легко видеть, что Oe 3 ЯВЛЯЮТСЯ алгебраическили до- 

полнениями K кахдому элементу матрицы, составленной из Leys &. 
строки и 2,3,4,5 столбцов матрицы (2.2). Если [os | - 0 ‚ то 

п определатель указанной четнрехрядной матрицы равен нулю. Раз- 

лагая его, илеем: | 

[24 ю 2:6) ИЗ зе 
9х. | OXY OXY =() 

Via) И И ое) 
94: 94 94 54: 

Но ни. один” из сомнокителей, как доказано выше, не может быть 
равным нулю тохдественно.. Следовательно, и {do в +0, замена. пе- 
ременных невырохдена; и ранг системы (2:4) [et рангу системы 
(2.3). Покажем, что ранг системы (2 .4) равен трем. Предпололим, 
что ранг меньше трех. Тогда все определители третьего порядка 
из коэффициентов при неизвестных Д/›54 , Д.2з5, Дугис, Д./545 в 
системе (2.4) равны нулю. Выпилем определитель при неизвестных 
Ayes4> Aiasss чи | 

Разлагая его, получим: Е о alee 

. de tl; 

B (jxe): [ оке) |2 | OX Oke =0 
0440) o¢fie) ° 

0 4е. 0 Ye 

Как показано выше, ни один из сомнолителей не может бнть равны 
нулю тождественно. То есть ранг системы (2.4), а, следовательно, 

1 системы (2.3) равен трем. Разделлм уравнения (2.3) на М /Ске) 
«А (же) и заблкоируем координаты Хк, Ук, Хе, (её . Получим 
слстему из трех независилых дифференциальных уравнений в честных
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производных первого порядка относительно функции Ui: aed (2,45 Xp 4) 

Хн#(:;)-0. м =1,2,3: 

Athy eo .72/-\0_.7 29 FE pe) BL, Ан = Ан 2) 5х: *Ам (2) 54; Ан (к A pli) 5a; ) (2.5) 

An(i)Agle9:); AxG)=Al60,43) aan. 
Каждый интеграл системы должен Удовлетворять также уравнениям 

[or] : | 
(Xp Xy -Х, Хх.) [ХХ #0 3 [14> 42,3. 

Для системы (2,5) эти уравнения будут иметь вид; . 

Oth; fb) 2 (ij 212 в) 0 РВ; OH 
OXF li)’ atti) g ‚ (1)=0, (2.6). 

rne.. = 1,2,3; ; итд. ° 

Возьмем одно из уравнений (2.6) и присоединим его к трем урав- 

нениям (2.5). Получим систему из четырех уравнений относительно 
четырех неизвестных - частных производных Функция tej) по сво- 
11 аргументам, ни одна из которых по условию не равна нулю Tox 

дественно. Определитель. из коэффициентов такой системн равен ну- 

лю. То есть любое уравнение из (2.6) является линейной комбина- 
цией уравнений (2.5). Таким образом, спотема (2.5) является пол- 
ной (или замкнутой) [92| . По теории, интегральный базис такой 
системы состодт из (и-/м) пнтегралов, где м - число уравнений, 
а К - чаело переменных, от которых зависит искомая бункция. 3. 

нашем случае K = 4; M= 3; и решение системы (2.5) miecer Вид: 

$ (= [$ (24: Ху, 4)] , me Y. произвольная функ- 
ция одного аргумента (единственность решения), а ^Р - полный ин- 

теграл системы (2.5). 

Изак, проходил к выводу: слзической структуре ранга Z = 4



f 
N 

В 
Пе: ae 

соответствует система (2.5) из трех дифференциальных уравнений 

в частных производных первого порядка, имеющая единственное ре- 

шение с точностью до одной произвольной бункции. 

Оказывается, эта система обладает одним замечательным свой- 
ством. 

Выпишем общую матрицу коэффициентов систем (2.5) и (2.5): 

Ai) AG) 4201) А!) 
А; (i) Az (i) А: (i) А =) 

Az (i) Ag(i) A3(i). A:(i) 

В: (:) BF) 8:14) BIW 
he B3(c) 82) BG) 

() B3() BEG) BSW 
Обозначея столбцы матрицы слева направо через [1]; , [2[:, [1];, 
[2]; ‚ запишем системы (2.5), (2.6) в виде: 

са, За, аа, Ape. 0 

        

(2.7) 

Возылем дополнительную точку pe7Y и проведем аналогичнне 

рассуждения для кортежей <( PK t> и < Pd K 6>. ‚ Получил: 

relied ЗИ, 2 HEP [1], + tle hl Ip =2 ; 29: ФХР 

fled tp О, ру, fbr, <0. xP 
(2.8) 

Будем рассматривать уравнения (2.7), (2.8) как алгебраическую 
систему относительно шести неизвестных [7/; , Cal; Lz L 1 lély, Leh, hp, 

Решим эту систему относительно. Г tt, Lets, {112 , Вто межно. 
сделать, таккак определитель, составленный из коэффициентов 
пря этих неизвестных, не равен нулю, Действительно:
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0 ted [ offei), ofp) _Oflz3) Dilip) 7 
A= aye OX; 94 24: Dre 

Hak показано выше, ни один из сомножителей не может быть равным 
нулю тохдественно. Тогда: 

tle = & Gjp lel; Feleiplltp + by (ip) lo. 
fale = Fy (tip) [27 ths lip) {1]p *Felcip) L2Tp . ; 

Полученнне соотношения указывают на линейную зависимость соответ- 
ствующих столбцов. То есть ранг матриц [| [42 , (27; [4], [2] ll oa 
(2h, (2%, (11, [27р| разен трем, и вое определители четверто- 

го порядка равны нулю. Выпишем определители, составленные из пер- 
вых четырех строк и четырех столбцов, для каждой матрицы: 

АЕ) Asli) Aile) А: А) А?) АЯ) А) 
At) Аз) Az) Az (oe) =0; |426) АЗОТА (6) АЕ) | 
Asli) 23) Azle) АЗ) Asli) ARQ) Alle) Azp) | 

1(:) 87) 812) Ва (2) 82 (=) 82(1) 612) al) 

 РАЗЛОЖИМ определители по первому столбцу: 

8115) в, р)- А+) дур) А) 9») АЕ) СР), 
Bil) Oelip) = Ali) 5:(ip) + Alc) Sage) «А Фр), 

где 

(2.9) 

А+) Ajlp) A2(p) 
blip) =| AEG) Azle) Az/p) 

1 424) At АР): 

Покалем, что Jo (. {2)=0. Pace: мотриал систему (2.5) для 
_ функции 2 (jp). Матрица коэффициентов будет иметь вид:
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414) АКИ АДР) A2(p) 
Asli) Azli) АЗ) Аг) 
Azli). Asli) АР) А? (р) 

причем ранг матрицы равен трем. Будем рассматривать эту систему 
уравнений, как ллнейную относительно "переменных" 9/2) /94; , 
(jp) /д Хр, af, Lip) Je 04р. Для copuectuocrn системы необходимо, 

чтобы ранг матрицы при этих переменных (а это в точности || 8-9), 
был равен рангу расширенной матрицы (93] ‚› ТО есть равен трем, 
Следовательно, до(} Р)+О0 . 

Разделим соотношения (2.9) на do (. 4Р) и зафинсируем коорди- 
наты  №,4;, 1 

8+(2) =.4+ 412) + 9. 446) +в. АЕ), 

81 (5) = а: 42(2) ча 422) +а:А2С), 
где (1, (2, - константы, не все равные нулю. В системе (2.5) 
Умноким первое уравнение на (4, , второе - на д, ‚ третье — на 
(з ‚ сложим их и вычтем первое уравнение’ из (2.6): 

att [а. Mi) +a ALG) +02 ANG) -81G)] + 

1 ele [04 Aili) +42 ARG) +0sA ZG) -B2/) Jo, 

(2.10) 

| ECIA KBalpartaue CKOORM.He PABHH Hy, то получим уравнение, ко- 
торов по аколоме Ш (глава Т) не моцет плеть цеста. Значит скоб- 
ки равны нулю: 

Bi(é) = Q1 Arla) +42 A2(s)+ Oz ASG), 

ВУ?) = 9. 470) +42 Adi) +02 AG(s), 
‘13 (2.10), (2.11) заключаем, что первое уравнение совместности 
из (2.5) является лянейной комбинацией с ностоянными коэббициен-. 
таши из уравнений основной системи (2.5). Аналогичный Вывод мох 

(2.11)
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но сделать и для остальных уравнений из (2.6). 

запишем полученные результаты: | 

Хм tii) =0, 

[Xp Xy] #lea)-0, 
[Xp Xy |= Chav Ха, | 

где м) 3 =т,2,3, ся»=-Сум - вещественные числа. Опера- 
торн Xm (Е р являются линейными операторами, и для них, как 

легко проверить, выполняется тождество Якоби [94] : 

[Xx LX, Xe I] ~ [Xs (Хы Х.П * [Xee, [Xp Х.1]-0. 

Таким образом, физической структуре ранга 7 = 4 соответ- 
ствуют трехмерные алгебры Ли, и бункцию ti (. $ ) можно рассмат- 
ривать как двухточечный инвариант соответствующей трехпарамет- 

рической группы Ли. . 

Заметим, что рассмотренные операторы Хх. (ij) являются двух- 
точечными. Но и одноточечные операторы Хм (2) ввиду соотноше- 
НИЙ (2.10) также образуют трехлерную алгебру Ли. 

$ 2.2. бизическая структура ранга Z = 5 

Постановка задачи аналогична задаче о блзической структуре 
ранга f= 4, 

Qupenemenne 3. Napa < УГ? 7 образует бизическую 
структуру ранга t= 5, еслл для каждого кортеза <¢jKEm> из 
некоторого плотного в 16° ннолества д некоторой его окрестнос- 
ти U( < ey Em>) существует такая достаточно гладкая бунк- 
ция P , aro. grad P+ О и выполняется соотношение: 

P (40, Flo), Hee), liv), £0), 4G Him) 

Flue), Kary), tem) ]-0, 
для всякого кортежа из U fz ijulm>). 

(2.12)
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Также требуем выполнения аксиом Т,...,ТУ ‚ приведенных в 
главе Т. Здесь /=1-2=5 и функция д (é7) идеет локальное 
координатное представление в виде: 

41:1) = 4X2, Ye, 2 XG, Yi, Zj) « (2.13) 

Oy HET Hej), #(@m) — достаточно гладкие и существенным 
образом зависят от своих аргументов. 

Продиереннируем соотношение (2.12) по всем 15 координата 
Ke Ys, 2:1, ---, Хз, (т, ть. Получил систему из 15-ти дифференциаль- 
ных уравнений относительно. 10-ти частных производных бУнЕЦИИ 

по каждому своемщу аргументу. Матрица коэффициентов системы meer 
вид (2.14). Так как Gtad P+O , то система ичеет нетриви- 
альное решение. Следовательно любой определитель ТО-го порядка, 
равен нулю. Рассмотрим определитель 9-го порядка, составленний 
ЯВ Рек ‚ЕО столбцов H1,2,...,3,10 crpowsr матрицы (2.14). Mom 
но показать, что такой определитель не. равен нулю: тохдественно 
( доказательство проводится так же, как и для структуры ранга 
T= 4). To есть ранг матрицы (2.14) равен девяти. Из всех опре- 

‚‚ делителей девятого порядка, равных нулю, достаточно рассмотреть 
только те, которне окаймляют рассмотренный определитель девятого 
порядка, [so] . Таких определителен cecrs, 3B лапном случае удобно 
выбирать такие определители иныл способом, Лохно показать, что 
достаточно рассмотреть любые шесть определителей 10-го порядка, 
окаймляющие любые не равнне нуло определители 9-го порядка, но 
при этом необходило перебрать все строки матрицы (2.14). 

Воспользуемся этим замечанием и выберем шесть определятелей 
10-го порядка в сатрице (2.14) следующим образом. Возьмем ‘опреде- 
литель девятого порядка, составленный из 2,..,,ТО столбцов п 
Т,..., 8,10 строк затрицы (2.14). Как доказано выше, он не равен 
нулю. Выпишем два окайиляющих его определителя десятого порядка, 

равных нулю. Первый составим из Т,... ‚10 строчек и десяти столб
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цов, второй — из wan ‚8,Т0,ТТ строчек и десяти столбцов. Далее 

возьмем определитель девятого порядка, составленный из 2,...,ТО 
столбцов иТ,...,б,ГО,ТТ,Т3 строк. Аналогично доказывается, что 
он тоне не равен нулю. Так хе внпишем два окаймляющих его опре- 

делителя десятого порядка, равных нулю, Один из L,eoe,6,10,11, 

12,13 строчек и десяти столбцов, другой - из т,... »o,10,11,13,14 
строчек и десяти столбцов. И, наконец, рассмотрим определитель 
девятого порядка, составленный из 1,...›7,13,14 строчек и 2 

10 столбцов, таке не равный нулю. Выпилем два окайаляюлих его 
определителя десятого порядка, равные нулю: один, составленный 
З Т,...,/’,13,14,Е5 строчек и десяти столбцов, другой - us I 

3,13,14, строчек и десяти столбцов... 

Pees 

зефу 

Разловим шесть выбранных определителей цо первому столбцу. 
Получим сист тему из шести диференциально-функциональных уравне- 
ний относительно функции. 4 lee, 92,2. Xi 4 Zr): 

Bee ae Ам (ск) Ао (км) + Biles ge я к) Ак) 

+ abled) 43 (бт) До [кет + еее) = (2.15) 

А ие) А, (ско) + ARAB ден) А, (и) - © 24; 

  

_ 1,2, 3 где м=т,...,6; Ам’ - определители пестого порядка, не рав- 
ные тотдественно нулю; Ab(ixtm) a Ао(ук@м) также но равны 
`Нулю тохдественно. 

Разделим уравнения (2.15) на Aol; пб). Чьи) и запилем 
матрицу коэффициентов системы в явном виде (из матрицы (2.14)). В 

(=. 16)(¢) обозначает три столбца с теми зе коэффициентами, но 
со значком { (Ам; Ир пт.д.).
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А, А, Nez Bac , №2: | 
—| Сдесь 2 Sax Mes | Ce Gri Bes +O: Be: {Час 6, 4; | 

Аг: Аа | Аг: вы: | Ari De: | 
C3 Sse Aas +4: Ass и C3450 Bai +C1 44; Bs C393; Des +O 4e, Dz: 

Из; Аз; | Axi Bs: Аз: Рае | 
C385; Ari +02 %; Аз: C3 ¥s2 Bis + Ce Si Bee! Ver Dy: C Sec Doi], 

    

Явный BAL, Функций, входящих в (2.16) приведен в (2.17). 

В матрице (2.15) nepecdosHaur: 

(4) 

    | 

.(2.т6) 

Ач Ач = Ач; 46+ = 4% ; 4+2, -9 5; А.Я, =, ; Ao 2 bs; 4.2.2 ; 
Аз z= RB; ЯзА 3=Дг; Azd; =);> ‘ИД ля Ч+,..., 4 ИЛ = 

Переставив строки, получи: 

hep A) os Bf) 30) ' 
| Ate) | 821) | 1). | 

x Eva Ari + вы АИ я бер Во): ВЫ) 6 Bela) 4:0) |( 
Аз(2) | 8.(:) 7 | Dsl) | 

|3 C3: Arb) 4 but Ax(i) : 8 (:) +: 8 33(;) 13: 3. (2) 6 0) | 

Fat As (:) +&: Asli) Lom В2[:)\+ Се Beli) бес 1 -02[2) <; 7 Isle),         

ay ЧА, 

_ (2.18) 

где и =С+ Че; 62= СЧ, ; Le 2 Cs Ge) Lys Ok: 2: = Сб; С. -С,@, , 
Для того, чтобы сдетема (2.15) тела нетривиальное решение, не- 
обходигло, прежде всего, чтобы ранг матрицн (2.18) был меньше 

шести, то есть определитель шестого порядка должен равняться 
`нулю. Преобразуя его, получаем: 

Aili) Bei) Dili) xt Bul) Dil)| |Ga-Lg) (вы) о 
A(z) Bali) D> (i) | 2li) Beli) De (i) |- (Eva) О (и) 

Аз; } Вз(:) Dz (z) be Bx(i) 1 Dz(i) О (52-65) (4-8) 

(2.19) 
=O, |



TT 

(2.1%) 

«|e (ex) a 
Ze . , 

fey (i к) tz: (ie 

a (ik) bey (ém)| | 

.- Ива; (2K) fa, (em) 

_ Le (22) Geli) |. 

a fez lit) fe lim)|' | 
2 = 

        

_ | Belew) beelim)) В = ве) #2). 
и tz. (ex) В. (2) 

‚|: $08] 
fa; (ie) ¢2: (cm) VB (eK) фа: (26) 

        

    

  

      

            

    

Dag =| Pale) fee om) |g [Belin веб | alee) fool, 
и фи; (22) в: т) fy: (x) } №: @т]" “| By. (ix) ) fy; (52) 

= tn, (кг) brs (>). [4 (xe Pe (km) | С ‚| ее) ben, Cem)|. 

bye («ё) fy, fem | bag (кг) fu (Km) a (ко) ве 

Фок) фк belit) fre lém) tre lit) В, (и) 
Е @ = Дик (кт = : Hee (é2). fae fem] - foe (2) fae (xe) 

_ ie Ao (2x lr) see Ae (Син) Зи: Ae (iKem} ) 

фе (ок) boy (ut) Lenin) в») 
  

      

. | lim) Leon (re) | 

у. = Eon (i) dumm (en) 

  

  ‚фа А бе о, вые) ин) 
Лаба) Aolixtm) 9 AT) 

Freli) beg (Ke) bag (atm) 
Tfax (2k) фк (ке) В (км) 

i. - Мк (ex) fax (Ke) tex (xin) 
4b 

fre (ee) tele) fee (em) 
fue (<8) bs (кг) foe (ém) 

: A 2 fee (52) fre (x2) bee (em) , 

Ao (ixérm) и До (кт) 

    

фо) рвы) Вен) 
фу (ion) а (К) би (ет) 

А = а и) бы (Кое) бе) 
As (inn) 

2де f = x ; д :0//9ч; =. | 
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Покажем, что первый сомножитель =O. Рассмотрим первый со- 
ножитель. Предполохимл, что он равен нулю. Подставляя явный Вид 
Ail), Sl 9 и т.д, получим: 

42) В) 2.6) 
Ди Ae Age “JAo(z) Balt) Dslz)| =O. (2.20) 

| Аз(:) Вз3(:) Dz(z) | 
Обращаясь к (2.17), вилим, что },,, A>; ; Ae! не равны нулю (как 
показано выше), а четвертый сомнохитель состоит из алгебраичес- 
ких дополнений к элементам определителя: 

4:06) fa (tw) (к) 

Фиг (10) №: (2) 2:6) 
tee (im) tuclim) fe (er)| 

‚ Но этот определитель, так пе каки A4,2, 3 ›‚ не равен тохдест- 
венно нулю, то есть не равен нулю определитель в (2.20). Следо- 

< валельно, первый сомножитель в (2.19) не равен нулю. Так не ло . 
казывается неравенство нулю второго сомножителя в (2.18). Оста- 
ется: | 

\(ri-Eg) (G2-€2j) © | 
(f3i-Ex) OO (“6-0 (2,21) 

O (€st-Es3)  (&z-&gj) 

MosHo показать, что ранг системы (2.15) равен пяти; Забик- 
слровав координаты XK, Yq, Zi, Ke Me, 2e,XmYm,Zm , ПОЛУЧИ сястему. 

из пести уравнений относительно бункции fii) с матрицей коз 

сициентов (2.13) и условием (2.22): 

Xn t=O, patie 3 fii) tite 2h 4,28) 5 
о ? \2 fen D 7,2, 12 _ (2.22) 

Анда “Ан Андре “Aller би GO 3 
Ин (Е) = Aye (Xi, 46 22), An le) =A у (к; 4;, 2;) п т.д.
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Каждый интеграл системн (2.22) должен удовлетворять также и 

следующим уравнениям (ЭТ ] 

"ЖИ РР =+4..5,6, 

[Xr Xple Ву: uae Bie * к vo i). ; (2.23) 

8,[:)= 8, (Х2,4:,2:) , By (¢) - 8 р и ПА. 

Как в случае © = 4 модно показать, что система (2.22) будет пол- 

Система (2.22) обладает тем же замечательным свойством, 

что и система (2.5) в случае %= 4: уравнения (2.23) 

являются линейными комбинациями с постоянныли коэффициентами из 

уравнений самой системы. | 

Покажем это. 

Вниишем общую матрицу коэбфициентов onoren (2.22), (2.23): 

Ail) Е Auli ) A fi | Alli) Aili) Aza) 

Able) dle) Able) ALG) АР А 
ii) Bilt) Bile) 86) 890) 8 

von ~~ = - = < - - = 

(2.24) 

— =~ - 

Bays lz) Bislz) В js(i) 62 8,52) 857) 

Обозначая столбцы матрицы (2.24) олева направо через [1];, [27., 
[3], (1];, (21;, (30; , запишем системы (2.22), (2.23): 

Hi? 13 cd (24 PHD pay, о, ЗСЗ, ‚О, 04 

- ‚ 5 
[2 + зар СИ -0. (2.25) 

Вовъшем: два дополнительных элемента ‘рос a? ип проведем ана- 

_ логичные выкладки для кортелей <ipnlm > 

Lpinlm> , <9 julm>, >, <pg Км, 

    

<29кёт>, 
2 

Влесте с уравнением (2.25) получии шесть уравнений относительно `



= AF 

двенадцати "переменных"; Crile, Cate, 31, Lr, Lee, (3 Ly, 
[Тр (27, СЗ]ь, (11%, [27е, [379. 

матрица коэбфициентов имеет вид (2.26). 

Разрешим систему относительно переменных: 

[452 , L272, (31:, (11, [27;, LrIp . 

Определитель при этих переменных meer клеточно-днагональный 
вид, и легко показать, что он не meee нулю тоздественно, 

  

        

_(2. 26. 

Mle 2; эй) ae 24) эй . fia io atid #0 td 2 0G 0'0'0 0 
Hep) эйр эй) dlp) ofl) athe) 
[ог зи о. О ооо оо 

| Lt 24) | ot léE flit) offe) pie #299 0 9 0 000 Re be He 
| ? ) орз) с 3) aflpa) fi) fej) 0 0 O lle) fed wb) hd off) 42D OO OQ 

943) $) 2 оды ЗИ 5) о. 0 0 ap Ble 22 O О О see 
| | Dee) эйр ВАР ор ohpr) 

О | © О © © О tp Ap wb) 2p Pes 

Репая, шлеем: | 

Ci: (31; \ 
(ele) . | | eae 

| ос 3 
a - le: | rd (2.27) 
C24; Cy 
Calp \ [519 

Соотношения (2.27) указывают на линейную зависимость соответст 

вующих групи переменных. Ранг матрицы для каждой из групп столб- 
цов ввиду (2.27) меньше семи. Рассмотрим матрицу  (/ /и7: , Lalp 

(2Ip, C3] p, Oy, (2h, 3g. Выцинем определитель седьлого порядка,
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составленный из первых семи строчек и семи столбцов, который 
равен нулю: 

At (i) АР А Atle) Aile) AiG) Aila) Ail) | 

Agl:) AiG) ИР) АРВ) А] ) Aélg) Ad(g) | =0. 
81 (2) 815) 8:2) В+) 816) 8:19) в) 

Газлохим его по первому столбцу: 

812) 4% (129) - А7) дея) <= ЗАИР). (2x28 
Рассматривая вторую и третью строку в соотнолениях (2.27), ана- 
логичным образом получавы: 

Bilt) д» (459) 47) Selipg) «>< + Adl) Е бра), 
Bali) do lipg) = АТ) 9-я] И) ЕР). 

Можно показать, что ^ “de (42%) = 0. 

Поделисм соотношения (2.28), (2.29) на deéPq) и забиксиру- 
ем элементы /,р, $ - Получим: 

В) =9:А7(2)+ --- + @в И), 

(2.29) 

В1(2) = а. А (Е) тт +6 АР (2), (2.30) 
B3 (i) = а АЗ (:) + +96 ИЁ2), | 

где 47,...,/7¢ - константы, не все равные нуло. 

В системе (2.242) умнохим первое уравнение на Ч. , второе 

на Gay. ...› Шестое - Ha Ce , сложил их и вычтем первое уравнение 
из системы (2.23). Получил: | 

eo [9+Aj(i) + "(АДУ 87] + О о, 4). 
+06 AR (3)- B24) ] + » lid Ca Aili) +06¢A3 (3) -820)] =O. 

Боли квадратные скобки не равны нулю, то получаем уравнение, ко- 
торое по аксиоме Ш (глава Т) не молет излеть места. То есть:
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Bi (i) = Q Ad (i) +`-1+ 6 ИЕ (4), 

Bi (i) = Q1 Af (a) +++ + Qe A2 (4), (2,31) 
BF (4) = Gz Aili) +~-- +Qe AE (i). 

(2.30) и (2.31) означают, что первое уравнение из системы 
(2.=3) является линейной комбинацией с постоянны коэбфициен- 
тами из уравнений основной системы (2.22). Аналогичнныя ВЫВОД 
монно сделать и для остальных уравнений (2.23). 

Выпишем полученные результатн: 

Хм #(::)- > 

te X» [#li)-0, (Xn, Xv] = Cie 
= > 

где _М, М, 22. = 71, --, 6; Е нь = Сум =Consd. 

Онераторы Хм (24) являются линейными операторами, и для них, 
как легко проверить, выполняется тождество Якоби (94] : 

EX a, (eu Mel] L0G; he 7) + Xe ON 1] <0. 
Такил образом показано, что флзической структуре ранга 

*. = 5 соответствуют шестимернные алгебры Ли. 

заметим, что операторн Уч (i) являются двухточечныли. Но 
п одноточечные операторн Xu l г) ввиду соотнопений (2.30) zarse 
образуют пестимерную алгебру Ли. 

§ 2.3. Сизическая структура ранга_* = 6, 

Общая постановка задачи приведена в главе I, | 

Определение 4, Пара < Ve, $ > образует физическую структу- 

ру ранга { = 6, если для каждого кортеха < уибир > fic 
некоторого ПЛОТНОГО В ие множества и некоторой его окрестнос- 
ти Vlei ju lon >) существует такая достаточно гладкая бункция 
< , что 94 P#O и выполняется соотношение: 

P (4a), бо) £liv),--., Hin), fue), boon) [20 (2.32)
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для всякого кортеха из Ик bmn >) . Число аргументов функции 
равно 15-ти. На множество 96 , функции { пФ налонены 

ограничения, сформулированные в аксиомах Т,...,1У (глава Т). 
Здесь: /0-*-2=4, Тогда функция His) имеет локальное коор- 
динатное представление в виде: р () ХЕ, Ри, ХР Е). 
бункция +) (5) достаточно гладкая и существенным образом зависит 
от сводх аргументов. | 

Продифференцируем (2.32) по всем 24 координатам Ke, Yr, 22 Uz 
›--`› Хо, Чи, #л, 4. Получим систему из 24-х дифференциальных урав- 
нений относительно 15-ти частных производных функций 92 по ках- 
дому из своих аргументов. Матрица системы имеет вид, аналогичный 
матрице (2,14) для структуры ранга "= 5. Так как grad Peo, 
TO система должна иметь нетривиальное решение. Следовательно, лю- 

_ бой определитель 15-го порядка равен нулю. Можно показать, что 
найдется определитель 14-го порядка, не равный нулю тождествен- 

` но, то есть ранг матрицы (2.33) равен 1-ти. Из всех определите-. 
лей 15-го порядка, равных нулю, рассмотрим только те, которые 

окаймляют указанный определитель 14-го порядка. Таких определи-- 

телей десять. | 

Выбранные соответствующил образом десять определителей раз- 

ложим по первому столбцу. Проведя преобразования д зафиксировав 
координаты Хк,---, (к, Хо, --., Ён ‚ получим систему из десяти 
дифференциальных уравнений относительно функции 
Рег, 42, 22,42, Ху, Чл, 41): 

Х #(:i) 7d, = %....40. (2.33) 
-) 0 Gry O , с 

Xn - A (<) ax: ВИ) “Ах . An i) oug 

é 

АК Или р AK. к. Am li) = An (Xé,46, 2,42) ; A pe (3) = Ad (Ke, 49, 25,45) К= 1,..,4 

„юнно показать, что ранг системы (2.33) равен семи. Коэффициентн. 

системы (2.33) илеют специфический вид, характерный для бизичес-
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ких структур всех рангов. Выцпишем матрицу коэффициентов системы . 

(2.33) в явном виде: 

        

(2.34) 

Ai (z) А: (:) J 3 (-) Alc) g! 

А (:) Az (i) Ai lz) Аи) | 

Ay (i) Ai (i) Ag li) Atay | 

Asli) | Azle) А; /:) Ati) | 

АЕ) (62+ CAD ВАНА ЕЕ Iv) 

(EAL «£4 AM) (GATE AR) (Az +b AGG), (АКА | 

(65144 @ АЗ) Те вАЗУЮ (вы АЗ) 6) (ел АЕ) ) ( 

Але) АННА Аве) (Ане) 9 

(94:4 (z) (egA3+boAs)(e) (tq Ar+hoAg)(:) (fo Al +&_ As) le) 

Ea hi AH: (rAd inAd]f) (5424 bis АЗ) (ии виь 49)         
где (d } обозначает четнре столбца с теми хе коэбфициентами, 

но со значком d . (Слева от матрицы стоят операторы Xn в по- 

рядке, который будет установлен в главе ТУ). По теории, если 

система (2.33) илеет решение, то должны удовлетворяться уравне- 

НИЯ; | 

(a Xy Xi Xn) Hea) (Xp Kol tei)-0, p= t,...,10. 

Система (2.33), как и аналогичные системы для физических 

(2.35) 

структур ранга ® =4 и "= 5, обладает. тем же замечательным 

свойством: уравнения (2.35) являются линейными комбинациями с 

постоянными коэффициентами из уравнений системы (2.33). (Дока-. 

зательство аналогично случаю физической структуры ранга T= 5). 

То есть:



Xp #3 =O > 

СХ. ХЛЯА-о, 
(Xe, У, | = Сы Fox, 

где ‘Aap x = т... ТО; Смиту — вещественные чис- 

ла. Лля операторов Xn (2 24 7) выполняется тождество Якоби: 

(Хы, СХ, Х= = [и Ble Kad] + Xe, (ku, 07] <0. 

Таким образом, физической структуре ранга @= 6 соответствуют 

десятимерные алгебры Ли. 

Как и в случае структур ранга %=4, “= 6, монно пока— 
зать, что и одноточечные операторы Xal 2) образуют десятимер- 

‚ ную алгебру Ли. 

- Сделаем некоторые замечания о физической структуре произ- 

` вольного ранга *. | 

По общему правилу #=И+2 , ше и- размерность проет- 

ранства, на котором задана физическая структура ранга #7. Для 

того, чтобы такая структура существовала, необходимо выполнение 

соотношения (Т.3) со всеми аксиомами, указанными в главе т: 

P (4e2),..., Hew), Роль 6, (4.3) 
Число аргументов бункции “Р равно: 

ИИ, = *(*-1)/2 =(0+2)(р=0 2. 

Число координат, соответствующих всем * точкам, равно: /2= 
= 2\7 = (2+2) п . Дафференцируя (1.3) по воем (+2). координатам, 

_ получил функциональную матрицу Якоби (как и для структур ранга. 
t= 4; t= 5; <= 6), которая имеет (2*2)(2:)/2 столбцов и 
(+2) строк. Как показано в работах [68,80] ранг этой матрицн 

равен (0+2)(0++)/2 -{ . То есть, вое определители порядка 
lo 2(п+-) 2] равны нулю. Выбирая все такие определители,
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окаймляющие какой-нибудь не равный нулю определитель порядка 
[(0+2)(п ч4)/2 -41Т. ‚ получил (+2). и - (2 +2)(р 4) 2 «4 [= 
=п(п+)/2 определителей. Раскрывая их по первому (вообще говоря, 

по любому) столбцу и проводя преобразования, получим N(n+1)/2 
дифференциальных уравнений относительно какой-нибудь функции, 
например, 7/2/)= 0... KE xf Xf). Mono показать, что ранг 
этой системы равен (2-1). В операторной форме систему можно 
записать в виде; 

Хм 221) 9, fhe tiny alned (2, 
Если система имеет решение, то поляны удовлетворяться уравнения 

[ Xm, MJ ti)- 0 , /1,V= 1,--., Pred (2, 

В работе [68] показано, что уравнения _ я XL 2-0 являют 
ся линейными комбинациями с постоянными коэффициентами из уравне- | 
amt У У)-О 9, per ges Alaed/2 ~ , onepanops Xy meme 
ются линейными дифференциальными операторами, и для них выполня- 
ется тождество Якоби. 

Таким образом, произвольной физической структуре ранга 7% 

соответствует система изо 0(7+/)/2. дифференциальных уравне- 
ний в частних производных первого порядка, операторы которой об- 
разуют базив n(n+1)/2 — мерной алгебры Ли.
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ГЛАВА Ш. ДВУМЕРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

Еще Г.Гельмгольц в работе "О фактах, лехащих в основании 
геометрии" высказал предположение, что метрика /И-мерного про-. 
странства не может быть произвольной, если в пространстве твер- 
дде тела двихутся с 2(7:14)/2 степенями свободны, и что между 
всеми взаимными фасстояниями для произвольных (7+2) точек твер- 
дого тела должна существовать зависимость [7, с.366]. Для случая 
Й = < задачу о нахождении возможных двумерных геометрий исследо- 
вал А.Пуанкаре в работе "Об основных гипотезах геометрии". (Там 
не, с.388-398). | 

Основываясь на принципе феноменологической симметрии, Г.Г. 
Михайличенко решил задачу о нахондении всех возможных феномено-_ `` логически инвариантных двумерных геометрий. В работе [85] пока- 
зано, что существуют только десять. RGB PORTH двумерных гео-. 
метрий. 

— 
В настоящей главе задача о нахождении всех невырожденных 

двумерных геометрий, соответствующих физической структуре ранга 
Т= 4, исследуется другим методом. Найдены две формулы, из ко- 
торых можно получить все десять геометрий, указанных в работе 

fad. 
В главе П приведена постановка задачи о физической структу- 

ре ранга 7 = 4. Установлено, что ей соответствует система из 
трех линейно независимых уравнений: 

Х. и РА! (;) + 1. ofl) 4 lie М 2-0 

(3.1) 
причем: C Xn Xv] £ij)- 

[ Xr, Xv] = Bae Xz.
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где М, У, & =1,2,3: Cie = Су — вещественные числа, 

An (2)=Aq (xi, 42) ; Amlé) “Anz, 4) й т.д. Найдем явный вид 
функции tij)=t, 4:,Х;, 4;) ‚ удовлетворяющей системе (3.Г). 

2 Будем различать два случая: Д=/Сь/+0 ;д=/Сль/=О, 
re / с ии — определитель, составленный из структурных констант 

Суми. 

$ 3.Г. Двумерные пространства постоянной кривизны 
и симшлектическая плоскость 

| Рассмотрим случай ZA # 0. Коммутационные соотношения в 

(3.1) можно упростить переходом. к другому базису Хь-4» ХУ ; 
где Coy — неособенная матрица. Можно подобрать такую матрицу ру» 

что коммутаторы в новом базисе будут иметь вид: 
“yf x,t - / ptt / - Po fhe gl 3 f 

[Х, ) X Jem Хх, ; [Xs, Х, к Х, ) [Х.Х: | “KX, , (3.2) 

“Bae K+, He, Kz=24 (ous, например, [95 ] ), Для дальнейших вык- 
ладок удобнее: перейти к другому базису: 

= _/ = / ij = / / 
Xie Xs > Х, =Х,+ п. Х. 5 X= 2X, + Xz > 

me 1-7: +0 , Torna: 
— 

TY _ 74 Ke -N2Ks Ky tee =; 
[Х.Х. |= 1~ 17,2 Х, 7 : < Xx; < 1- п.0»г 

у у -К ПЕК ху. - ПтАз-Ю2Аи WZ 
[ X, ьХ. = =a xX, т ть "А 5 

[Х., Х, ] = (1-1 Ne) Kz Х.. 

‚ Выберем И: и Пг так, чтобы: Ky+IPKs=03 42+ Ns k=O ‚. Отсюда: 
_ 4-0: =0 ,‚ то есть (7442-0 , (mR. 1-172 #0 у 

(3.3). 

Тогда: 

х. ХХ. ХХ А-Р ХВ, Х- В Х, (94 
Ky, =2K3, 

> 
где Кч=- ИИ. ‹



Рассмотрим систему (3.Т) с коммутаторами (3.4). Упростим 
уравнения (3.1), перейдя к новым переменным: \ - “feta (X,Y) 
Ч= /Чг(х, 4) (якобиан замены не равен нулю). Выберем Ма» М> 

так, чтобы: 

И 1; fax Al +a, AZ <0. 
Тогда матрица коэффициентов системы в новых переменных будет 
иметь вид: 

4 O 4 О | = 
T(t) 60) В) Т.@ (3.5) 
Г: (2) TG) Ts(i) Tali) 

Зацишем систему (3.Г) в виде: 
4 

MK “O4 (7, 
2. те, 2,14) О _ › Ге #.-Х:,..., 24-9; м1. 

  

Тогда — of Xe XM) =(` запищутся в виде: 

| “Ste (By _ ashy у <0. (38) 
2 2к 0 2к OZ2K - 

ких уравнений будет три. Используя (3.5), найдем матрицу коэф- 

фициентов системы (У, Х,]4])-О 

Тиё) Так) Te lG) Tee (0) 
a (i) Tax lz) Tag (7) Tax (G) (3.7) 

a(t) - Me(z) > Mala) Meld) 

где M, = (1х те: - 73x 74 = = Пу /4- 754 7 » [t=h — fog be + [ey ly - Ту 2 

Из (3.4) с помощью (3.5), (3.7) получаем: 

Tene VR'Ts 3 Tage Ve” Ts $ Tax Ts Tae Te ить Teg Te = Bz , 
Tax=-VK¢ Te) Tax= Vk Ty tax Ty - Tex Ta + T24 Tg - The To = O70 

Отсюда находим: 

T= Ba(4) exe (VR) ; Г; = 4; (Ч) ехр Vey 
3 . (3.8) 

Ta = Yo(4) exp (-veX) ; Ty = Ya(avexpve x
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— 246/88 + Ча Ча - 45,4, =% - 

-У ка (ЧУ: + Ч Ча) + Ч, 4, - Yay Ls =O 
Решаем систему (3.Т). с матрицей коэффициентов (3.5). Найдем ин- 

тегралы первого уравнения методом. характеристик: д2-Х - сот. ; 

4s -const > 4; econst . Введем переменные 7,=X; ; Z1i-°Xi-xXy. 

Система (3.1) запишется в виде: | 

22.0 
O Zo > 

Е то-то. ру, у.о 
ЗИ (тд -ть@ va в РР. 

Подставим явный вид коэффициентов из (3.8) и сократим второе 

уравнение на exp(-Vke X;) ‚ третье - на ен х; Получим матрицу ко- 
эбфициентов (первое уравнение опустим) ; 

= |342) ее бизн) 4+ (45). Чдекр (ег: _ “Bal si) 
(3.9) 

4; (45) exp (G2, -Bs (43) Yu (42) expdRi 2, Ba (4j ) 
отметим, что 4 (4;) д 42 43) не могут быть равны нулю. Действи- 
тельно, предполохим, что (›[(4:)=0О . Тогда из последнего со- 
отномения (3.8) имеем: 4,(4:)4.(4:)=О . Волл (4) =0 , то 
первое уравнение приниивет вид: - Y+(4j) Of(ij)/OZ_ + 4o(4;) 0flej)/26; +0 
ЧТо не допускается по аксиоме Ш (глава 1). Если же ¥, (%)=2 
то система с матрицей (3.9) запишется в oo 

ol) [ 8442) exp (Jk 2) - &e(G;)] + mle £2 (4;)=0, 

> 

oft [5 (si) exp Vee - 46]. 288 si. “0. 
Определитель системы равен нулю, то есть ранг системы уменьшает- 

ся, что таке не допускается. Таким образом, действительно 

9>(4:) +O . Также можно показать, что 4,(4;), 4 (4:), 9% (4;) 

не равны нулю,



Разрешим систему с матрицей (3.3) относительно 241 ‘i) /oy; 
и 97062) /24; : 

эл 41; =. Л: exp Vm Zi - А Эа) 224 [4 ̂“ Ц: 6 exo (hz, -& exp lez) | оч: 

  

0, 
(3.10) 

ЭР Г. Si +e А ; ехр С УК 2+) - д; | 21) р) 
7021 Ц; 6: exp RZ, -6; exp(-Virz)|* OY; ~ 

ге Л =(4: - 444 /%) (9); T= (Lube) (4), 
Преобразуем знаменатель дроби, входящей в первое уравнение: 

oe ехР Vez, - Be, expl vez) = (a0)? (Be) 2 sn, 

me G=V/e2z, «£6,(3 ве) - 6. (4). 
Из НЫ соотношения в (3.8): 

| | - Be) oe +. acre Ge). | a | Orcmma:.. 

аа. аа] ‚ где Ч=со р. | 

toma © = VR 2 -VR ES (Ges Bolus + £0m ((B Bed 
Перейдем к переменной G . Bocnomssonanmucs соотноением 

ехр С = Ра, she, 

получи: ЗИ =. Atcko-dy , of) 
ns oe Fu SEE * “0. DYE 

Аналогично для второго уравнения: 

Lip - é 
= 4 

CEE it р =O, где: E, = 2 (84/52) (4), 

A = (&s- 1 Gy /G2) COLOEIOF 
Далее, перейдем к переменной: 

Vie ( Ercdaz » = | Ее; : 

y , (3.1) 21. Ach@-ds , 24 р ofl =O ; 2) At гей: а. =O. 

И, наконец, переходя к переменной ti ach » получил: 

   



if
 

И 
в 

i
 

| с
 

gO
 ] 

atid) 7 i- A;) + 211). 
В 2): Gs 

27 (1; u-Ai) 4 oiled О. 

  

(3.12) 

  

Подставляя коэффициенты системы (3.12) в (3.6), получим; 

QA S = г Lf - А const=C, 

Если подставить сюда явный вид функции А д использовать (3.8), 
получим: С=-2и>, то есть 

BA. ~A*s -2 Ke. (3.13) 

Решаем первое уравнение системы (3.12) методом характеристик: 
dufoldz=A>U-Ajg = - линейное уравнение. 

(= С-ехр(- [А: Jz) + Ae fexp- [Az Ade) J 
`’ Введем. переменную: 

74 -С. 
После замены, используя соотношение (3.13), второе уравнение в 

(3.12) приводится к виду: 

о Naf «[ak.{exp(- (a: sd Di)d Us - A: Iz exp(- {Az salty] } « BE 

Обозначим 25,-К» (из (3.13)). Тогда mpm A°2K> gg (3.13) 
получаем: A(8) =-Vie' th Ihe (Sec) » ORHO Hepelita Rk w=vd-+C ; 
Naw) --Na LAF. (В дальнейшем штрихи опустим). Тогда; 

-fAdd=€n ch liad fep(-dadd= FS chiles V, (3.14) 
Используя полученные соотношения, находим: о 

- Di. (exp (- (4:15; ) 9 -A; exp (- (Atal dz) =0. 

Окончательно, уравнение принимает вид:
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Вго интеграл: G’ = Pr: exp (= (Агат). 
Таким образом, общее решение первоначальной системы (3.1) с мат- 
рицей (3.5) имеет вид: 

4) - [реф © (Ма), 
rie “he — произвольная Функция одного аргумента, В интеграле С | 
вернемся к переменным Хх», 4X4, Gy. 3 

Е = ехр (- ГЛ: - [Аёе/4) с ИЕР(Е:-5:) * 
+A; (exp (- SAtdld; eG; . ехр (-{4j lg), 

Используя (3.14), окончательно имеем; 

С. к. 43° h lk. a, ch Jie GX xj) - Аа. еИСа;. (3,15) 

Полученная формула. описывает все двумерные пространства HoCTOAE— 
` ной кривизны. В зависимости от-знака величин К, и Ky MORHO BEE 
писать три различных решения. Будем указывать. соответствующую 

двумерную- "сферу": 

а) х’+чу+Е”-1, к. =О, К. <О, 

C = со$4.. COS Uj. Cok (Xi-X;) +3204; ид: ; (3.16) 

0) xP gt ghey: <0, >, 
(= cosG;. COLT; oh (g;- X73) t $n Gz. kin GZ 

B)  x° +4 pred: Ke>O, Ry >O,z 

Ci = cha; ch Gj. ct; (Zi -X;) - th Gi» thay. 
Выражение (3.15а) определяет метрику двумерной сферы, (3.166) — 
двумерного однополостного гиперболойда, (3.Т6в) - плоскости Ло 
бачевского. | 

борлулы (3.1656) и (3.Т5в) можно получить ив другом виде, 
известном как модель Клейна для пространства Лобачевского, Этот 
вид илеет самостоятельный интерес.
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Будем решать систему с матрицей (3.9) другим способом при 
К->0. Найдем интегралы первого уравнения в (3.9) методом харак- 
теристик: 

Vig’ 24 - 4, (42) + 4 (qj) = Gy 

Ye (43) exp (- Vez, +4 (42) -Y4(4ay] - ¥2(42) = C2, 
ще He(y)~ (64 /8d(Mel4 5 Wy) = С 4." (ч) ехрф, с/4, 
Введем переменные 7. =4;, Р,=с4, = Са. Тогда первое уравнение 
из (3.9) занишется в виде ЭР, =С ‚а второе; | 

to, [ Maz) - Маз)ехСРЫ] +4, [-4 lig) (Alu) -Alag) expe ey) x 
xexe(-P1) -T(4z) +O (ys) exe 2px) [ =O, | 

где Л-(Ч;9%/Ч.) ехр\ ; 6’ - (44/62) ехр2ч. 

о Дифференцируя Л по Ч и используя (3.8), получим: А. =-Кь Ч. 
Отсюда: Л=-й, 4. +6 ‚ где be const , `Дифференцируя O no y g 

лопользуя (3.8), получим: Sy=-A-toy . Oroma:-o- 2 yy? byec, 
Подставляя Л и б в третье уравнение, после преобразований по_ 

дучим: 

te, (KP + 6(4-exp(-P)) [+ tp [-(B 2% 6) -с (+ -exp(-2P1)) [=0, 

Запишем уравненяе характеристли: 

Р . (и. + €(4-expP)) Tel Po 

© (BR +B p) -c (4-exp(- 2p) ЕЯ 
Введем переменную р. = KS i 6 р (- ч-ехрСР)). Ее полный дифференци- 
ал: 

огра = [48 +в (4-е хр) + Вр. рев) е/р, . 
Умножим и разделил левое отношение в (3.17) на (-6р ex(-P)} и выч 

‚тем из правого: 

al P2 [al P 4 = ~ Pe = C(4-exp(-IP,)), 

 



| (3
 

to
 | 

Интегрируя, получаем: 

(”- Р> exp Py # [exp(-Ps) * ex Py |, 

Переходя к переменным Xi, Y;, x, , 4; › после преобразований 
тлеем; 

(7. (4 : о) ехрба. xj) + (4; «dex ([- (Ki-x;)[ - 24; Yj, 

me 4G-:%-6/h 5 dd = 2e/z,- 6*/i,? 
Преобразуем интеграл: 

C= [G5 exp (e-)) - Ge TPexp le: -z) + 

+0 (exp (%i-%) + exp (-0%-x)) ] = 
C4; exP Xi ~ Fe exp; 7+ 0 Lexp2x: ene BBE] 

~ os  EXPXE.+ expxj 
  

Или: 

= gs C4. = 4) 4 db (Xi-¥ (-20-(= г. — ( “a (3.18) 

(3.18) при Хх >0 трактуется как модель Клейна ПЛОСКОСТИ Лоба- 
чевокого, а пи д<о - двумерного однополостного гиперболои- 

да. 

При 0 = QO mieem: 
i of ^ A A A 

C2 ra Хр: (4:-4:). _ (3.19) 

(3.19) является метрикой симплектической плоскости. 

можно непосредственными вычислениями привести метрику (3.18) 
к виду (3.150) или (3.Г6в). 

Случай Д 2О рассмотрен полностью.



ae 
= а = 

§ 3.2. Евклилова и псевдоевклилова плоскости, 
"экзотические" пространства 
  

Пусть Д =0. Как и в случае Д 20, будем рассматривать сис- 

тему (3.Т) с матрицей козбёлциентов (3.5). Так как 4= [С +» [=0, 
то строчки в [С р линейно зависимы и, например, комлутатор У. 

можно привести к виду: [Х., Хз 0. Покажем, что ранг [с]. 
равен двум. Предполохим, что ранг равен единице. Тогда при See, 

например, коммутаторы можно привести к виду: / X/ as’ f>Co XY 

[%,Х. ’|=0; [х' Х.-0. используя (3.5), из первых двух соотноше- 
ний получим: Пхе-С, ; Пк=Их = Tx =O, Из [xs Х, |-О: 

724 Т#- Т4ч12=0О . Откуда: 72=@ 7 . Вычтем из второго уравне- 

‚ ния (3.1) третье, умношенное на С), и выпинем первые два уравне- 
ния: 

  

oF lia) ЗН = () 
OXe-. OX 

22 (7. QTs Mi) t Ат, -а TE) (i) « 

Так как Of(éi)/0xXe п Hei) rx; не равны толдественно нулю 
( #(:1) существенным образом зависит от своих аргументов), то оп- 

_ределитель из коэффициентов этой подсистемы равен нулю. То ость 

уравнения системы (3.Т) ллнейно зависимы, что не допускается, 
так как ранг системы (3.1) по доказанному равен трем. Аналогично 

для любого другого варланта предлололение о том, что ранг || C hy || 

равен единице, приводит к противоречию. 

Итак, Mien: 

(ХХ. |= Х. ~c2y, = Cio Xe , 

(5..1 2; Хех, +68 Хз; 
ГУ», Хь [=0.
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Подставим коммутаторы в тождество Якоби, Получны: с.) (Хз Х. | - 
4 , 

-си[Х,, Xho. Так как ранг | Су ( равен двум, To C,%-=C;z=0, 
После переобозначений окончательно имеем: 

[Х.Х.Т=аХ, +в, Ху. [Х.Х: +65 Хх ь [ХХ] -0: 
ле @.@4-6,@, +0. В 
Не теряя общности, будем считать (0,... О, #О . В случае pa~ 
венства нулю каких-то (7; с учетом условия 0,9/-0.9:+0 лег 
во показать, что результаты будут те хе. Введем оператор YX = 

= 0, Х.-0.Х.» . Nomyuca: 

[УХ OX We (KK 7-646; 0G, 87-0: (2.20) 
pie 61=G20:-G:0, #0, bho =G, +s. 

Будем решать систему (3.1) с коммутаторами (3.20). Введением но- 
вых переменных, как в случае / я 0, можно привести матрицу ко- 
эфонциентов` к виду: | 

Teli) Tel) Tela) Teli) | 
1 O 4 0 (3.21) 
в) T(z) Tali) Tali) | 

матрица коэффлциентов снстелы уравнений i Xe У. 1#)=О будет 

иметь вид: 

«(2 Tari) Tix (i) Tox (4) 

Malt) М.) м М6) (3.22) 
Твх (2) Taft) Так) Тек) 

где М‹и М. те зе, что ив (3.7). 

Используя (3.20), (3.21), (3.22), получаем: 

Тк = 73:6. ТО) АП-Ть ППВ, 
Tex = Te | ТО; Tax Tz ~TayTa + T2474 -Tiy7a= O. 

Отсюда, находим: | |



Ty = [ 4:() +62] x # 49), 7з = 4+ (4). 
Te = Bul) X +459) ; 74 = 44 (4)> (3.25) 

| ({ &; 46218 + Brg Gu - Bey, - b, у 

QBs + BaySq - Sug 82=O 

Рэшаем второе уравнение системы (3.Т) с матрицей (3.21). Его an 

тегралн: 

ХЕ -Х; = сои ; 4: =const, 4; = const. 

Зведем переменные 2o=X;, 7,-X% -\;. После замены система, 

(3.1) запишется в виле: 

WD (то-то ‹ РБ « AP aly -0, 
otl:j) /o20-0, 

fli Crepy- ray + LTE) ре 
Подставим явный вид коэффициентов. Т+,--., 14 из (3.23). После 

некоторых преобразований получил: 

о [ (b.+&s2)2, + Gaz - hj [+ hace + fz чо, 

2a (eB: 59) a Ohiily of =O, 

  

(3.24) 

где 167 81(42) > Bap = Be (4;) и т.д. 

Как и в случае Д #0 можно показать, что Ч, #0. Найдем интег- 

_ ралы второго уравнения в (3.24) методом характерлстик: 

21 -\: +: =С, 

i -~GBj-Ca, 

Poe Us - {(8s/g)qdel4e ; 4: = (Uy: dy; я т.д. 

Проведем замену переменных: 4; =/Го ; Cat fa 3 Conte » Тогда 

второе уравнение дает: Dt /op.+ O .. ПЦезвое уравнение в 

(3.24) после замены:
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22. (2, *Д:-Д Те 2..6. -63]=0, rape) 

me Az = (4+- 4.4/4] (4). : 6: = (42/4) (4) и т.д. 

Найдем ИА И. Используя (3. 23), получим: 

AA dq = +B 24 - 6. Фа ; 

отсюда: (4) = 65-Е, =, ре И у=сор Е, 
Найдем (7°'/с/4 . Из последнего соотношения в (3.23) каееи; 

Cy = (B2/Bu)y =~ Bz/Bq = -Yrg 

otemma: ©/4)--%(9 +5, ‚где CLa-concL , 
Подставив явный вид Л, С в (3.25), получим: 

£ FE lbaPeobR) «EP =O, 
запишем уравнение` характеристик: 

i 

Att В+, Se 

    

р, = __. Введем переменную C/= РР $ 

—_— а a, 
sesame Fe ~ ly? ba Ue 6% ‘ 

_ После интегрирования имеем: 

= Loaf Pe 
(i= tn P. + 2 [би- bs) - А] -- 256, Рите уз, (3.25) 

me  h-=b2+46;. 
| Ke? 

используя соотношение (и ме "еек Х и о зазеняя > , 

получим: 

(2-е. В) hp] - 28 Apel 2Pe в (3.27). Oy [(2P- bP) hp] - $5 ДьеШ ый 
Переходя к переменным Х,4 при Д>0 , ивем: 

(, = bn [ae - ks) (@- G,)°] - yArcth seks ‚ (3.23) 
qj



ra
 

й 
о - 

Этот интеграл можно записать и по другому: 

an C= (Xi-Xi)"(&-G)P, peo 
(ИДИ, Ва ИИ 

Или: а = (Х2-ХР) (4:-49,)“; we BLL, 
При he О, используя соотношение Azct, (é 2)-- ас, (где. 

р - мнимая единица из (3.27)), получил: 

C= ba [0-8 Gi)° f+ Yarcetg fee (3.30) 

° (3.29) 

И, наконец, при A = О интеграл (3.23) принимает вид: 

C+ 26n(%2-G) + OO, 
Раскрывая неопределенность по правилу Лопиталя, получим: 

@ = Colz:-%) + 9-8 
3 

заметим, что в а (3.20)- возможен случай Е = 0. При 
этом Y= 262 b= =O. Тогда из (3.28) получим: 

ехр С - (Х:-х;) °- (1-4)" aise) 
Из (3.30): exp (= (х:- -Х;) "+(G-G 4;)° . (3.33) 

Случай / = 9 разобран полностью. 

(3.31) 

  

Итак, в этой главе рассмотрена задача о нахондении блзичес- 
KOM структуры ранга "= 4, Ef соответствует система дибференци- 
эльных уравнения (3.1). Пе решение имеет вид: 

И: 4i,X3, Yr) = V(C), гле \”- произвольная функция от олно- 
го аргумента, а(7 - — интеграл системы, который монет иметь один 
из следующих видов: | 

о дес ое ИЕН Ц;. (3.16) 

Это выражение при Ит, “О — задает геометрию двумерной сбе- 
ри; при  («>0, №=0 - геометраю двумерного однополобяого гт-
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перболойда, при ИО - геометрию плоскости Лобачевского. 
При И->0 это выражение молно записать в Bale: 

C - (4:-4;) ое. Xi) 
х. ' (3.18) 

При т. 0; (3.18) задает геометрию симилектической плоскости. 
И BOSMONCH еще один вид: 

Ce bo [lena has-ue IT +p Avcth Bake 
Из этой Формулы мохно получить метрики (3.28) ‚ (3. 29), (3.30), 
(3,35) » а TAKE метрики евклидовой плоскости и плоскости Минков-
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TABA IY. КЛАССИЗЕКАЦИЯ ШЕСТУМЕРНЫХ АЛГСБР ТИ В 

ТЕОРИИ ФИЗИЧЕСКИХ СТРУКТУР 

В главе П приведена постановка задачи о физической структу- 

фе ранга = 5. Установлено, Что ей соотватствуат система из 

шести дибференциальних уравнений с матрицей коэфбициентов (2.18). 

Ранг системы равен пяти. Перепишем полученные результаты: 

У, 5-0, < 
[ХХ 4-0: 

[Xm у, ] ен Xe > 

TH@ м, У, 82 = 1,---,б$ Сму=-Сум - вещественные числа, 
г ТОР = бе, ха 

(4.1) 

Vio bat py, 7..9: wy OL tra Oe VO: . | 
Xe oA [Daye An lisa: т am *As lB “ALPS 

[Хм [ХХ] * (Xy, [XxX] ] + (Xe, CY, X01] =O, 

Показано, что структуре ранга 7. = 5 соотватствуют шестимер- 

ные алгебры Ли. 

$ 4.Т. Трехмерные полалгебры 

Как и в задаче о структуре ранга —@ = 4 упростим вид ко- 

 эбфициентов в матрице (2.13). 

Введем новые переменные: 

X =X (xX, 4,2) ‚ {= Я, 4,2), 2=2(x,4,2) «Tak, Fo: 

At Ox +A? 2x Az 2% a4 
т Эх оч 1 oz 1, 

4 OG 209 24а 
Ax ae tha oy 144 270; 

402 202 , 42 DZ _ 
А. OK Ay оч Ay ge °C} _
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— А, А:, Ау не равны нулю (см „гл.П), и таке Хх, Ge 
всегда моно найти. В новых пераменных матрица (2.18) за- 

пишется в виде: 

    

об О | 
| Та (=) | Te(c) | 32) | 

(E46, (i) | (2. Te)(i) | (E27s)(z) | 

Tai) | Ts (i) | Teli) ! (+ (4.2) 

(+в В) (&Ts)(t) | (ЕГО | 

[ests +& Te) Tose о "стл     
тде ({ ) обозначает три столбца с такими хе коэффициентами, но 
с индексом / (например, 7+(1) ). 

Рассмотрим первые два уравнения системы (4.1) с a 

(4.2). Предположим, например, что f2*O . (Rom 7= ‚ то 
возьмем Т-в и 4-е уравнения с козффициентами из (4.2). Здесь 

“yee ТО, так как обратное ведет к потере ранга системы, 
Что не допускается). Соответствующее им уравнение | [. ХХ 4-0 
имеет вид: . 

Of (ii) - ЗА, | 2-42 т | . .9) т. | {=O aye их] be: 'xl)* Bye + 5 
Так как алгебра Ли замкнута по отношению к операция кому тирова- 
ния, то оператор полученного уравнения является оператором соот-- 
ветствующей шестимерной алгебры Ли. Обозначим его Хе yet = 

Боли 72x , 7зк одновременно не равны нулю, то составим 
‘уравнение 2D x. $, x сыт Ja? . Получим уравнение с коэбфици- 
ентами Trex 9 Taxx : 7зхх . Оператор полученного урав- 
нения также является оператором этой же шестимоерной алгебры Ли. 

ели Рух о Jey не равны нулю, то снова повторим 
Sty процедуру несколько раз, пока не дойдем до уравнения с коэф- 
фипиентами D537 [ax®, 97/0, 2°7/9х“ —. Нели и эти коэффи- 
Циенты не равны нулю, то составим систему из первых двух уравне-
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ний системы (4.1) с цатрицей. (4.2) и плти ОЧЕН уравнений. 
затрица коэбфициентов этой системы: 

о, O | 
Tt) | Tat) | FG) 

aT Ух: , Pel) (xe 0 1з(2) 9х: 

a*hlad/ox: Эк | 2 “Ts () AX; ( i) 

0° F(z) fax? | 9$ Т>(2)/дх* ; 0° Ta(z)/ax? 

o* T(z) fox t| 04 Tall) fox a" Ts(c) /ox? 

ОТБ (ох “Эка [0х5 

(4.3) 

          .. 

- тде (ф ) обозначает три столбца с теми жа козфиициентами, HO 
со значком + : O7+(é) (ox; и т.д. Любые семь. операторов 

. пастимерной алгебры Ли связанн мехду собой линейной комбинацией 
с постоянными коэффициентами; то есть, например, из (4.3): 

    

Te 6g, OTe rae 327: ue | __—= a ——— +C — ON хе ‘92 дхн "Ат зуз °С Ox Asay * Ae, > (4.4) 

rms HS Bes т. --, @ с равны нулю. Это ха соотношение верно 

для Тз . из уравнения (4.4) можно найти явный BU козббиционта 
fz ‹ Аналогично можно найти явный Вид других коэффициентов, вхо- 

дящих в матрицу (4.2). 

Уравнение (4.4) является однородным линейнны дифференциаль- 
ным уравненизм с постоянными коэффициентами. По теории, общее ре- 

шение такого уравнения является линейной комбинацией из. . И =5 

. частных решений зависящих OT X и образующих фундаментальную 
систему, то есть линейно независимых ( 96 |. 

запишем характеристическое уравнение для (4.4) 

К A." + O35 + Ч, К "1 9. К+@Е- 0 (4.5)
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Корни этого алгебраического уравнения могут быть действительными, 

комплексными, все различными или /\ -кратными (77 < 5). одунда- 

ментальная система решений в каждом случае будет различная. Но 

для нас существенно. то,что в каждом случае она состоит из 

П=о функций, которые линейно независимы (с постоянными коэфаи- 

пиентами). Общее решение уравнения (4.4) запипется в вице: 

72 = 41(4,2)4,() as tie fe Gn(G,2)An (x), 

Так как (4.4) удовлетворяется и для Tz ‚ то: 

Г = 4 (412) Ач (4) + --- «4 (2) А» (4). 
Аналогичным образом исследуя первое и третье уравнения. сис- 

темы (4.Т) с матрицей коэффициентов (4.2), находим: 

E> 75 = Ma (4.2) Bi lx) tes +t Mery (4,2) Bm bos 

‘fete бы = У, (4,2) В+ = + И (42) 8m (x). 

Bem we 0°72 fox" =0, (725), 70 — Ta=Gyl4,2) + Go(42).X4- 
+4, К”. Обозначая = 7, X,..., XK 777 wapes 4, /x), 

,An&), NONyWM yee ycraHoRIeHHHii Bu 7s: 

To = w Aa t~--+ Brn An lx). 

To хе справедливо и для функций 72, &>2/2, 4 7, 

Рассмотрим Т,е,3 уравнения системы (4.Т) с матрицей коэбфи- 

циентов (4.2). Отметим, что 2 -я часть тротьего уравнония есть 
линейная комбинация 2 -ых частей первого и второго уравнений 

с коэффициентами &, (Хо, 42,22) a €2 (2, 42,22) ‚а-я 

часть - с коэффициентами © (Хл,4л2;) 6 (5. 4.27;). Как было ус - 
тановлено выше, бу п &. не равны нулю. 

При (2+ О выполняется тождество: 

13/72 = > 7814,7, (4.6)
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Подставляя в (4.6) явный вид функций, чмвем: 

Ч (2) Ау (+) fs eat Yr (4.2)An (x) _ Vr (42) Bale )4e + У» (4,2) буре (x) 

Bi (4,2) Ач) +---+ Чл (42) Ап) 4 (42) В+ st Mm (472) Bin (x) 

Расконвая, получаем: 

(уча Чин) ее) = (ФНЧ У) АьВы 9-0. (4.7) 

Eom. m (am n ) равно эдинице, то из (4.6), (4.7) следует: 

Te “ae = A(4,2). 

    

Рассмотрим соотношение (4.7) для m0 >7 Покажем, что сре- 

ди .П бункций Ay B&4,..., An Bex найдется хотя бы одна, 
нфравная всем остальным. На теряя общности, будем считать, что 
Nm. Рассмотрим различные варианты. 

Т. Пусть ни одна из функций | 6+, ..-, В», не равна ни 

. одной из бункций. Ay,..., A, . 
а A * = Тогда общее число бунвий Дб ( i- 4, К-4... 7) 

равно 7) . Бели среди этих бункций на найдется ни одной, 
отличной от всех других, то все /7.7 функции хотя бы попарно 

- равнин. Ччяело соотношений 4; Ax = A; Rs (mie 2+ чак 
как сунинии А+, ..., М  длНОБНО позавиешен и “+8 по’ той 
та причине) равно 77 /2 пря ПИ -чатном и (р 7) 
при /7П-) -нечатном. 

Отметим, что соотнонения 

А: Вк = А; 88, (® 
me с+и , к+е ‚ являются однородными (степени лва). 

Будем рассматривать эти уравнения как систему относитель- 
но "неизвестных" By, hy В . Чтобы систома имела peneune, 
необходимо, чтобн ранг матолцы коэфбициентов (сункций Ач... 

‚ А» ) был меньше ™ . To ects манимальнов число опрадели- 
теле "т-го порядка, равных нулю, равно:
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A / 
и = ae - m4 — для гп. - четного, 

4 ИИ = mer -™m-+7 — для ™-/) - нечетного. 

То есть на 0 Функций At, Ар наложено // соотношений, 

причем эти соотношения являются токе однородными. Для того, чтобы 

существовало решение, необходимо И/=и . Геля И=п-1 , 

то все функции Ay,...,4, можно выразить через одну. Тогца, 
например, 42= (An) Ho так как соотношения (=) на A447 ==, An , 

— однородны, то и решение является однородной зависимостью. 
Следовательно, < = Т, то есть AizA я ‚ Что на допускает- 

ся. Таким образом, находим, что /И = п-л . Подставляя сюда вн- 

ражение ‚ Получаем: 

PIO меч 2N-4 - для тл - четного, 

Mast 41 = п-4.`° для /п/ - нечетного. 

Wms ~~~ - (ra-2)(n-2)<0 ~ = (en = aarnoe) ; 

(m-2)(n-2) <4 — (mn- нечетное) . 
Решаем первое неравенство: 

mM >2 | Nn <2 

n<2 }) n7e jy, 
Но мы рассматриваем случай 17,7 >1 | To acm 7 = Пе , 

или 4<M<2 , me 070 Е. Такх m,n нет. Оначит, 
тем более не выполняется и второе неравенство. Следовательно, пред- 
полокение о том, что все бункции /: 6 к хотя бы попарно равны, 
неверно. То эсть по крайней мере одна из таких Функций не равна 

остальным. 

Пе теряя общности, предполохим, что эта функция есть +64. 
_ Так как соотношение (4.7) является тохдеством по xX , коэбди- 
циент при /+6. равняется нулю: 

Ча 4 - Чу, = 0,



П. Пусть среди буниций By... Bn эсть 2  бункцин 

(5=таеи ), которые равны каким-то из функций А+ — An» TO 
£ 2. есть | Ск|- В.,..., 6, Д+,..., Аз (%+8=т). 

Тогда среди функций И; бк будут встречаться равные (тох- 

дественно) функции. Нетрудно вицеть, что ‘их число равно $(3-4)/2. 

В этом случае чело неравных бункциа A; 2 к равно:  ЛМ=тл- 

_-4(5+0/2 . воля среди этих функций ue найдется ни одной, не 
равной другим, то все /ЧМ функций А: Вк хотя бы попарно рав- 
ны. Следовательно, минимальное число соотношений на эти /Ч бунк- 

| LHe 
22 
ae ло функций А+... Ил x 6+...) 6». , 49 papayx друг другу, 

ций равно Ц/? при и-чезном п — при М - нечетном. Обчев чнс- 

равно /7+79-8 с. По сообраканиям, приведенным в случае Г, 

должно выполняться неравенство: “V2 < 171+N-2-4 . Подставляя 

а, имеем: 

__ НИЙ en, -*-4. 

После преобразований получаем: | 

2 (n~2)(m-z) = (5-7) (8-4), 

Поскольку {>20 ,‚ то заведомо поллно выполняться неравенство: 
9 Че +480 , wm (4-2)°20 . НО этого не может быть 

зак как (3-2)°20. итак, WpenmowoxeHue o TOM, что сради дункции 

АД; 6к на найдется хотя бы одной, на равной остальным, неверно. 
Не торяя общности, предполохим, что эта бункция есть Ач. . 

аналогично случаю Т снова приходили к соотночению: 

М я - Sy V4 йа О. 

других варчантов в соотношении (4.7)нет. 

используем соотношение и, - fy И/= О для упрощения 

вида системы (4.Г). 

Гарегишем второе уравнение системы (4.Г):
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о тг) = ED [д.9 гад + 

«ЕЯ [4 двд бо we п) ед, 

бод, < EB [eb bua) Ale) + $,(4,2) Anle) |; =O 
<) 

Докажем, что это уравнение эквивалентно системе следующих урав- 

ОР ry, () 4 tld abled Dy (i) folie) « PED y Yo (Ap lx) + (4.8) 
ad pig) « Dg) doe)? ELD) (3) Aplii) =O, 0X; 

The Pa t-+9 3; “-4(4.2) , 4-4 ча). 

Покажем это для случая, когца уравнение (4.5) имеет все различные 

действительные корни И %---, К» * Тогда система функций 4, (x), 

‚ Дь (x) MM@@T BUMS CXPA7X,.--,€xXPAnXK . Рассмотрим. 

2,-..,5 -уравнения системы с матрицей (4.3), Выпинем, например, 

второй столбец: 

= Wy EXP KaX +. “+ Ba exp tn X : 
= - = 

  

97 te lox” Клык ft 4G?” expKnX. 
Рассматривая полученные уравнения, как систему из /) уравнений 

относительно Й неизвестных Ч.ехриих,..., Флехрк» Xx, 

можно разрешить ез относительно этих неизвестных, так как оное- 

делить системы есть определитель Вандермонла , не равный нулю 

при различных И+, ---, Кн . Третий, пятый и шестой столоцы мат- 

рицы (4:3) имеют те хе числовые коэффициенты. В результате полу- 
чим уравиения (4.3). 

Аналогичным образом составим матрицу типа (4.3) для тоетье- 

го уравнения системы (4.Г) с матрицей (4.2). Повторяя все внк-



ладки, получим: 

otis) Fe(i)+ afte) dius (2) Bs) + oft Veli) Bs ke) + OX 

BED ВО О ali) Bele) « LD. ye) Bales), 

  

me $= 4%... » ma pl(yez), Vv=V(42). 
Рассмотрим первое уравнение полученной системы и первоэ уравнение 
из (4.8). Парепишем полученное выше отношение Y, Me-~ 9. и, =@ 
в виде: te = 

Yr = pr 2A (408) 
+ 

Введем Ra POuOHED 2 - 2 (42) так, чтобы 

ЕЕ в + Ala 25 = = -0. 

Тогда вместе. с. “ra pou уравнением системы (4.Г) с матрицей (4.2).. 
‚получим: 

ЭХ: on “0, 

  

o4lce) Ae (i) 4 ИН) 6.) ЗА Lp. HDD ()-0, (4.9) 
ХЕ 

ОА р, [7 2 р), 1), м. 9х: 

Получили систему из трех уравнений, аналогичную системе (3. I), 

соответствующей физической структура ранга "= 4 | 

Как доказано в главе П, операторы такой системы образуют 
‚ трехмерную алгебру Ли (в данном случае - трехмерную подалгесру). 

Аналогичным образом можно показать, что для всех остальных 
случаев (корни уравнения (4.5) - комплексные, 7 -кратнне и т.д.) 
пэрвые тра уравнения системы (4.1) с матрицей (4.2) приводятся 
к виду (4.9).
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Из матрицы (4.2) видно, что для Г,4,5 и 2,4,6 уравнений вн- 

полняется та хе ситуация, что и для Т,е,3 уравнений: ›,-я часть 

одного из них (соответственно - }-я часть) является линейной 

комбинацией с переменными коэбфициентами из 6 -х частей двух дру- 

гих уравнений (соответственно - для в —х частей). 

‚Как и для Т,2,3 уравнений, можно показать, что операторы 

1,4,5 и 2,4,6 уравнений образуют эще две трахмерные подалгебры 

Ли. 

Покажем, что существует эще одна трехмерная подалгебра Ли. 

Как отмечалось в главе П, для того, чтобы система (4.1) с матри- 

цей (4.2) имела решение необходимо, чтобн 

(42-6) (62-&5;) O . 

(Ese -€3]) О (би:-ба; ). =, (2.21) 

O (с;:- 257) | (€e-€63) 

Так как определиталь равен нулю; его строки связаны. линейной 

зависимостью: 

о = 11:2 (ве: «А гв, 
(52-251) = Ла) (Вс - 6; , 

(42-Е; = Д (52) (Ея: - и; ) 

Забиксируем координаты Xx; y- ; 

Tila) (Eti~ C1) + Hels) (Exe-Cz) =O , 

& 

(4,10) 
Esi-Cs =Aq(t)(€22-Ce2), 

bec -Co = Teli) (haz - Ca), 

‚ В (4.10) сделаем замену of >y : 

Ая) (Е41-с:) + A2(@) (Gp -Cs) =O, 
| — (4.тт) 

бт - бе - Arlé) (E25 -Ce) , ‹ 

ее: -Св = А2(4) (6-4).
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Преобразуен 3,5,6 уравнения системы с матрицей (4.2) следующим 

образом. Из третьего уравнения вычтем парвое, умноженное на Сч , 

и второе, умноженное на Co . Из пятого вычтем первов, умно- 

венное на С; ‚и четвертое, умноженное на Cy . Из пестого 

вычтем второе, унзноненное Ha Cs ‚и четвертое, умноденное на 

Ce. 

B силу (4.10), (4.ТТ) получим три уравнения 3,5,6 для кото- 
рых 2-я часть одного является линейной комбинацией Г -ннх 
частай двух других уравнений. То 29 относится их ; -: частям, 
Как было доказано выше, операторы этих уравненый образуют eme 

одну трехмерную подалгебру Ли. 

Итак, установлено, что в шестимерных алгобрах Ли, соотват- 

ствующих физической структуре ранга 2 = 5, имеется четыре трех- 
мерных подалгебры, составленные из операторов следующих групи 

‚ уравнений: (Т,2,3), (1,4,5), (2,4,6), 3,5,6). в дальнейшем штрихи 
опустим. 

§ 4.2. Классийикация нестимерных алгебр Ли 

Как отмечалось, ранг системы (4.Т) равен пяти. Paceuorpzs 
первые пять уравнений. Сода входят лва трэхлэрные подалгебры: 

(ХХ. Х,), (Xa XX Ya. В дальнейшем для упрощения записи будем 
писать вместо Х, —=(1),..., №-—> (8). 

Конечно, модно иселедовать лобные пять уравнений из снотемы 

(4.Г). И в каждой пятарка найдутся две трахмарнна подалгебсн. 

Таких варчантов может быть пасть: 

(1,2,3), (2,1,3), (3,1,2) ;(4,1,5) ,(5,1,4) ,(6,2,4) (4.12) 
(1,4,5) (2,4,6) (3,5,6) `(4,2,6) (5,3,6) (6,3,5) 

Занумеруем все трехмерные подалгебры: 

< =4 —> (42,3); м2 — (1,45); he 3 (2% 6); ha 4 > (356),



д!
 

( 
и 

- OD - 

Обозначим квадратную матрицу третьего порядка, составленную из 

структурных констант с -той трехмерной подалгебри через 

(Ср. 
Будем классифицировать шестимерные алгебры Ли в зависимости 

от рангов двух матонц || См и, a ll Cov ll (<#8). Daeneu odo3- 
начения: ^ - ранг матрицы (с vi $ Ра - ранг матрацы 
Ис Уз. Все возможные вариантн ель значком (Хх) в таб- 

лице Г: 
® 

  

  

    

  

Таблица Т. 

Pe fe 3 = I 0 

3 х — — = 

2 х х = — 

              o | * x Хх x 
(действительно, например, зармант Pp, = 2, Pe = 3 MOMHO не 
рассматривать, так как простым пореобозначением он сводится к 

  

зарганту [и =3; Г =а, п з.д.) По отногенно всех чэны трех 
матриц (С pv ll = © € =1,2,3,4) модно сказать следующее: 
ранг всех четнрех матриц может не совпадать только в одном случае: 

9%-3; fe-2, Ret. ДЛ. 
| (4, By, x не равны 1 друг другу). 

20 всех других случаях хотя бы У двух матриц ранги совпадают. Та- 

ким образом, достаточно рассмотреть только пять вариантов 

трея: ПР Ре: Ш: Pym Pred. 

Us farfe-O > № ЛЬ: В; ДО
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`разны uy (odparuoe Bener x Hotepe para cucrezy (4.1), 

- J - 

Рассмотрим систему (4.Т) с матрицей (4.2). Вб А.Т показано, 
что 2,...,5 уравнения мохно скомбчнировать так, что коэйфициентны 

‚преобразованной системы удовлетворяют соотношениям: 

Ts [Ta = &T3 (872 *A7(4,2); EF = Eile [én te = AalG2), 
Гведем новые переменные: 4 =4 (4,2) и #=27/. % 2) так, чтобы: 

  

Тогда матрица коэффициентов Т,...,5 уравнений системы (4.т) будет 

иметь вид: 

1 о О 4 0 о | 

(5 Bl) О та Bi) O (4.13) 

lew ho O то мо 
Taiz) о Yel?) li) O ча 

9 О чо +0 O YL)         
Составим общую таблицу коэффициентов системы с матрицей (4.13) и 
всех уравнений [Xpu, Xv] Hi)=O для 1,...,5 уравнений системы 
(4.Т) по формуле (3.6) для 2 -ых чавтей уравнений (табл.П) 

~~ oN ‚ (штрихи опустим). Заметим, что 72, 7%, +, не равны нуль; 

Та, (соответственно 44,3; ) не могут быть одновоеменно 

что на 
допускается). 

Рассмотрим вариант ТУ: Pie fpe=O,. Пусть Y= 3; В = 
= 4. Тогда [2,6] =[4,5] = [2,4] =[3,6] =[5,6] =[3,5] = 0. воли, 
например, и J, =0, ro [1,21 = (3,1 =(2,3| = 0. Torna из 

`табл.П находим; и = Ти ==. Отсюда T1= 77 (4%2) » 
Te= Te(42) ‚ Tz= 04,2) ‚ 75-742) - Из [2,4] =0, 

используя табл.П, находим. Т›2 = 0 (так как Tsay = 0). Из 
[3,5] =O: [uz =0. То есть 7. = 72(49) , Ty =Tely) . из 
[2,3] = Ow radu. Il: (7% /Т2 )y= 0. Следовательно, 7/7; = const =Q;> 

Но, как доказано в 9 3.2 это условие приводит к уменьшению ранга



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

    

  

Ft кПа 12х44 + Toate 

    Га к ПЕ Ву а Tax ts ¢ loz % 

  

Ie Ye Ye Ts Tig lt Tah 
  

    -—— ——_- —___ 

вв fox Fo В Е 

lax % +1, 2% Ч Тз - 4. Ty 

      
}   = Ча Ts - Yay Te 

  

таблица 2 

Е BP Pox Sy BP fae wi Ae 
(1) d о о 

(2) Ty To. о 

(3) Is P © — 

(4) Ча O Y2 

| Ys о ", 
[4,2] ~ Tax - Tey О 

[34]. 13x Tax | O 

230i, &- hxh+ 8, he-iggh т, Тик [1 Ра - Ву О 

[+4] -Y x O - tax - 

[5.4] Y'zx O Y4 x 

HST h het kt = O ии 
т
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системы, что не допускается. Итак, показали, что при Pz = Fa =O 

Sy, Bo (ву Ф` не равны друг другу). | 

Если Л=Рь = ›‚ то имеем вариант Ш. Еели Г, =. -2- 

— вариант il. Hem }Р,=Г.=$ ` - вариант Г. Остается всего 

два случая для варланта ТУ. 

г. Ро -Рь-О; Л- 8 (> - лобов); 
2 Ppa Pe=-O 3 Py = 3 ( Pr - любов). 

Исследование будем вести с помощью тождеств Якоби. Обозна- 

UMM: [a,6,c] =[2,LEcl]+[Eloal]+[c, (a,él]=-o. 

При анализе вариантов воспользуемся следующими замечаниями: 

Г. При рассмотрении варианта ТУ было отмечено, что недопусти- 

‘ма следующая ситуация: коэффициенты при af /oy (см.табл.П) в 

коммутаторах bu, 2] [3,11 [2, $/, [2,47 [3,5] равны нулю. 

В общем случае эта ситуация имеет место, если: 

a) 8 (4,213) b [4.21244 (4).з £3.47 = sl); £3 ]- 43 (4): 
C4, 45). 

[24 = 64 (4) + в-)+ 63). (351-4464) + Bele) 
— или и WH 

[2.5 [= Си) 4Co(4) 4G (5) [54] = Си) +6 (4) 169). 

Так хе можно показать, что недопустима ситуация, когца коэффици- 

‘енты при 27/92 _ (см.табл.П) в коммутаторах (nel, LS71, 
Cyst, (241, [5] равны нулю; то есть в общем случае не 

допускается: 

6) (4 4,5) | (1,4 [= 9. (4)°; (51 =@ь (+) , [%57=9 (+); 

(4 2,3) | 7 | А-В) [eT=brlr) Beta) Ble) 
— или и ИЛИ . 

| чес) Св) [язы «С 2). 68 

Подобная ситуация недопустима и для любой пары подалгебр из 

(4.12) для примера приведем подобные соотношения для (3,Т,2),



ah
s 

(3,5,6)3 

a) (3.12) | C3.4]=0<(3) ; (2,37-@2(3); [12] =Q3(3); (3,56) | 

(4.51 = 2 )+6, Ble) [2.6]- &8)- (5-е) 
` ИЛИ и или 

(1.61 =е 69-66) [а51= сч) +55) 66); 
6) 

(3,5,6) 
50} iss]. G4(3) 5 [6,3] = вы [sie]. Qx(3): 

(Si = 646.6, (4-65) Cea T= ls) La) « sls) 
ИЛИ и или 

(52] = С4(3) +654] + (+) [64] = С) * С5(+) + Се (2). 
=. Докахем, что недопустимы также ‘следующие комбинации . 

для подалгебр (Т,2,3) и (Т,4, 5): 

а) (42-4444) .9)+9,(3) 9 [311 = ‚ав 4= 5) 
(2143 = 61(1) + 6 (4) ‹ 6 (5) [3,4] = brl1) 48 (4) 23/5) 
C25] =Cyl1) + C2(4) 4Cs(s) £3,51 =Crlt) +6 (4) +6: (8) | 

) г) | 
° [4,41 = 4,4] +9214) +93(s) лы 97 (1) + 4=(4) + Q3(s) 

(2,41 = 61] +6) + 6, (3) [2.5] = 61(1) +6, (2) + 63 (3) 
(зн =C4(1) + C2 (2) + C3 (2) (C3, 5 | = Ст (1) 4 Co (2)+ G(x), 

rye 4, О; на равны нулю одновременно. 
докажем это на прамере комбинации (а). з табл.П в (2,41, 

[2,5] коэффициенты при Of /ay моют Ban: = /ax 4+ 722 4% =O: 
Tex + 2280. Так как 02, 3 одновременно не равны 

нулю, то 7х +0 (ввиду того, что 72, 74 +0). Если 4-0 
то из коэффициента при 9 4/24 в(а, Als 722=0. Тогда изо 
зторого соотнотения \;=0О . о +7, Uz ‚ как ore 
мечалось выше, одновременно. не могут быть равными нулю. Следо- 
вательно, “Ч , Чу не равны нулю. Ч, Ч anne ne равны



нулю. Следовательно, и 

у 
fh
 

Taz +O 3 To ects: 

4 [bz = Bly = 

Рассмотрим 4,5 уравнения системы (4.Г) с матрицей 

(4.13). Используя ae соотношение, запишем их в виде: 

А (2) ›[2: : 4(2) 22 р А+ 2240 ]-0 

[22 46). 60] [3540.25 4]-0 
„сли квадратныя скобки не равны нулю, то опрэделитель этоЕ cuc— 

i, 
Я 

темы равен нулю. Это значит, что ранг общей системы (4.1) мэнь- 

ше пяти, что не допускается. Следовательно: 

94:4) 

DED vy (2) + ai Hl) 0. 

Но по аксиоме Ш (глава Т) такое уравнение He может иметь места. 

- р " т То есть; комбинация (а) недопустима, То ха относится к (6),(в) 

(г). 

3. Сделаем еще одно замечание на примере подалгебр (Т,2,3) 

(1,4,5). Пусть: 

(2.41= #1(1) +62(4)* 6 3(5) 

(2,5 | =C1(1) 4C2l4) +03 (5) 

Из табл.П имеем: 7х Ф+ 7>2% =0 ; Тьх Ч + lee ei = 0). 

Как показано в замечании 2, определитель =, %,-RY £O 

То есть: — 72х=722=0 . Следовательно, 

Аналогично: 

Ежа] = 4, (+). 

[3.61 - 6(4) + 6214) 48s (5) 
| ——> (31]-4:(3). 

[5.51= С4 (1) + Cz (4) +C3(s) 
| 

$1 [=4:(1 | a 

| 
> [3,.5[=Crl1) Cola) + Cs 65 

£34] = brlt) +bx- (4) + 6x (5) (3.51=Cel4)+Cola) (s) 

То же относится и к любым другим парам из (4.12) То есть спра-



зедливо следующее утверждение: для любой пары из (4.12), если 

коммутаторы одного из операторов подалгебры с двумя операторами 
второй подалгебры зависят только от операторов второй подалгеб- 
ры, то коммутатор того же оператора с третьим оператором второй 
подалгебры такие зависит только от операторов второй подалгебры. 

$ 4.3. Вархантн, приводящие к невнрохденнным решениям 

Исследуем варлант Т (табл.т): Г. Г: = $ . Рассмотрим 
коммутаторы для подалгебр (Т,2,3), (1Т,4,5). Так как Sue Peas 
то легко показать, что коммутаторы, например, для полалгебрны 

3 

(Т,2,3) имеют вид : 

| [421= 4+ (1) + 4» (>) + @; (5) | 

[5+4 =@ч(1} + Qslz2) +020) © (4.14) 
(2, 31-46 G4) +04 (2) 4 G4(3). 

Лля дальнерлего исследования упростим соотношения (4.14), пере- 

ходя к другому базису. В данногл случае в. новом базиса можем 
вводить операторы (.2) = (2) “0. );8) =), но оператор (Т) "сме- 
шивать" нельзя, так как он входит в обе подалгебгы, и, меняя. 
оператор (Т) в первой подалгебре, нарушим структуру второй под 

алгебры. Покашем, что в этом случае воззотны четнре о 
Если в (4.14) @,40O , то переходя к {= (32 оз (2) +3 4" (+) 

получим: [`4,2|= 43(3); [3,1] - 611) b>(2) , [2 37- р и 
Eos Г. +O ›‚ то переходя к (2)=(2)+ $0) ‚ получим: 

[42] = @3(z); [31] b2(=) 5 [2,z]- SO (4.15,a) 

‚Если же 62-0 , 10 переходя к @)=(2)+ #Е- (7) @ +O, rw Ped 3) 
nomyum:  — 

| [13] = a3(3) ; [3,41-6.(+); [2,5 ]- 67 (z), (4.15,6)



| [2 =Ка(3); [3 [= (2) = [4] = ив) [5 = (в); (45148: 

= B= 

Далее, если в (4.14) Я +О =, аналогично можно пока- 

зать, что возможен вариант: 

[421]=к:(); [1,1]-95(8)}; [8,3]= 44 (2), (4.15,в) 

Eel хе в en TA) Q@3=QGs=O ‚то, переходя к 
(5) - (2) + 8205; (#)-С)-8:С) (бнохк7), пода =, 

4.Т5, Сет)» СН: Сы. tele) . 
Других вариантов нет. 

Понятно, что все выкладки, приведенные для подалгебрн 

(1,2,3), справедливы и для подалгебры (1,4,5). 

Сведем полученные результатн в таблицу. 

Таблица 1. 

  
Подалгебра (Т,2,3) Подалгебра (1,4,5) 
  

‘ - т, I. 

Пиз = иж); [+ ии (8); =) СТК) [57-48 } [4.51 ИВ 
  

Я. 2. 

2 Kx(4 4), A= ke(2); [2,3 ]= из (5) [4 = Из (+); [5 [=Ку (+); Lins] ies (5}) 

  

  

3. 3. 
LieFnels); Cafe ии (4); (= 2) | (4 = и (5), [5.1] (4), [4.5 и 4) 

id. AL       
  

Как показано в $ 3.Т, вариант (4) можно привести к варианту 

(I). Но Ky при этом может быть как действительным, так и 

мнимым числом. Для дальнейтих внчислений структура коэбфициента 

безразлична, так что будем рассматривать только (Т),(2) и (3) 

вархантн. 

Ввиду равноправия подалгебр (1,2,3) u (1,4,5) достаточно 

рассмотреть варианты (Т.Т); (1,2); (1.3); (2.2); (2.3); (3.3).



OmefEM, wro Bacau? (3.3) mpmsomurea x варпенту (2.2) заменой: 
(=)<=>(3); (4)<—(5), что не нарушает ни одну из четырех трех- 
мерных подалгеор. 

исолздование BOSMOTHEX варлантов проводится с помощью Tom 

доств Лкоби. Вое гичнполания для ваонанта Г: р = Г» = 3 (on, 

тоол.Г) нолведены в Нснлогении Т. рыитсем воа возносниа KouCI— 

чации комдутанионных соотношении, пруводяцих к невыронланним 

оепениям, для этого варианта. - 

[+ 2 [=k (г ) (4.4 [= K;(4) [2:6 [= Ky К> (2) [36]- Kiko (5) CE. 8) 

(=) [54 =ич(5)  (n6]--vitia2)  (56]=-KiK3(6) 
[2,3 =К5(4) [4 =Кз()  [2и=0 (3.531 =0 

ГиеТ=0: 3 (347+ (6), 9 Casd=(e); 
ima Ki, Ko, Из = Barecrsemme wena. 

La, 2\= Ay = (141). = [26 +0 Г. 7 L3¢J-o 

(341=@)  ([94-@®  [461=0 [56120 (Т.Б) 

[2.5*(3) (4.51-© (244-)-24) [51-0 

[46-о; [251-84 28)-8); C3,4]=-5)-F ele); 

(24 (14-0) и] ео @) (3,6Ts-nls) 

[3.4 =(2  [594=@)  [461:0(4)+(6}  (96= 95) (ИГ. 6) 

[.2.3 1-2)  (45=6)  [241=(2)-@4) = (3,5 T= (6) 

[+61--6)*©; [84]=00)-6©); (2eeT=-n1) +3); 

rma и = Зззцественное число. 

аа {= Ка(57 [441+  (26]=-wela) Ве» = 
Cade (2) CHT) py pp e-usley Ся) (т.о). 
(2.81 = (0) (45Т=из4)  (а.4А- ин) Сав1= (62
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[461= (251 [41-0 | (9) 

me Ky, Ke, Ks - вокественные числа. 
зарпанзеы (ИТ.6),. (НТ.9) сюдно привести к (ПТ.В). 

гасемотрым варнане Tis fae Pe =2 . Пусть “£ =, В=а. 

Знинном коммутаторы для первой н второй подалгеор: 

[и2Т= ач (4) + 4.(2) +98), [14] “реа + в» (4). 68(5), 
[3.4 Т= @ч(4) + 652) +66), [54:64 (4) +64) + ls), 

(2.31 = @»(4) ++ (2) *04(3)  [45Т=в»() +64) +65 [5). 
так как Р.=рР,-2 , чо: 

QA 4 а, Az | 6. 6, Г, : 

д=|Я« Gs Qel=0 3 Ag 6, 65 65 |=0. 
“аз Qe as 6+. bs 63 

Расомотрм первую подалтебру. Tax rar Д.=0, то строчки 
в определлтеле линэМно завысимн. Следоватольно, могно записать: 

C4 [+2] + С> [3,4] + С [2, $1 = 

The (+, С2 ‚ С» - покостренные константы, Ho EEE завные 
нулэ. 

_ Праобразуем последнее соотиогэние. ‘Усть C,#O . тогда: 
[4, с4(2) -© [+ Сь [2.3 =0. Гвадом (2) = €7(2)- C22); 

. _ Ce. _ 
_ [21+ 2 [2,3 -О, пля LZ, C3(3)-Cr#) [=0. 

о Бводя (5) = С (5) -С+(4), получии: [5,5 [=0. В новом casuee 
поммутаторы имеют вид: | | 

[2] + Oylx) + Gele)+ Ge); CE A]- 944) +в) + бе (8). (58-0 
сапишем тоддество Лкоби для опзраторов (Г), (2), (8): 

[42,5]. - Ч [12] * G4 [z,4(=0,
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гинеЧная связь пенду [1,2] п [3,Г[ но модез имоть места, так как 
P= a . To асть а-=ач=0О . опуская SPDOHAT, соязаме 

[4.21 - 41(2)*4.(5) ; [3.1] = 93(2) +94 (5) ; [23$] =0. 

a 

эй отек oer = Е nr * ” — ` чт ee -налоркичныл ооразом, зеля C2 пли Cy па равно нудл, 
оду тациовные зоотносеныя моно ибавости ин к другии вицаме С ® 

[21 =, (4) + а, (8), [3,7]=0; [2,3.Т= 9 (7) +44 (5), 

[ 121-0; [3,4]= G1l1) ¢G2(2): L23]=43(1) + (2), 
ECL@CTECHHO, FTO MoMyTAropy Bropol! подалгобры молно привести к 
таким ке выдам. | 

эти види преобразуются друг в друга при соответствуют па- 
реобозначениях. Выбирая для подалгебры (1,2,3) первый вии, для 
сзороч подалгобры долны расслозроть все трт вала: 

Таблица ТУ. 

  ( bet
 

м
 ‚3) `’  (1)4,5) 

[Неа (а 6» (5); [54 =6,4)+ 2) 
(4.2 = а (2) + а, (3) £451=0 

[14 ]e bl) +Bls); (e4]=0 

[45] =65(1) + 6%(5) 

[2310 Сато; Ге) 
Cas] = slr) + b,l4) 

  

  

  [34 [= G3 (2) + Qy(3) 

  

      
  

wae JHPOCTIM BQ поммутаннонных соочнононяя пля подряребри 
(Т,2,3). 

Зеля 0, =0 , шве: 

[421 = 44(2)+Q2(3)3° [3,77] -O9(3); f2a3l=O (4.13) 

2+, he + О.
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сл Q.2+O , то переходя к оператору (5) = 43 (2) *4+(3), 

слвем: 

[13 Jeers); £3,1] = (3)+GG)> [5,3]=0; 

C4 = G2G2-G1Qyu tO, Cz= Qy-Qr 

ADYIMIX видов нз модат бычь. 

(4.17) 

покошом, что от (4.15) воегна мозно manelivx x (4.97), као 

м8 одного случая. Введем операторн (2)=(2)+0,(5) , (2) = 72 (2) +3) 

me --0,02*0. Тоща (4.17) oper Bun: 

eT. Od -~ 12 (02-144) > ~17Q_4 F2-N1Qe ; [142 | Ипа (2) + aaa (CS 

= _ 22 Qa - Nz (Gy-Ne@e) 1192 414*Q4y-MeGe pea 
[3.4 = 1- П10> 6 1- П4Пь (5); 

. os oe . 

Lee f 5,3 | =(), 

Чтобы перойти к (4.17), пололем  @,-/e (92~N1Qq)=0. 

Отсюда, положив, например, /ч - произвольным, найем 7. . 

злинсевенный случай, когца нельзя это слелазь: Go=GrtGy =O .« 

Действительно, в этом случая uveem: 0. (1-2 Пг)=О. 

9. +0 — (1.к. Л =2), следовательно 14-17/2=0 , 
что на подцускаатся ввиду извнроджиенностя заэны базиса. росло 

оз (1.17) про Й.=4 194 =О ; 

[+31-492(=)5 [В4Т- (=) -24,(=); (2,31-0, 
Dane oneparon = (3) = Q4(3)- (3) : 

Ге21= 44 (=) + 4+(2)) Гя.4]--44(=), [3,3]-0 

10 есть подучаем частным случай соочносэний (4.15). 

таким образом, доказано, что коммутаторы подалгебры (Т,2,3) 

юсно HEmect 2 Bay: 

[4.2] = Qele)+Qel3)i 0341-043); L23]-O. 
m 

Tot нак  9.+0 , то, переходя (= (0/9, , пивом:



[9.2 [= (2) и1(8); Cxt]=%2(3); [23]-0 
лналогичные рассуядоныя можно провести н пля подалгеорны (1,4,5) 

сапишем таблицу возможных вармантов. | 

таблица У. 

  

  

  

          

_(1,2,3) | (1,4,5) BAD, 

C2]= (24K, (s) [4.4 = зв) (5); [54 +6565); 8-0! т 

4 -кь (3) |[ьч=Кз@) +4 ($); [5 =0, ФЕ = ve (s)| 2 

[23-0 [14 ]=0; [5 =) ки): [as ks (4) : 

  

ссследованле зарлаитов из таблины У vars ведется с исмолью 
оцаств акоби. Приведем оксичательные результати. Еля ва зрианта, 

4 

be
l 

tJ
 

ty
) "моются два набора коммутанионных состнотеннй, проводягых к у 

новнрожденному регэйшо,: 

(21-2) (4, 4 [-K (4) [2.61 nle) (3.6 [=-xm(s) 

Catl=KG) (5/15)  [4eJ=Kml) [5 s-nls) ., 2 
[25 [=0 [ч.5] 20 [2,4] =0 (351-0 

[n6l=O > Cast=ml) el);  £3,4T=nlr) +), 
т И, M,N = congevcemuo од 

[21 = [2)*(5)  [+ч]-- + Bis. ‘(2 [3,6]=-@) 

[5 =-09 [541 :1(5) [46] = [s6]= (5) (4.19) 
L2.31=0 Cass O [2 4[=(6) [55]=0 

[ne]-0; [asT=-p+le); [347+ -lé), 

для варчантов 2 ы 3 из хаблицы У таких оенений нет.
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гналогичное исследование варлантов: 

ПЕ рерь-Чу Д-р, р.-2, Ч: R-0- 
— покознвает, что для них но супествуат комбинаций коммутаннон- 
ных соотномений, приводяск к невнырохденным решениям 

й 
\ 

таким образом, воо варсанан из теблииы Т васомозрзни. UPRICT- 
вует всого тэсть варшантов, удовлатворяюсих требованиям, угазан- 
ным в постановке задачи: (11.8), (1.5), (11.6), (11.9), 

(4.13), (4.19). 

u
t
e
 

э
х
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ТЛАВА У. ТРЕХМЕРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

Можно считать, что теория пространств постоянной кривизны 

возникла в начале 19 века с открытием неевклидовой геометрии 
(Гаусс, Лобачевский, Бойяи). В середине 19 века Риман заложил 

основы рилановой геометрии и построил римановы метрики постоян- 

ной кривизны. В 1891 году вышла книга Киллинга, в которой изуча- 

лись рилановы многообразия произвольной размерности и любой noc 

тоянной кривизны. Им бнла обормулирована "проблема Клибфорда- 

Клейна о сферических пространственных бормах". Открытие Эйнштей- 

ном общей теории относительности усилило интерес к решению этой 
задачи (модели Бьянки для трехмерных геометрий). Э.Картан зало- 
хил основы теории симметрических пространств. Классификацией 

пространств постоянной кривизны и симметрических пространств за- 

нимались Зейферт, Л.Бибербах, Ля.Вольф, С.Хелгассон[98,99] и. 
другие. В последнее время усилился интерес к трехмерным геометри- 

ям, благодаря работам У.Терстона [100]. 
ilOZHO выделить три различных подхода к геометрии и к клас- 

сификации различных пространств. При первом, классическом под- 

ходе (по Евклилу) расслатриваются только точки, прямые, соотноше- 
Hid инцидентности, углы и плинн [: ОГ] . Второй подход доставля- 
эт дибберенциальная геометрия, при этом геометрия восстанавлива- 

ется по оизановой метрике. При третьем подходе, сформулированном 

Клейном, просто задаются мнохество Xx й действующая на нем группа 

G и, говоря о reouerpum napy (X,(5), m1eor ввиду свойства 

мнохества Х ‚ инвариантные относительно действия группы 6. 

Теория физических структур дает еще один подход к понятию 
геометрии. Вместо провозглашенной Клейном группы преобразований 

Т2С выделяет в качестве уняверсального свойства всех геометрий 

феноменологическую силметрию (см. введение). Тип Физической
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структуры определяет соответствующие ему геометрии и позволяет 

найти конечное число соответствующих "метрик”" в явном виде. При- 

_ чем "метрика" - это просто отображение XxX К (со свойст- 

вом непрерывности) без каких-бн то ни было дополнительных огра- 

ничений, свойственных стандартной билинецной форме [ 93, с.52 |. 

В главе ТУ показано, что существует всего шесть вариантов 

коммутационных соотношений для шестимерных алгебр Ли, удовлетво- 

ряющих условию задачи. В этой главе найдем явный вид решений 

системы (4.1) с матрицей коэффициентов (4.13) для кахлого peue— 

ния. 

9 5. хмерные пространства постоянной кривизнн и 
_нечетномерное "симплектическое" пространство 

Рассмотрим соотношения (Ш.8). Напомним, что К может быть 

как вещественным, так и чисто мнимым числом ($.3.Г). Запипем K, 
B Bute: K+= Ук | ‚ где К4 - уже вещественное число. Пере- 

пишем соотношения (4.15) (штрихи спустил): 

[г-Ук @ [4-е ) LaeTsuela) — @-кь() 
(sieves)  [54=Ла(®) [41-8 @) [5.61=46®) (5.1) 

[2 -к. (4)  (а5Т=@) [Ро [3510 
(4,6]-0 ; [3,4] (Е) + [2,5 1= (6); 

rie ИК«, К› ‚ Кз - вещественные числа. 

Система (4.1) с матрицей (4.13) состоит из уравнений, операторн 

которых образуют две трехмерные подалгебры с когллутационными со- 

отношениями точно такого же вида, как и в двумерном случае 

(3.4), - подалгебры (1,2,3), (1,4,5). Используя соотнопения (5.1) 

и таблицу П, найдем явный вид коэффициентов из матрицы (4.13): 

Та яма (ч)ехр (иг) ; T3= U3 (4,2) exp WKiX } 
T2 =U, (4.2) exp (их). Ty = Ba (4,2) expiky X ]



af
i 

4 = Mal 2)ехр(-Ич x); Ч; = в (чз) ехрикых ; 

Ч, - м (3) хр СЛ); Yu = мн [чер Х. 

Как и в двумерном случае находим интегралы первого уравнения, 
вводим переменное °/=Х:-Ху’ и, подставляя явный вид коэффи- 
циентов, после преобразований получим систему: 

2 (i, exp) -fyl+2 af U5 exp(- uke 5) «22 of 54, 324 =D 

aoe Jai + BE By; expiicad« BE af оч: 94 = 0. 
J 

(5.2) 

SF ое [карб м +2: мыекрё еи- -0. 

af [ sv exo lee ay] Bt Jac exp d +2 о Maj = 0. 

Система (5.2) состоит из двух подсистем вида (3.9) в дву- 

мерном случае. Разрешая первые два уравнения относительно oth 29, 
ot Oy; ‚ а третье и четвертое — относительно 24/22: , ot/pz,, 
получти систему, состоящую из лвух подсистем вида (3. 12) в дву- 

мерном случае. В Праложении П лано полное решение системн (5.2). 

Оно имеет влд: 

fee 26,%3, 4,2) =X [¥ Ca, 45,26, hy a) { ‚ где 
К - произвольная функция одного аргумента, а Е интег- 

рал системы (5.2): 

2 

ЕО Е [в 4 hls ch Е-К) - 
Pale: shied; | shila: thls aj» (89) 

И-, Кг,Из- вещественные числа.
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В зависимости от знака Ki, И.,Къ из общего решения (5.3) 

можно выписать всего четыре независимых решения, соответствующие 

пространствам постоянной кривизны. Будем указывать соответствую- 

щую трехмерную "сферу": 
_ 2? 72 р ХЕ -, и И <О; 

Wij) = COS Zz- Cok Z; [Со Ч: ‹Со4 Ч; Со (Х-Ж:) + 

74609: |3 kine Sinz; + 

2) Vig 4 E74. Кл, К <О , Из >О ; 

Wei) = chee chez [cosye cosy, cosbce-Xp) + 

# Sing: .senug | - ches Ра: ; 
р ов = 

3). ча-Е-22=1; K1z0 , Ke kKy>O 5 (5.4) 

Wij) = che: he; L chy; ch y-Co8 (x. -¥;) - 

- §hgs-ehys J = hz: hz; . 

и? -2 : . 
В -Е =, M4, Ke, Kz >O ; 

LLU: « Hii) = chai clz [свч AY, Ch (%:-X;) - 

~ SHY. chy: [- shee they. 

Рассмотрим соотношения (ПТ.б), Как указано в $ 4.3 перехо- 

дом к другому базису их можно привести к соотношениям (ПГ.3). Ho 

соотношения (11.5) представляют самостоятельный интерес: анало- 

гично двумерному случаю, решая систему (4. I) с коммутаторами 

(1.6), молно получить другой вид метрики пространств постоянной 

хрЯвВИЗНЫ, ЯВЛЯЮЩИЙСЯ обобщением модели Клейна для плоскости Лоба- 

чевского в двумерном случае. Не приводя подробных выкладок, зацпи-
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шем полный интеграл системы (4.1) с коммутаторами (ПГ.6); 

‘i .. 2 

Wij _ (Ех: + Из (4-94) + W2(Zi- 27) 
(21) Ire, (5.5) 

где K,,K2 — вещественные числа. 

Рассмотрим коммутационные соотношения (Ш.5); 

[4+2=® [44]=4)  [acl=o о [6+0 
[3,4 =(2)  [54=4  [461=0 [56]-O (5.6) 
(ose) Cast  [24Д=26)-84) (3,5]=0 

(4+6[=0; [1,4]=-Е(3)- = ($) * (6); Са 51-8). 2$) (6) 
Решаем систему (4.1) с матрицей (4.13). Используя (5.6) и табли- 

цу П, найдем явный вид коэффициентов из матрицы (4.13); 

х в 
Ta=-xtBq; ВЕ-ЕХ ++ 43; Ye-xa fy: = хм Му 

2 = и.” 7 Fy = 2X + би > Е ¢ ч. = М>, - & WY =flaXxt May 

гле (Ц... -,ч, Мн. - о - функции от переменных 4,2. 

Как ив $ 5.1 находим НЕВЕ первого уравнения, вводим пере- 

менную O=Xi-X; и подставляем явный вид коэффициентов 7“+,-.., 74, 

лы 4 . Далее, 23 второго уравнения вычтем первое, улнолен- 

ное на Х;, а из четвертого вычтем третье, умноженное на ae 

Получим систему: 

Зови. BE uy: «BE 8-0, 

af +4: 9+ Чу) + 2 (цы 9+ Фи: + pe uy =O =). 

af (- Vt Мн: =fuaj) + + DE мн 2 Hej =O, 

  

2 fe (<3 U Ui V+ Msi a, ) 29 (foc 5+ Mas ) 24 Je; =O,
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Разрешим первое и второе уравнение относительно af, 104: И at; И. lrg 

а третье и четвертое относительно. 91/22; > d¢/oz; : 

5: be. vile Sea), эр. 
  

  

  

  

Bo" ~ Uri И +61: - 641 94:20 

ы : (-“ „1 “By 2-61: «Ат -Л 2) 52. 
Gat Gay 17+ 642 - Org OY МЫ 

of (Mey «2 4 , -tyt берет Лав | + ot. 

М2: 7+ 622 -62] Dei O; | 

> he A, 289" VG se +Aes- dai ). ato 
55 4 "fed 7 + 652-624 Dey” О; 

где 

Ae =6з- 914% /42)) Аг = ИИ 5 

(G4 = Bufo ; -  б2= И. 

Переходя к переменной (/=2)*61:-61/ и используя комлу- 

тационные соотношения (5.6), можно перейти к системе: 

Ч р. 
оц eer 94: ыы) 

  

Решая первые два уравнения, найдем их общие интегралы. Возылем 

эти интегралы за новые переменные и проведем замену в третьем 

И р уравнениях. a систему: 

й Е (9.-6 Go/2z) | -4 DE и. (20). О, 

2 [4+6 65] ори :(22)=0.
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Решая ее, окончательно получаем: 

Wiz) = (kt Xe) a Y +2 2-FZy, (5.8) 

Полное решение системы (5.7) приведено в Приложении Ш. 

Эта метрика моет быть использована при построении термо- 

динамики равновесных процессов, которая моет рассматриваться 

как феноменологическая теория (at, с.49; 62 , в.144], 

$ 5.2. Трехмернне евклядово и псевдоевклиловн 

пространства 

Рассмотрим соотношения (11.9). Отметим, что коэбфициенты 

Кч,И>,Кз входят соверленно симметричным образом. Если принять 

один из коэбфициентов равным нулю, то ни одна из аксиом В усло- 

вии задачи не будет нарушена. Пусть И+ = 0. Тогда имеем: — 

[0 (39-0 [261-4) [зы 
[3.4]: (=) [941= 8) [4,6 ]= Ws (2) [5.6 =Кз(5) 

2.5=Кг4) (4) [241-0 [357 6) 

[nel (25]= (541-0, ee 
FEO Kz, Ks #0, о 
Решаем систему (4.1) с матрицей коэббициентов (4.13) и с комму- 

таторами (5.9). Пользуясь таблицей Пи (5.9) найдем явный вид 

коэбфициентов  Т+.-., Ф4 : | 

Г4 = 44 (4.2); ЕЦ Х+6:, Чья), Чех М, 
(5.10) 

Tet Sa l4i2); Tae Ча; яме АР); Чеха. 

Найдем интегралы первого уравнения. Введем переменную v=Xi-K,; 

Проведем замену переменных в остальных уравнениях системы (4,1) 

и подставим явный вид коэффициентов Я ww wy Ya. Разрешим вто- 

рое и третье уравнения относительно of [04:3 ot 24 ‚а
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четвертое и пятое относительно of 92: ;97 78 2; . Получим сис- 

тему: 

at [ 8 Asi -Ate ee ot 9 

92642-61 OY; 0; 

of UE a , Ati = Are | _ 22.0) | (5.11) 

oy Ба," ба ОЧ; 2 ` 

ot Me. » Jet dei 22.) 
wv fa’ * Tyee“ Gz | 972 

  

of hte, 12-124 |-2 “0: 
DV pes 771 +62:-б2 Be 2 

где A1°43- 44 (Ч; ds “M3 ~ маи из C4 = Gu/b2; 0: = ии. 

‚ Равпишем некоторые колдутаторы из (5.9): 

вк: 8 Big Gye By Yat he 
eels 

- Bide + Bay Bu ~ Buy So =O (5.12) 

[4.5 [= Кз (4): fe + fa Ma ~ ft3z fue = Kes 

7 ММ» + Maz fla - /Ич2/42 =0 

‘[aul=o Sty Sa + Biz Ma= O; 322 = [M247 O 

[s4\-o: a Ma - (tay Sa +822 Me =O; Bry * Baz 2=O 

[251-0 : ~ fa $4 > Mayo + Biz My =O}; 244 + Мау Ч, =О 

Как и в предыдущих случаях в системе (5.11) введем переменную 

_ ot - + Bet Г i = ’ | Sy [ М И = D - [ Ba" dy; igo dy, (Pele; +{ Pela; 3 < --((G)der 4 

Используя (2,41=0, somo noxasams, wo} P= PZ): Gye 24) M. 

Переходя к переменным 4 = (9-44 и 2 - (1:92 ‚ ‚ получим:
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oF ДЕ чз + 22.0 DU (6-4): - (6444.44); "92а; С) 
af А: - Aad 22.0, (5.12) 
OU Ut (б4+4+4, - (64+44 +4); 24; , 

ot Aoi Az; . ot =f), 

DU HU +(C24+hth)i-~(Gr+G+h)y "OF, OY: 
at. Azi -~Aog 

_ 9 _ О: Oy U-+ (++) - (92+ +4): э2; -› 

где Ча = (x, Gately т Ps = [9 С2)е[з. 

Ач = = Цзи - Ча Ча, - -Ч+ (4/6). Используя [251- и» (), получим 
A-+ty =-Ke2 (2:)ч $ отсюда: A, real [в 

Wee $, =? де - м Используя [2,4 ]=0, /54]=0, получаем: 

5=(2)-0. to воть Да-а 4 С. yg Mea Mie Hale ~/« (Mfr) 
Используя [4,51- Из (4), получаем: 9 ea=-K: ms (z) Отоида: 

15 =-2 +h (4) ‚ где z= fms! (z)2 deg? hy (4) Зву ия 
— Мин (Мг. Используя [2,4J=0 ‚ (`25]=0 , получим: 
4 (8)=0. То есть: Д›=-Ю2+6> . 

Рассмотрим Or= Bu /8, и. $ == Ma [Me . Ory = (+. - = 

(дв [2.312 (49). Зьч = (меч анны =- ба [2571-0 ). 
То есть Giy=Goy. 
Так не чз = (44/42 = Миг /Ц = Зина (из [54[=0 ). 

бог = (че) НИМ» (as [451*45(1) ). То есть 
G12= Gs2 . Следовательно: Se=64 +44 , pe Gzrzcenst , 

Рассмотрим выражение 04+ Y,+Y4 =Uu/fo~ | Ч. ТА ‘ol 4 + [ Pleclz, 
Продийференцируем по 6: (44/4). +4./»=0 + (us [2.3[=8(4)).. 
Продийференцируем uo Z : (Gu/h2)z + {(4:/B)edy +P = Sua/p «Melis 
‘(as [341-0). то есть 9 G++44+%=(,. Следовательно, 

bo, 44444, = Q1it Ge. 

- Подставляя полученные результаты в (5.12), имеем:
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DF. Ke(Gi-Ts) _ ¢ py 
и оц a 94: 

9 Ke (Gi- Gy) о. ‚о Dy ay led 
of K3 (2-25) _ d£.0, 
OY “fT Li "В 2 

Of, Ks (2-2) , 2? .—9 
Du LL. 21 

Решаем первое уравнение методом характеристик. Ero интеграл: 
Н.К (8:-0;)*- С о. Введем переменные Р.-(; ; Ри =С . Тогда 
первое уравнение дает Ot/2Po =О , второе: ФЕ /2 G-=O. 

Третье и четвертое: 

Е ок, (55. ap, 243 (82-85) - 5,20 ; 

| а 

Решаем первое: Л +Кз(2:-2;)=с . Вводил переменное 04-0. 

Тогда последнее уравнение дает a7 (094 re Следовательно, 
интеграл всей системы: 

Cl = Petts (%:-%)* 

Вернемся к переменным \., Gey Sz XH, GF, ES 2 

с; _ > +> ,2 = == — ,2 — уе # = (Х:-Х:) «д (42-41) + Ws (F:-%) (5.14). 

При > К; >О0 ‚ иеем метрику евклидовой плоскости: в остальных 
случаях - метрики псевдоевклидовых плоскостей, 

  

$ 5.3. Трехмерные "экзотические" пространства, 

_ Рассмотрим коммутационные соотношения (4.Т8): 

[4,2] (2) [и ка) Celent2)  Гяв1Т--ивиз) 
[3.Д=кб) (5.4]= 6) [м6] ит(и) [5.6 1=-7п (5) 

C231-O Cas Jeo [241-0 (3,51=0 (5.15)
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[161=0; [25] =тН)+ (6); [341-nl4) +6) : 

где 4,m,n - вещественные числа. 

Решаем систему (4.1) с матрицей (4.13). Найдем явный вид коэф- 
фициентов, входящих в (4.13). Из (5.15) и таблицы П получаем: 

# 

Tay =-Ts ; T3x = KTR ; Yay =-K by; Че = fy + 

Tex =-Te! Tax =K Te; Pay =-K Yo5, tay = Vy, 

Отсюда: 

Ty = 4 ехр(-х) Ч“ = Мчехр (-кх)› 

г =Ч2 ехр(-х); Yo = мьехр Ск; 

Tz = Мзехрих ; Ч’; = Мзехрх, 

a | Ла = By expKkx;, © > Чиа = Мчехрх; 
PRE. K4,..., Bu, yy...) fy - Функции от Ч, Е, 

Каки в предндущих- случаях решаем первое уравнение системн 

‚ (4.1), вводим переменное ^)= Х:-Х; и подставляем ЯВНЫЙ ВИД 
коэффициентов в уравнения cuctemy (4.1). Разрешив второе и 

‚ третье уравнения относительно 21/24; , 0f/2 4; , а четвертое 
и пятое относительно 34/22: , 21/22; ‚ после преобразований 
получим: 

Bas, 7... Aig - Are ехрк Л | ot _ 
"4. : @:;ехр(-9 я) — ба ехрику | 

of (di, 4, Kuz expe S-Tyexpcv) 1.26 
92° 44 Say ехрС У) - 6+: ехрих ay, О; 

3: №. 4 Азер и-0 - До expec 1.2 wat -0. (5.49 
Pot Мга Sejexp(-v) - 63 exP KY | 

BE My. 4 Rez - dag exp (- v7) 
jeg SapevaC-v) - Sar exouy ue О;
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где ic =Цз- Чи (6 > } Az = [Mg fuga [pr , 

©. = 4. /4.; бы = Mu [fe . 

Перейдем к переменной 7 = 7) - fl 6/42) col 4 * (ча) `с4;. Рассмотрим 
третье уравнение в (5.16) после замены: 

9 _ 4 т | A2g exp (K-1)V - Kae Exp Kd 2 ot p 

Ke ‚а и G2jexP(-V) - 2; expuy Oz С 

Используя [24]=[35]|=0 ‚ можно показать, что выражение в 

квадратных скобках зависит только от переменной Е:;. Обозначим 

_ это вырачение: 

Pla=- [ (gale * 

Введем переменное | ч=а - (een р + f[: Pz; el Zp = 

Ue (Werte + (et) Y= (Sodas wu: (P@dz, 
После преобразований получим: 

  

06 ехр(и +4): Ag = ded EXP KY _ Dt. 

  

  

  

ou $2 бчрехр(-4) -бчехрки 2% 

ot ехр (4+4); ,_Лчё ехр(к-)М - Дигехреа) р (бы 
04 $2: Oy; exP(-u) - 64: exPK UY "оч: - 0; Sei) 

a ехрк (4+4): A>j expl(K-1)y -daiexpKy +2f .¢, 

OU See Gaj ехр(-и) — Gaz exP Ku er 

9 ехрк (4+4): Aoi ~rlej exp (-4¢) + of. О. 

OU М 62; ехрС-и) -6+: ерки 2; “,› 

THe |. Ач = Aa ехр к (4+4); Я2=Лзехр (4+4), 

\ о с ехр((ч+ю (4 +1, | 2 = 62 exp [4+ (+,
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Используя [(2,4]=(35[=O ип таблицу П, можно показать, что: 
3 exe(Wt4,)=¥( 4) 3 De exp k (Yr) = У(2) . Используя 
[2.51 = [ч,.5=О и таблицу П, можно показать, что: 

А,= Ди); о [ве + (2; 
Аэ= > (9) р = - KAz(4) (5(2) «(2 (4), 

С помощью коммутаторов м ‚ [3,51 , [3,4] , [2,5] доказы- 
вается, что Кбч-С. , Подставив в это соотношение буи 0% из 
(5.18), найдем: 

Ач = 6 (9(2) (2+. (2) =-с» КУ) ое #4 [К 

we b (xldely+ css В (4) =-кез (бац + tat 

(5.18) 

> a
 

rue 6,c+, Ce,t, - вещественные числа. 
Hlepelines x mepemenuuma  Y = J>( y) 3 “ед «(. 2). Тогда сис- 

_ тема (5.17) запишется в виде: 

  

  

ot -Z:expKy 4 ot 9 
Ou | expe u) -Giexpy = 04¢ 

7 af | Ерехрие-е)щ - Е.ехрёч) a, a (5.19) 

с ехр(-ч) -б: ехркч corr , 

ot Чгехр(к-дч - 1; ехр ки , at 29 
OY GF ехр(-ч) -0; ехркч ‘922 0; 

эй: -чгехр(-и) 22-0. a 6 _ =, 7 92; 2 94 Ss exPl-u) -TrexpKy ¢ 

rie G>T - (2G + do) ; to =01Ca + EEK, 

Для первого и третьего уравнения составим уравнение | 
[Хе Х- № 4С=0 . Используя (3.6), получим: (u-) lo =0, 

Возможны два случая: 

I) KK # Ls to= 0; 2) К = iy to# 0.
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Случай КИТ, №= 0. 

Решаем первое уравнение системы (5.19). Запишем уравнение 

характеристик: 

44: _ Воехркч с _ 2.4) ехрСч)_ 
au ~ 2 -Reyvpky ~* Zp -ZiexpKuy 

Это — линейное уравнение. Его решение: 

— а. 
C Е [8; exp(-u) - ЧЕ [ [2 -2; ехркч | в. (5.20) 

Подставляя полученное решение в остальные уравнения системы 

(5.9), убеждаемся, что (5.20) является интегралом всей системы, 

Переходя к переменным YX; Ч, 22, Ху Чи Е, ‚ получим: 

re) 4A A A г Щщл 1 

где х= exp Cx) ; -ц= | exXpx > = Zexpx > X-= x- (4 BY 

Это решение является обобщением двумерного решения (3.19), из- 

вестного как метрика, двумерного симплицлального пространства, 

Случай К=Т; to #0. 

Решая систему (5.19) методом характеристик, получим интег- 

pads 

whe Hi) j= Ga) (#e- Zi) + Lolxr-x)~ 
KE xy (5.22) 

это решение можно привести к виду (5.5). 

Перепишем соотношения (4.19). 

Cael- (240s), [ih 4: me [2.6]: -(>) [3,6]=-G) 
(0 =-@®  ([9=( Gnd [99-© (5423) 
2. = о ет (21-6) [з51-0 

[116=0; [25]=-® + (6); Гжч1= @) - (6).
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Решаем систему (4.1) с матрицей (4.13). Пользуясь (5.23) и таб- 
ллцей П, найдем явный вид Ty)... Y, Ф 

@ 

— 

- Tax =Tat 34 IBKE~Fe 5 — Yay - Yat Ks о Wey = be / 

-Т2Х = Т2+ 14;  14х=-1ч, — Чх=-ф +, Pune Ve, 

Отсюда получаем: 

Та = (-зХ+44) exp(-~), Те = Beexp(-x); 
Tz = (- Bak + Gz) exp ex) ; Ty = By exp (x); 
и = (~usx+pr) eX PX > Wee MrexPX,; 

‚ =(- Мчх+Мь) ехрх; Фи = Мчехрх} 
где нь, Kay U4. ,Mq SaBHCHT OF Z- 4, 

Как и в предыдущих вариантах, решаем первое уравнение системы 
(4.1), вводим переменное '/=Х:г-Х„ и подставляем явный вид 
коэффициентов. Разрешая второе и третье уравнение системы. (4, I) 

` относительно Ч: И. of (ou, а четвертое и пятое OTHOCH- 
тельно 22/07: и 22/02, ‚ получаем: 

и Bs _ ft. А - Aaj exp v_ 22.0 
  

  

  

  

И Е 24: > О, 

| af Ati Ai xpS _ 2.0). (5.24) 
95 ged ‘ay 7 -$42+84. Oy; “2 

2 J. Asi = dei exely)] ,2f _p, 
oo © Mui U~Se2it+Te¢ 9%: “) 

of (4 dee Aecexp ae Т- at 
Ov as “Mag И бы: «ты: 32: 

где А+ = Ч - Ч. / Щи } Аа мера ДМ ; 

= We |Buy 7 . Se SMe [fy . 

Перейдем к переменн09й = 2) - Г Рец: (2: Ч щения 

третье уравнение в (5.24). после замены:
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HIT (8 5) ‚а t hei - дерекр (4-4: +4) 4 * pa ’| ~ Ma Gq —-(G2-4)i + (G2-%)j «2. 

где Ч = (Ч: наЧ. 
Используя [3,5 [=0, можно показать, что выражение в квадрат- 

ных скобках зависит только от 2: ; 

"Зы Qi + fi = 9(2:) . Введем переменное 

7 - (Pleddei « (Plz) des = 9-(4 +): + (4+); , 

где бары После преобразований система (5.24) примет 

Вид: : 

  

Of exp (4+): Ate - Л: exp - 21.0 
  

  

OX Ци: = +6: бр ON О, 

= ot . exp (ey Ал; - - Ачё хр (- «) _ ato ; “> (5.25) 

sts Ou=. чё s.. М ебчЕ-® 04 0; 

34 . ХР tee) __Aee = Aej expla) _ 2.0 
pe 

qu Mac. U+ Gat -T2g 927° 0} 

ot exp (-t4-4)i 42+ - Asiexpy _ of. =0. 
Ou МН: И+3Зь: - бу DEE 2 

где 44 =Ач ехр(-44); А:=Ае ехрф, ; 6. = - S44 Hts = Fe Ue 

Используя [3,5], (3,41, (2,51, [2,4], momo noxasars, uro: 

4 ехр(4+ +) - 504); purtexpluy-t)Vie), Crea. 
Используя  (2.51-[4.5]=О, можно показать, что: 1,-1+(z) 

o=Ae(y) « 

Переходя к переменным Ч- r+ (ul luo, = = (д, перепишем 

‘ 

_ 2 4-28) - д.2 ехвч - 22.0. 
OY U+O4¢-Or9 94: 

of А: (2) -4 (2) екрба) 2# 20 
и М +9 47-91: о а:
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af 1292) - Авг) ехрбч) af, 
  

  

Ч Оч: -М та Or О; 

ot А2(9+) -Аг(ч:)ехри ~2# 27 

Ou UF+O4¢ -Gag “Фе О. 

Для первого и третьего уравнения составим уравнение LX, Е 4)=0. 
Используя (3.6), найдем: 

11 (=) =; Л-(4)=а,;: Oy=-QF 49,0 49% 

гле 4+, 9=4,- вещественные числа, | 
“we = —^. — 

Перейдем к переменным 2--4,2 ;04-0.4 и вычтем из пер- 
вого четвертое уравнение, а из второго - третье: 

of -+ oe = 0: 
95: 728; 

of. t= exp U af 

04 4+(442/:-(448); 94:9, 

of __ t#-exp(—q) - 22.9 
OU UF GB)P- (G36 OG; 

Решая полученную систему гетодом характеристик, получим: 

  

A A. AA AA | Уре dees = Bde Ys 
Xi“ XY 

Это ренение обобщает двумерное решение (Зь ЗЕ). 
В этой главе найдены все возможные трехмерные пространства 

в ражах теории Физических структур. Решения (5.3), (5.4), (5. 5) 
описывают пространства. постоянной кривизны, (5.8) - нечетномер- 
ное "силилектическое” пространство, (5. 14) - евклидово и псевдо- 
евклидовы пространства, (5.21), (5.26) - "экзотические" трехиер- 
ные пространства. Oreyr tray ier (ив ФГ] 

(В. Lt) = бу их елью ah = Lee - . 8 

(hi, a) = Wp Pra <5 Hee С Ах Let К: i ,
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ГЛАВА УТ. ЧЕТЫРЕХМЕРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА. 

Создание специальной теории относительности и теории тяго- 

тения значительно усилило интерес. к четырехмерным пространствам, 

Пространство и время оказались объединенными в единое 4- мерное 

ногообразие цинковского. Проблема истанной размерности простран- 

ства - времени всегда занимала и занимает физиков, математиков, 

философов. [97]. 

бизический подход к этой проблеме заключается в 204, ЧТО 

классическое пространство соответствует отночениям лехду макро- 

скопическими объектами. Но эти отношения справедливы толко в 
пределах ограниченного масштаба. Современная бизика, достигла зна- 

чительных успехов в изучении свойств материи как в малых масшта- 

бах (в лликромире), так и в-болыших (в космологии). Вокрнты более 
глубокие и Фундаментальные свойства мира, и для их описания вво- 

_ дятся понятия, отличные от классических. 

Сейчас в теоретической бизике поставлен вопрос о создании 
теории, в основу которой были OH положены некие довольно абстра- 
ктные закономерности. В такой теории классические пространствен- 

но-временние представления не доляны быть залоченн с сазлого пача- 
на, а доллни возникать на определенном этаце развития теорий как 

нечто вторичное. 

Еще Б.Рилан ставил вопрос "о внутренней причине возникнове- 

ния метрических озношений в пространстве". Он подчеркивал, что 

подобные вопросы долины решаться с помощью физики. Э.Мах настаи- 
вал на том, что "вое геоцетрическле определения шлеют значение, 

относительное к масштабу". Имеется достаточное количество работ 
д других Слзиков, исследовавших обусловленность геометрических 

представлений Сизическили закономерностям в разных масштабах ор- 
ганизации гатерии.
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Одним из возможных путей в этом направлении является тео- 

рия бизических структур, разрабатываемая Ю.И.Кулаковым, Г.Г. Ми- 

хайличенко, Ю.С.Владилировым и другими. Метрика пространства не 

постулируется, a выводится из более общего предположения о су- 
цествовании принцина беноменологической симметрии (си. введение, 
глава 1). Отметим, что точно. такой хе нодход оказывается приме- 

Ним не только к геометрии, но и ко всем физическим теориям фено- 
менологического типа. | 

Общий подход к исследованию физических структур, разрабатн- 

ваемый в настоящей работе, подобен общему ковариантному подходу, 

разработанному Ф.И.седоровыл для решения различных задач теоре- 

тической` физики [102-101 | . Подход ©.И.@едорова обеспечивает та- 
кую формулировку физической теории, при которой отпадает необхо- 
димость в использовании каких-ллбо частных систем координат И 

-базисов многомерных пространств, а, следовательно, в явном рас- 
писывании по компонентам векторов; функций, матриц и операторов. 
Физическая информация извлекается из основных уравнений путем 
последовательного учета и использования инвариантных свойств мат- 
Pall, входяних в эти уравнения. . | 

З настоящей реботе послеловансе такие вэдетоя с учетом сть 
метрии всей системы в целом, не разбивая ее на отдельные уравне- 

ния, как это сделано в пионерской работе Г.Г.аихайличенко [85]. 
Нолностью используются ннварнантные свойства Функцлональной мат 
рицы Якоби (типа (2.14)), а перэход к частной системе координат 
совершается на конечной стадии исследования (практического реше- 

ния системы уравнений). 

В 92.3 приведена постановка задачи о физической структуре 
ранга “t= Ge Установлено, что ей соответствует систега дидоерен- 
циальнных уравнений (2.33) с матрицей коэбфициентов (2.34). Пока- 

зано, что операторы уравнений образуют базис десятимерной алгеб- 
ры Ли.
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§ 6.1. Структура десятимерных алгебр Ли 

2) 
Б главе ТУ было установлено, что местимерные алгебры Ли, 

соответствующие физической структура < = 5, имеют свои струк- 

турные особенности. А именно, каждая шостимерная алгебра Ли сос- 

TOUT из четырах трехмерных подалгебр Ли. Эта особенность являет- 

ся следствием того акта, что шесть уравнений системы (4.1) с 

матрицей коэффициентов (2.18) разбиваются на четыре группы по 

три уравнения со следующим характерным свойством для какдой трой- 

ки уравнений: 2 -я часть одного из уравненый является лчнейной 

комбинацией с переменными коэббициентами из & -нх частей двух 

других уравнений; то х9 относится ик  -ым частям. 

Обращаясь к матрице (2.34), видим, что и в данном случае 

ситуация. повторяется. . 

Отметим, что и B случае произвольной @изической структуры 

ранта ^с функциональная матрица Якоби будет ичеть такой xe 

 специбический внд. Слева от матрищы (2.34) находится столбец 

операторов Хи ‚ номера которых согласованы с аналогичной мазт- 

рицей (2.18) для структуры ранга . % = 5. Burmmem группы по 

три оператора, обладающие указанным выше свойством. Непоспедст- 

вэнно зыины сладугто групни: 

(Xe, Ke Xe), (Xa Xe Ys), их, бо, Ю), 065,9) (М. 
B§ 4.1. goat бизической структуры ранга *% = 5 было исполь- 

зовано соотношение ( 2.24 ) с помощью которого опэраторы Ky ‘ 

Vs, Х $ сыль преобразованы в операторы Хх, , Xe , Xe , 

образуюсие тройку с указанным выше свойством. Изйдел аналогичные 

соотнопения и для матрицы (2.34). 

В $ 2.3 снло отмечено, что ранг матрини (2.34) равен семи. 

То есть веса опрэделатели восьмого порядка равны нулю. Вибрав 

какой-нибудь ммнор седьмого порядка, не равный нулю ‚ (Напримет,
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стоящий в левом верхнем углу), можно выписать окаймляющие его 

три определителя восьмого порядка, равные нулю. Получим три свя- 

зи на коэффициенты, которые мояно использовать в дальнейших вн 

числениях. Удобно занчсывать эти связи в едином виде "определи- 

теля", имеющего восемь столбцов и десять строк. Преобразуем этот 

"определитель". 

Представим каждый столбец матрицы (2.34) в виде суммы столб- 

цов следующим образом. Например, первый столбец: 

          
о |0 
EA, = А" + 7 

Ст О 

Ay} |1 О. 
О £2 Az 

О Eq At 

О O 
et Таким не образом разобъем остальнне столбцы матрины (2.34). на- 

лаз, выплоав "опроделитоль" SxI0, pasodse ero ua суду "онрэде- 

литолей", пэрэбирая сначала 2 -в столбцы, потом $ -2. Посла 

группировки членов один из определителей 8-го порядка примет вид: 
4 О о о 4 оо о 

O 4 оо о A ео о 

0 Oo 4 0 0 0 4.0 

м о оо 4  O O O 4 

АВ мы O © fy GY 8 9 [2g 
| G0 0 bi 0 Ey O FH 

Е 0 О & 55% О О bb 

О 7; 88 О о < &. О    
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3 
где At A’ А A; 

. AL ALAS AS nn 
Д = Ate Ae А? At “ 

2 3 Га Ач Aa A Ач 
Как и в случае Сизической структуры ранга ^ = 5 момно показать, 
что At O. В оставшемся "определителе" вычтем из первого столб- 
ца пятый, из второго - местой, из третьего — седьшюой и из четвер- 

того — восьмой; так ме п для других определителей восьчого поряд- 
ка. записывая все связи вместе, получил: 

„=. > (61-5) (Lez -E2;) О. O 

(€32-&3/) | о (6-6; О (5.2) 
"= CEsi- Ese) Oo О | (fe-&) 

© (Cr a) (6: -&;) O 

О (<%- 63{) | O | (Ero г- Ec; ) 

| О О (би-ви) eee) d 

Напомним, что в (5.2) запноанн три определи 

        
хеля чотрертого п 

рядка, равные нулю и окаймляющие не равный нуло определитель 
третьего порядка (в левом верхнем углу). Действительно, если ука- 
занный. определит эль третьего порядка равен нуль, то получи 

(6:- 6:2) (2-6; (&г-64)=0. (5.3) 

Пусть, например, первая скобка, равна нулю. Тогда £33 = Ges =const= <, 

Умнохим второе уравнение из (2.33), (2.34) на < и вычтем из 
зретьего:
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: : cr) yt ; a р. 8: 2 +. ele oD) cil tee al }.- РА]. 

Выпишем первое уравнение: — (6.4) 

Е “+ beat 2, (| [Hate «ау, ta]- 0. 

Получили алгобраическую систему из.двух уравнений относительно 

  

двух неизвестных — квадратных скобок. Система имеет решение в 
_ двух случаях: 

I) определитель системы равен нуло, 

2) неизвестные равные нулю. 

Гели определитель равен нулю, то ранг всей системы (2.33) умень- 
шаэтся на единицу, что не допускается. 

воли неизвестные равны нулю, то получи: 

PED 442) 4 ED AY) -0,, ‘Эх: "Olle 
Но таков ee по аксломе Ш (глава Т) такле не допуска тся. 
То есть, i-€2, #0. Tax xe можно показать, что ни одна из 
скобок в (6. 9 He parla нулю. Таким образом, действительно, оп- 
эаделитель, отмеченный пунктиром в (6.2) ue равен нуло. 

Быпинем один из онредолятелей четвертого порядка из (6.2); 

(Е:-6 р (еб) о о о. 
Cl Ge - Ge 

[e-Gi) 0 (Erba) О Jeo (6.5) 
(5-5) О ФЕ 

O (€9i-Gr) (€s2- £23) O 

Так как (4:-6)+О (по доказанному  знше), имеем: 

(е-е0 (6-6) о’ 
(65:- 33) о (4) -© (6.6) 

О (53. 63) (ве:- 6)
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То есть получили соотноцение точно такое ле, кек и (2.21), И та- 

ких соотношений в (6.2) - три. 

Как и для структуры ранга 7 = 5 можно показать, что с по- 

мощью трех соотношений типа (6.6) соответствующие тройки опера- 

торов мокно преобразовать в операторы, обладающие тем xe свойст- 

в0:1: 2 -Я Часть одного из них является линейной комбинацлей из 

2 -ых частей двух других; то же и для { -нх частей. Эти три 

группы операторов нетрудно выписать с помощью соотношений типа 

(3.4): 

(Xs, Xs, Хх, („У №), (¥s,Xe,X re) . 

И, наконец, из (6.2) нетрудно найти еще одно соотношение тина, 

(5.6). Выбирая последние четнре строки, аналогично найлем еме 

. одну тройку таких операторов: о - ( At 4 4, Nee ) . 

Таким образом, имеем десять таких троек операторов. Так хе, 

как и для структуры ранга ^ = 5, мохно доказать, что тройка, 

операторов, обладающих вышеуказанным свойством, образует трех- 

зерную подалгебру Лн. Следовательно, десятилернне алгебрн Ли, 

соответствующие физической структуре ранга &= 6, состоят из де- 

earn ‘трехмерных подалгебр Ли. Совпадение разцерности алгебр Ли 

для структуры ранга T= 5 с чаеломл трехоерннх полалгобр зотот 

быть и случайное... 

Для полного ‘решения задачи о физической структуре ранга 

T= 6 пеобходила классификация десятилерных алгебр Ли. Как ухе 

отмечалось, такой классификации нет. Но если бы она И бнла, вос- 

пользоваться ею было бы очень сложно. 
‘ 

В случае структурн ранга * = 5 в главе ТУ проведена клас- 

сибикация нестилерных алгебр Ли, исходя из того, что они состоят 

из четнрех трехлерных подалгебр. Для структуры ранга % = 6 a 

такой путь является сложным и громоздким. Но, пользуясь сообра- 

зениями силлетрии п используя результаты, полученные для струк--
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‚туры ранга = 5, возмонно найти некоторне решения, соответству- 
ющие структуре ранга 

В главе 1У бнло 

t= Ge 

показано, как от системн уравнений (2.22) 

с матрицей коэффициентов (2.18) перейти к системе с матрицей 
(4.13). 

цей коэбфициентов (2. 

\налогичнех образом от системы уравнений (2.33) с матри- 

34), 
5, 

соответствующих структуре ранга % = 

ложно перейти к следующей матрице коэббициентов: 

\; 4 O 

Yel] WO Tle) 
YI Bl) Tel) 

Хх, 4 (2) 0 

Ye 4 (5) О 

Xe 04) 9 

Е 9) 0         

O о 1 Оо о 

оо т мо о 

O O ви то 0 

чо о чо 0 wi) |6 
В 0 чо 5 
0 @ во ов 

O 0, (i) 8) 0..0 8 

Слева от матрицы стоит столбец из операторов, номера которнх со- 

ответствуют номерам операторов в (2.34), 

Нетрудно заметить "алгорити" построения матриц тлна (5.7) 
для структур более высокого ранга: при увеличении “7 на. единицу 
к матрице добавляются две строки, в кахлой из которых находятся 
по два коэффициента в 

рицы является следствлем того бакта, что 

1-й и };-й частях, Такая структура Mat 

0(1+4) /2 - морные 
алгебры Ли, соответствующие бизической структуре ранга *%=n+2 , 
состоят из определенного числа трехмерных подалгебр. 

Вернемся к классификация местимерных алгебр Ли, соответству- 
ющих структуре ранга ‘t= 5. В главе ТУ найдены всего несть вари- 

антов, дающих невнроядениые решения. Классификация велась, исхо-
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дя из коммутационных соотношений для двух трехмерных подалгебр 
Xa Heads ) 1% Xe), так как решалась система из первых 

пяти уравнений (2.22) с матрицей коэффициентов (4.13), 
Обращаясь к комлутационным соотношениям, соответствующии каздо- 
у варнанту, нетрудно заметить, что они разбиваутся на две груп- 
пн. В первой групие коммутаторн для подалгебр (1%, Р.Ю „№, ) 
имеют одинаковую отруктуру - (1.8), (Ш.5), (Ш.6). Во второй 
группе структура этих подалгебр различная. 

° Возврацаясь к матрице (6.7), вполне резонно предполохить, 
ЧО И В это случае решения разбиваются на две подобные группы. | 
В этом предположении рассмотрим грунцу, mia которой коглутаторн 
 подалгебр (1. Хз) ‚ (ХХ ХЕ], (Х, Р.Х») soo om 
наковую структуру. Для первых двух подалгебр все возмоднне вари- 
анты найдены. Это — (5.1), (5.6), (5.9). пстественно коммутато- 
ры третьей подалгебры записать в одном из указанных варпантов. 

о Понятно, что эти три варианта. полностью исчерцивают указанную 
грушу. = | 

Будем искать решения для кахдого из указанных вариантов. 

ко ти г" я” cCATTITt т, Tmt ст ттт? . 93 о+е. Чатырожлатнио пространства ностояиной От = = < а 

рассмотрел вариант, обобщающий (5.Г). 

[22Т- уе) (4-е СЕРА) 
[3.4] = И (5) [94 ник, (5) [8, = Ик ($) 5.6 

[2.3]= К2 (4) [45 [+(з(4) [2e]= Ke (4)- 

Остальные коммутаторы не выписнваем. По сообранениям силе трий 

"взадлоотномения" менду подалгебрами (1,2,3), (1,4,5), (1,7,8) 
долянн быть одинаковими, TO эсть (сл. (5.Г)): | 

[24 (3.51 [212 [= (за = [#1 [#8 ]=0. (6.9) 

При этих предполодениях будем решать систему (2.33) с матрицей
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`коэббициентов (6.7). Если мы получим невнрожденное решение, то 
- наше предположение о взаилной симлетрии подалгебу. (1,2,3) 

(1.4,5), (1,7,3) верно. 

Проведем все внкладки, приведенные в приложении Il, исполь- 

зуя (6.3), (5.9). В результате получим якобиеву систему, обобна- 

ющую (П2.2): 

  

5? Fas (Ay: P 11+) + Зи: 20) Бр ыы: р- 11) 0 

оо Ао оды) 
lie, (Asep-As, 22.0, ЦЕ) (6.10) 

DH ss (InP) + 22-0 и: 

где р = of, И ( Х:- Xz) $ Ек, Як — зависят от аргулентов 

ча 4. : 
Так ве, как и в Пралонения I, рог заем первые два уравненля, нахо- 
ди пнтегралн, делавл заюну пероменных и пракодим к cucrere 

all - -- = “ Fi Г (2549) 61 * 15 (25. 4:) TG; + oil, 

iD 74 (z Uy) by +T2(z%, Uj) С: | < Wo 

о tay +2. (#42) Её (25 “+ IHD 0 
J, 

(G.I) 

PHD fasud6e + Fala) Feo] + 2AED-0



i, 

(2433): 

= ТА = 

Явный вид бункций Fyfe Fe аналогичен виду Ту 7, 5 . За- 
TION Cy в явном виде, используя имеющиеся коммутаторн, (см. 

Приложение II): 

- Gy echiky ео (G-%)- РИ 9. Лев: ) 

A 

где Ч = Хх (ч нач). 

Вполне естественно, что это - решение структуры ранга += 4 при 
Z,4=Covut. B целях дальнейшего обобщения запишем GyB Bune: 

Gy= Wray . 

Далее, решая первые два уравнения системы (6,11), точно 

так же, как и в Приложении Il, получим интеграл: 

fle of, ks рол | М1 ~ thik te Mig 2a: 

де 2 =2.(4,2,4). 
Зполне естественно обозначить его: 

С ===. 

Зводим новую переменную: 9 = G = Uper ‚ Стандартным образом 

проводил замену а в последних двух уравнениях сиотеги 

(S.EE) 4 получав: 

ee Ri luz) fe Re (ui). elas] Bile), ¢ 

(5.12) 
YP [- (ui) 92 + Relu) Re ued] «2 2). 0, 

И, наконец, решая систему (6.12), получим интеграл всей системы 

| Vee z exp (Reludolus )-ехр ( (Рииге:) - о. ~ 

— Reus) exp [fRrlug}duy) + [Pelecdexp( [@rluddec) due.
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Непользуя коммутационные соотношения, окончательно получаем: 

bag = chi Ue chik [te f - ehdke Ges sh lke uy. 

Или, ee Ui a ‘ Ws co » ieens 

Wh elid) = hee ts 0b lia Ui Lok dks de obles & [obdeads 
chile ty ble Gx) - Phas sh le 6, ] = 
— eb lig 2: 3b dice д! Лео ру. 

(6.13) 

В зависимости от знака вещественных чисел (+,..., И, получаем 
пять различных четырехмерных пространств постоянной кривизны. 

Решение невнрожденное, и, таким образом, предположение о Bam 

ной стшллетрии трех подалгребр (6.8) оказалось веонымь 

`В $ 5.Е отмечено, что соотнопения (ПТ.6) можно получить из 
(11.8) переходом к другому базиоу. То есть они тоже соответству- 

ют трехмерным пространствам постоянной кривизны. Записнвая 0б0б- 

щение (11.6) на случай структуры * = 6 (здесь также имеется 

ззанлная ситлетрия мехду тремя are подалгебрали), стан- 

зартиел образог говно получить ресение, обобгаглее борлулу (5.5): 

We (МЕХ) + с. (ш- 9) с, (22 ар“ с» (4г-ц;)° 
6 (24) = МГЦ, | (6.14) 

где СиСз, С» - вещественные числа. 

3 6.3. Четнрехмерное ошплевтическое пространство, 
простванство Минковского, ев OBO гие. 
четнрехлернне псевлоевклицовн пространства, 

гассцотргл варнант, обобщаюний (5.6): 

[+21=@, [1 -@), [аз (®;
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[1141- ©; (547+ (4); [4.51-(°), 

[1.71-@; Cat]= (A; Cae]= (eo). 

По соображениям стеллетрии "взаимоотношения" мезду подалгебрамли 

(6.15) 

доллны бнть одинаковых Используя (5.5), ‘запишем: 

(2.uT > #le)-Fl4); [227-£0)-£2); L4,7]-L)-209). 

(3s1=0, [я3]-0, [s8]-o: _ 5.16) 
LasT+ [3,4]-0; fas]+[321-0; [4eT+[s27-0 

Решаем систему (2.34) с патрицей коэбблциентов (6.7). Проведем 
все вычисления, приведенные в Приложении Ш, используя (6.15), 

‚ (6.16). Поеле решения первых трех уравнений получил якоблевую 

систему, обобщающую. (03.6): 

98) [9.-62(2:,4:) [ afk) 
  

  

  

  

  

  

O44 2 Me (26, Ui) vee OU) 

alle) [42+ ee (22,42) _ 21). 2, 234 2м+(25,:) off ~? 
(5.17) 

ЭЕО [9-8 _ 21:2). 
O41 2V2 (Zi, 4i) Oui / 

Е) :) [$+ ве (2542) [ _ 22.) 

я мини PE? 

me = 74 - (%2-% 5) Tr Wy, 

стественио, что GZ, = Yes ‚ зак yak 94 —~ imzerpan первых 
трех уравнений, дающих решение для структуры ранга ^ = 4 при 

=, ly = const. ,
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Будем решать систему (6.17). Воспользоваться коммутаторами 

(6.16) довольно сложно. Легче найти условия на И сис- 

темы, непосредственно составляя уравнения [ У, Х, [#)- rr) 

из операторов системы (6.17). Используя фотмулы (3.6), получим: 

[ХА =O Ви» бо» +6. -О ) 

(ya Xs]fa-0: Gu= (be: +. 
У 2 ” (6.18) 

[Ч )-0: Oo, м, + бо = 
. “ | 27 (60.`29, +65} = 0031 = #4, 

me бо2=96о/Ф2 и т.д. 

Решаем первое уравнение B (6.17). — р о? 

Bro интейралг (2 =( os -02;)ехр Hoo, me фи =. [ 2/м2 . 

_ Введем. переценние. 42-22 ; ©.=(7. Тогда. первое уравнение в 
(6.17) даст ЭР (20-0 
(6.18) приведутся к виду: 

  

‚ а остальные уравнения с помощью 

li) | ЕТ _ ota) -0. 
OL 2Ma(% Ui) Ozi 

ЗВ бобы 9) _ -0. (5.19) 
O84 2 Ve (43) OG; 

VHD t+ Cela ой. O; 
944 202124) Da 

где С+(ч) = бо. ехрф ; с» (ч)=( бо -£1 )expyy, . 

-Составел коллутаторн для системы (6.19): 

9«Х: 48-0: (5. - 80), + (55;- Qo 5) 2p fag = 

“lay aCe 2 ve (uz)=const=-b4



av
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[14,Xs (Pla) -0 : ее = (b>. | (5.20) 

Ренаем первое уравнение в (5.19). Рго интеграл. С = [Сие ехр$:. 
Введе переменные рР=#; ‚ Р-(7т. Тогда первое уравнение в 
(6.19) даст 2424) / ЭР -О , а последние два с полощью (5.20) 

запищутся в виде: | 

9:2) Лир 0 2.0. 
O Fx 2V2(ui) Our 

offi)  Pa-Coluz) ой. -0; 
Bary 25-4) 5 

(8.21) 

где  Со(и)= (6ь- 6+ £1) exp yy 

Из [УХ 0 для (6.21) находим: 

Cola) + Co, -2avzla)=O, (6.22) 

ee первое уравнение. Вго интеграл : | 

(1: [=>] exp & (47) у re WV, - = Г Abe 

  

2 Ve (4:2) : 

Бведем переменные | -(;; b= C's 
Тогда первое, уравнение в (6.21) даст ati) /; 0h,=O, a sropoe 
с помощью (5.22) приведется к вилу; 

9. hat@o _ 94. О. 
C,hze st, Ohi ~202(uj) Фи: en 

Решая это уравнение, получил интеграл всей системы: he Y. Е= 

= (1 + въ )ехр% (44). Возвращаясь к перегенныл: Wises Ute Kya 
+ 

(- › Получши 
q a) 

Wee = (05-3) G; G;. exp [(# +4). + (t+%); | +



+ ехр (4.4%): “С+(иг). ехр Yoo + exp (i+ elie Celuglexp%, + 

* Соехр+; - & exp tec, 

Paccuorpini coomHomenne (6.20). Pewaa ypannenme Cy/y)+C,, 2 vet«)= 

= -¢), получи: 

Crlu)= ey ехр [-4hay] + be 

Bets Подставил Су(и) в интеграл У -с и nodanr: + Be т. 
4 

  

4-в (54) = (2:-Хр 4: 4, + (21 -#чехр%: хр (#+%); - 
- (6-1. evp ez) expl(Yr+G)i + Соехре: - Соехр; + 

+ оби. = (12-17) 9:4: «(бер (exp eft); 
~ Colts) ~(&, -tyexpez)(exply,+%): вЫ) = 

= (хе-хе: + (F-FDG dp . | 
-. де 2 (‘ехр(и*%)- 654) (,-Нехр%); he By~ te expe, 

„так, опускаяя штрихи, геем: 

с (5) = (xe-xp) a a (z- Zp) Ue Ye. (6.23) 

Как известно, полученное внрахениз является метрикой четырехмер- 

HOTO стаплекзического пространства. 

Равсолотрил варшант, обобщаюший (5.9): 

[+,2]-0 [+41 -0 [1.2] = 0 
[3.4 =(>) [я =(4)  [%41=(2) 
Cele) (45160) Ге (4). 

- Выкладки совершенно аналогичны тем, которые проведены в 8 5.2, 

Рецая первое уравнение системы (2.33) с матрицей коэбфициентов
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(5.7) и проводя стандартным образом замену переменных, получим 

систему, обобщающую (5.13): 

ЗЕЕ). и (4:-497) 2124). 0 

    

OP P 94: ^^ 

Of) (SED , D1. 
OP J Dug ~? 

И (6.24) 
ФВ. К» (2:-2;:) _ 9117.0. | 
ор Р 922 7 

9:2). к: (22-2) , ЭЙ. 0. 

  

OP P 22; 

22 из (а-ар 210), 
OF . Ро 942 ^^ 

mF lee . K (аа) . ld. 7 

OP Р 04; 
‘ 

2 

где Рех:-хг. 

Решая систему методом характеристик, окончательно получим ин- 

теграл всей системн в виде: 

—__ _ — 
C= Ure =(5:-х:) + ка (5:-%) 2 (&-%) 5 (G-H)* (6.25) 

me 4,K2 Kk; — вещественные числа, 

При К =Иь= Uys 4 получаем метрику четырехмерного евклило- 

ва пространства, При И.-К»-Кз=-‘ получаем метрику прост- 
ранства Минковского; в остальных случаях — метрики четнрехмер- 

ных псевдоевклидовых пространств, 

Итак, рассмотрены все вариантн, в которых подалгебри 

(ХХ. Ys) , (X, ХХ), (х ХХ) шлет одинаковую струк-



туру. 

Как ухе отмечалось, не рассмотрены варианты, в которых ‘4 

структура этих подалгебр различная. То есть задача о нахождении 

всех феноменологически инвариантных четырехмерных метрик полнос- | 

тью не решена. 

$ 6.4, блзические ст нц вольного ra * 

Исследование физической структуры ранга © = 5 дает нам 

возможность увидеть пути полного решения задачи о физической 

структуре произвольного ранга * .„ Вернемся к системе (4.1) с 

матрицей коэффициентов (4,13). По соображениям симметрии все рав- 

- HO какие уравнения решать сначала: 1,2,3 или 1,4,5. Результат 

должен быть одним и тем не с. точностью до одной произвольной 

функции. Рассмотрим, например, вариант Т, соответствующий трех- 

мерным пространствем постоянной кривизны... Обратимся & системе 

(112.2). Решая уравнения 1,2 получим решение в виде: Р iz j) = 

7 ( 4, 22,2), где \Y - miverpan ypannennit 1,2. Pemas ypanue- 

ния 3,4, получим: \/, (“5 че, ч:) › глелу, - интеграл уравне- 

ний 3,4, Эти выражения должны быть равны с точностью до одной 

произвольной Функции | 

4 (V4, 22,28) = Ve (He, 42,4;). 
Оказнвается, что, решая это функциональное уравнение, можно най- 

ти интеграл всей системы (П2.ю). Его вид: 

WT = 0422) Orl28) Ye - Plz) (2). (6426) 
Заметим, что А — интеграл системы из трех уравнений, вид кото- 

‘рых в точности соответствует структуре ранга % = 4, которая 

решена полностью. Конечно, можно записать {в виде: 

ЧУ: но [ча He - Os (si) 9. (90,



— ici — 

где UF — также интеграл системы, соответствующей структуре 
ранга ®_ = 4, 

Таким образом, возникает предположение, что, зная решение, 

описнвающее геометрию двумерных пространств постоянной кривизны 
(для структуры ранга * = 4), можно написать рекуррентную Форму 
лу для решения, описывающего геометрию И -мерных пространств 

постоянной кривизны (для структуры ранга %=7+2 ), в вще; 

ин» = Coes (2) Ey-2(é) {- ео 0.(;) [ext BEY» = 

-RERW]- RORG}~}- Bala) Pali) + (ean 

гле 0), (xx), C,-2 (x,x") имеют одинаковый вид (то 

- В относится и к Pa, — =-Pr =>}. Для структур ранга. б=би 

7 = G6 это предполохение подтверидается (формулы (5.3) и (6.13)). 
—_‹ Можно TakHe написать рекуррентную форцулу, обобцающую шет- 

рику двумерного симплектического пространства: 

Ws ay = (Xi-¥%) Yi G;. (3.19) 

Из 9 5.1 молно заметить, что соответствующая формула для 

структуры ранга ” = 5 получается следующим образом: 

Wer = 2228p Чь-ч +(2-22)=(-:) 41 9) + 1:-2:. (5.8) 

Is 9 6.2 монно заметить, что для * = 6 соответствующая 

формула модет быть получена по такому же алгоритму; 

= ~ Wes UUs + Ul -U; = (хг-Х:) а: Ge Gru; + 

. . _ _ A - 4 4 

| + Ui Uy (22-2;) tUi-Ge = O2-G) gs Gy +d: [(z-Z) - 

4 ~ o> A ^ и 
~ (2p- Gz) T= 0-5) бе чу + (21-21) 4:4. (6.23) 

Таким образом, и для этого решения можно написать формулу для
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структуры ранга : 

WU, Ate ~ En-2(t) Gn-a(é) [- [2 () ва... "6..6, i) " 

‘249+ 5,/)-6.4}--- | + 6-50-80. 69 
И, естественно, формула для псевдоевклидовых пространств имеет 

ВИД: 

ТР ин = (х:-х;) “и (ч:- Y;) а Knne ( Wé- ar) < (6.29) 

Других решений пока найти не удалось. 

Воть основания предполагать, что спектр решений по мере 

возрастания ранга физической структуры не увеличивается, и все 
возможные решения для структуры ранга “С являются обобщениями 
решений (может быть и не всех), ънайденных-лля структуры ранга 
T= 4. : 

|



a «= 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В настоящей работе исследованы физические структуры на од- 

ном множестве. Случай структур на одном множестве является од 

ним из возможных в математической схеме, предназначенной для 

формулировки основной идеи теории физических структур - идеи 

"равноправия" физических объектов по отношению к бизическому 

закону, записанному в беноменологически инварнантной форме. 

Установлено, что физическая структура ранга * описывает 
геометрии 7=1-2 - мерных пространств. Причем, из всех п, - 
мерных геометрий теория физических структур выделяет беномено-. 

логически инвариантные, то есть те, которые удовлетворяют со- 

отношению (2) (см. введение). | | 
С помощью геометрии можно описывать различные. Физические 

теории с единой точки зрения. Поиск "физических" геометрий, на- 
. иболее адекватно подходящих различным разделам физики, являет- 

ся одной из ванных задач теоретической физики. 

| Для нахождения таких геометрий в рамках теории физических 

структур автором разработан общий параметрический метод, с по- 
мощью которого исследованы физические структуры ранга 7 = 4; 
5;6. 

Сбормулируем основные результаты, полученные в диссерта- 

Ъ. Установлено, что в теории физических структур появляют- 

ся алгебры Ли как необходимое следствие аксиом, которые перво- 

начально определены для теорли физических структур. Показано, 
что каждой физической структуре соответствует система, дифферен- 
циальных уравнений в частных. производных первого порядка, кото- 
рая в некотором смысле имеет единственное решение. Доказано, 

что операторы дябференциальных уравнений образуют базис n(n-+1)/2-. 
—мерной алгебры Ли, где и-=7-2 .
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=. С помощью общего параметрического метода исследована 

бизическая структура ранга 7% = 4, Найдены все возможные феноме- 
нологически инвариантные двумерные геометрии. Таковный являются: 
геометрии пространств постоянной кривизны, сиплектической плос- 
кости, евклидовой и псевдоевклидовой плоскостей и три “экзоти- 
ческие" геометрии. Решения получены в виде двух формул, содер- 
защих некоторое количество параметров. Придавая параметрам раз- 
личные значения, можно получить все указанные геометрии. 

3. исследована бизическая структура ранга v= 5, Ee ре- 

шения описывают геометрии трехмерных пространств в рамках тео- 
рии физических структур. В рамках 150 решение получено впервые. 

Структуре ранга < = 5 соответствуют шестимерные алгебры 
Ли. Показано, что эти алгебры Ли состоят из четырех трехмерных 

` подалгебр, причем операторы каждой трехмерной подалгебры явля- 

.OTCH тем “двумерным блоком", который соответствует физической 
структуре ранга *=4. 

На основания этого результата разработана классибикация 

шестимерных алгебр Ли в рамках теории физических структур. Уста- 
новлено, что илеется всего шесть вариантов EEA PENA OBREIE coor 

- ношений, приводящих к невырозденным решениям. 

4. На основе полученной классификации найдены все возмох- 
ные беноменологически инвариантные геометрии трехаерных прост- 
ранств - пространств постоянной кривизны, нечетномерного "сиз+- 
плектического" пространства, евклидова и псевдоевклидовых про- 
странств и две "экзотические" трехмерные геометрии. 

5. Рассмотрена физическая структура ранга ” = 6, описыва- 

ющая геометрии четырехмерных пространств. 

| Показано, что десятимерные алгебры Ли, соответствующие 

этой структуре, состоят из.десяти трехмерных подалгебр. 

Найдены некоторые решения, которне описывают геометрии сле-
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дующдх четнрехмерных пространств: пространств постоянной кривиз- | 

ны, симлектического пространства, пространства Минковского, eB 

клидова д псевдоевклидовых пространств. 

На основании полученных результатов приведены соображения 
о возможности исследования физической структуры ранга * 

Как отмечалось во введении ($ 2) разработанный метод явля- 

ется универсальным, то есть с его помощью можно исследовать би- 

зические структуры и на двух инонествах. 

Исследуя структурн на двух мнолествах, которые описывают 
различные бизические законы, Г.Г.Михайличенко показал, что ках- 

дой структуре ранга (*,‚”) соответствуют два независимых реше- 

ния, не сводящиеся друг к другу [49] 

-.__Исследуя те ше структуры общим пареметрическим методом, = 
удалось показать, что существует только одно решение. Второе же 
получается из первого, когда: одна: из. констант, входящих в реше- 

ние, стремится к нулю [70, с.91 |. 

Так как в решение входит несколько констант, и каждая мохет > JO 

стремиться к нулю, то первое решение может сводиться ко второму 

‚ несколькими способами. 

Используя этот результат, Ю.С Владимиров высказал гипотезу 

о том, что, например, в случае электрослабых взаимодействий [ 75, 

с.5Т | (структура (5,5;а) наличие этих нескольких (а именно, трех) 

возможностей приводит к трем поколениям кварков. 

Работн в этом направлении продолжаются, 
та всть реальные предпосылки к тому, что теория физических 

структур, представляющая собой особую геометрию, явится важным 

звеном в цепочке идей по геометризации физики 

Автор приносит свою глубокую благодарность кандидату физ. 

мат. наук Г.Г.ИМихайличенко и особенно научному руководителю 

доценту ю.И.Кулакову за многочисленнне плодотворные обсуждения
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ПРИЛОЖЕНИЕ Г. ИССЛЕДОВАНИЕ ВАРИАНТА I: (Табл.т). 

Случай (1.1) (Табл. Ш 

[Че + К+(2); (4 = К. (3), [2:3[= Иь(4); 

Га = (4) (яка ($), [А @ > 

где «4, ‚Иа +O. 

(I. 1) 

Введем обозначения: 

[2.4] = 6» (>) +6, (4) +66 (6); (5 ma(1)+..--mmel6): 

[5.8 = Az(1)+--4 nel): (5.51 5) (к (6). 

[2.8 = 42le) +dy(«)+@6l6); (5 = (8+6 ($666) _ (2) 

(+6 = 92(=)+9%(4) +96), [5.8 ]26е=(8)+ ОЗЕР 

[161 = #3) +. Helo). 
Используя (Ш.Г), запишем: 

озеро (etic) fand-0) 
[412.5 = [+ [251] + (из-к3 [2.5] = О, | GR) 

(4.3.4 = (4, (ТТ - (з- к) [4 =0; 

[45 = (к (851+ (зчю) (3.9]=0. 
Воспользуемся замечением (3) на с. 85. › 

2 (42 в 

Gastaty | бачеонвюни 
в weet — [4-68-96 | 

Подставляя (Ш.2) в (=) п приравнивая нулю коэффициенты при 

всех базисных операторах, получим: | 
(4,214.4 :  Cx=CyeO: Cé [4e- (ae 02) (=O; 

[+ 2,5]: . 1>=775=0 7 rn4 (в; - й')=0, Юз (43-241)=0; 

Mya (203-U1)=0 ; Me [ te+ luz =O: 

— [1-6
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(43,4): N3=Nu=O п+ (Кз-и1)- О; N2 (2k1- te) =O: 

Ms (2h3-K4)=O; 6 (he -luz-W) = OY 

| [ass]: tz=t--0; ke [fe + (W240) [=0. 
Распишем еще четыре тождества Якоби: | 

(2.3.4 (= -п (>) ей тебе 1-6) =О, 

[23S] = Ee (261-1 (3) - 114 [3,4] - 6 (3,6 ] +h ha(5) =O > 

(2, #5 =~ tke (2) + mI (4) +m [3,4] - re fn] + Cels,J=O0, 
[5,45] = Wa Ke (3) -té [46] + nee (5) - - Пг [2.5] «Пе [5,6] =0, 

‚ Вели [6 =0, из (3,4,5( : M240; B противном случае 

Ks Ku (3) =O ‚ но UyKy FO, . 

Из [4,34 | при N2tO —* 2h1-Kz=O 3 142/-Q Тогда из 
(23,8: ИьКь= О , но ИО . Следовательно, Лё#0, Анало- 

_ Гично в помощью” [2.3,5Т; (2.,5[ можно доказать,” что /Ис+0. 
: Тогда из. (зат, [+,2,5 [- получаем: -. £021 «=-(-)-О.То есть 

K3= Kee Тогда us [72:57 получим /7з- ИИ =0, из [4.34 Ne=NsO, 
то есть: 

(2, $ |= уи+(4) +77 (5); | [3.4 [=.7(1) + 066), 

из [м2]: (6-0 , из [135]: Lee0. 
faz]: NG [a6 [= neWele) + Ka We (4) } 

[2:35]: M6 [зв | == и4($) + в ($); 

[2.45 тв [ще [= - нач (2) + ини (4), 

fs, Ws {2 ne [sel =-W1 ku ls) - rn, Ki (s). 

ilepexona  oneparopam (2) =(2)/me.; (%)=(s)/ne , окончательно 
_ получаем (штрихи опустим): 

[4+2 = и) [Ч = к (4) (261 =K4 iy (e) +, Kes) 

[3,4] = Kals) [oie (5) [uC] =-Kaofe) +007, (4) | 

[2.31= № (4) (45+ №(4) ut =O (1.3)
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(3.51 =~ MH4(3) tue (S) 6 [=0 

[5.6 {= -КчИч (3) -к+бх (5) [2.5 [ = 7+(4)+ (6) 

[+5 =0 C34 =A4(1) (6), 

где Ke=Ks fens; Ai= M/n6 y те ; Kt, ble, Ue, FO. 

Случай (Т.Т) разобран полностью. 

случай (2.2) ( Tadx. lll) | 

(+ 2 { = K+ (4) > [3,7] = Kz (2) у [2,3] = Ka (3), 

beat ust); [м4 = кач) + [45Т= Из (5: 
где И — Ky =D 

lepeiinet x oneparopam (2) = (2)/M%: (3): -(3) Ka; (4) = из; ($)- (5/4 
(штрихи опустигл):; 

= @; [ве (5 [аз] = (5); т. O.; [527-6 > fas]: (5). 
Раскроем тоддества Якоби: 

- [+2. q [= Ca Gul] = G2 67 “bes {= Lae (asi [+ [247+ += 0; 

Cosel [1 [Зи {+ + [24 - (2)= 0; (uzs]= 1, (551 (+ ВАТ. [64]. Or 

Подставляя явный вид коммутаторов из (Ш.2), имеем: 

[4 29:  (6=*64)@) + Се (и =О; 
(ПГ.4) (4. 2,5] 1 (ипгнити) 6) + (с, -m3) (2) +(Co-me дна то ; 

[413.4 (Из+п% (4) + (с2- 0: -1) (2) + (C4-As)(4) +Cl6) ene [46 [=0; 

[413,51 - Ез(2) - Ве (4) + Ев Сиб Тя [3,414 [2,5]-0. | 
Боли Се+0, то из [124 : [6[=-(@) (с=* Са), Подставляя 
[+СТв [43,4] получил С6=0О. То ель Ce=0; 

CotCy=O; [24] 2 c2((2)-(), 

° Возможны два варпанта: AG. oO; M6=O0, 

(ii. 3)



  

Вариант Ne # 0. 

(2)+ M4 (4) | При этом все подалгебрны сохра- 
няются. Действительно, подалгебры (1,2,3), (1,4,5), (2,4,6) вох- 
раняются. Рассмотрим матрицу (4.2). При введении оператора (5) 
тепяется только шестая етрочка. Соотношение (3.21) сохраняется, 
а, следовательно, сохраняется и подалгебра (3,5,6). 

Тогда [3.4 [=/4(4) 4/3 ($)+05(5)+(2); из [1.547 : 

[её] = (пь-6ь+4) (2) + (ne rez) (4) 

Введем (6) =/6(6/ +72 

Подставляя полученнне соотношения и выражения (1.2) B oc 
тальныз тохдества Якоби, после несложных выкладок окончательно 
получил $ | . 

о в Пи [24-0 Безо 
(ви =() ^^ [5 =(9 (и -о ^^ [52-0 (5 

БЕ: iat (2, 3]2(3)- 4 ° EY, Slr (5) . (241 3 (2)-£(4): (3.57 О 

[né]=0 5 [2.81-86) +265); [uJ --£/s) -£[s)+(é). 
Вариант /)6 = 0. 

‚ _ Мредполоним (И 6 я 0. Тогда из [1.2.5] в (1.4) получны: 
= п Ь) (4) . Подставляя [16] в [13,5], имеем: 

Me= QO. То есть, Ир = 0. Тогда из (TE.4): 

(42,51: WMn4INY =O } Me- С.=О, /Из;+С,-1=0, 

Cass П.+Пч=0 ; Пз-С»+1=0; ПетС» = Ох 

795+ 03-0, Из ПЛу=Ф` » 4I24*7=INZ > mse tafe. 
. зопользуя полученные соотношения, из [2.3 ‚4 [ получим: 

fla=O 3 2пг * 1220 
= 

Предположим: д = 0. Тогда из [13,5; 
Ак: 40) ре пены, цв [2351 2 , 
(9,= П, = Тз=Ё0. С учетом этих соотношений ,` имеем: 

(241+ 4 (e)- 1); [341=-28)-2(5); (251-263)+4 ls), [3,5]-0,
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Перейдем к спорам: (2)-(,)-@) 5 (3) = (3)- ©; 
[2,5 = Е _ 

(35-0 [5 = 7 (4). № [$] =(). 

То есть предположение té= 0 неверно. 

Следовательно ted #0. Введем оператор (2/= 46/15). 25$) . Как 

и в случае Л» 0 молно показать, что все подалгебрн сохраняются. 

Исследуя тоздества Якоби, окончательно находим: 

(21-0 (О) Беео6)не) бы -о6) 
[34 [= (2) (54 = (4) [4,6 | =nl4) 6) [9 = ($) (11.5) 

Caslels)  [451=(5) [2,4 =(2)-. (3,51=(6) 

[= -(3) + ($); fas] =-9 (4) «(35 £3,4]= nl4)- (5). 

Упростим соотношения; перейдя к операторам, -.(&)= (6/-п (=) ; 

(8) =(4)- (2); @®-= [5)-@-2@); (5)=-(2). Подучии: 

В] =) ‘о [ао 58-26)” (Е 200 
(6,21-()  [ъ5]=05) [491  (ьн( 
Cx 6]=-20l2) [ч.3=(2) [9.40 [2, =0 (1Е.7) _ 

[4.5 1=©; [2.51]=0} [851--(5). 
Обратим внимание на коммутаторы двух первых подалгебр B (in. 7. 

Они по Cope TOWHO такие хе, как и в случае (Т.Г) ПЕ.3). Но при 

исследования случая (Т.Т) получили единственно возможное решение | 

(1.3). Значит, (1.3) и (Ш.7) с точностью до переобозначений 

должны совпадать. Введем в (ПЕ.3) операторы: 

(= ()- Fi); (3) =(s) + 24s), 
‘После преобразований получим соотношения, сравнивая которне с 

(1.7), найдем: 77..72.=0 . Тогда (01.3) с операторами (2), 
(3) будут шеть вид (штрихи опустям): 

[мг = Ка(2); C3aye tals): [2$ [= К2(4). 

Гете (4); (сы к (9); [%51= Ка by 3
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(261 =U, Ky (4): [46] =~ te hy (2), [2,47=0, 

[3, 61-4, Wols); (eT =-We GG): Г =0: 

Ге [=о; [2,5]=(): (347-6). (1.8) 

Случай Т,2 (Тебл.!П). 

(421= Kile). [+ 6 [= из (+) 

1214] = |4, [2d (+ Hele) - Ка |2, =O 
C347 = iG (3) PsaT= Ky (4) [124] [ E ( [2 

[2,31 -К2(4) [и 51=Кз(5) "(4.2.5 = [4 [2.5 + ка [241 ии (2,380, 
 Подставив [2,4] из (ПГ.2), получи: 

Celie] = - @.43(1]+ 43(2) + Caley (4) 4 Ск (в). 

Воли С6 = 0, то orcoma: Kz= 0, uro не может бить, 
То есть 6 #0, и fuel = ddr) «Ё) + te (4) #2 (6. 

°® Подставив [1,6] в (1,2,5] и раскрыв тодество, получта Св =0. 
- Но @Сс #0. То есть случай (1.2) ренения.не имеет. 

Аналогичным образом доказнвается, что случай (1.3), (2.3) пз 
таблицы Ш не излеют решения. 

Случай 4.4 (Табл.Ш). 

Проводя аналогичные викладки, получи: | 

ик) (чек аи) [58 =-Кь(5) 

[3.0 (2) [50-66 ею 
Castell) (и =@() [241 =И(6) (3,57=(6) 

[nel = Las] = £34]-0, _
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ПРИЛОНЯНИЕ П. РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ (5,2). 

Зыпишем некоторые коммутаторы из (5.Г); пользуясь таблицей П: 

[231=и» (4):  -avke Babs + Bry Gy Ча Ч, =К 

ик ( 429: 4.40) + и - rn 

Гч,$]= Kyla). - 2K, fa Ma + Maz Ma аль, > 
) 

= (ев ++ Маз Нч Mua a =O: (па.т) 

[aU 1=O > Bag Ma=Wke Beha? Megs vite fied, Чан Mays ; 
[515] O s Bua fue VR Mss — Pubes; Uae Me Hruby 
5-50: - Ла (Финама Чем, = О 3 

8 kr (pes apn) + flay fa ~ May Su =O} 
Vk+ (Safst Bahr) -Чче Ма + Чзамь 20 

В первое соотношение из (2. 5[- Pride О подставил Soo 13 [24]=0 

п%и из [35 ]=0 ‚ получи 

мель) (Мими мель) = ©. = | 
Боли ии, + Mefg-O » TOR YY-KY=O . вто ведет 
х потере ранга слотемы (4.т) (а (4.13)), что не допускается. 
То есть By/Be = Mal fe, 

^  Спотема (5.2) состоит из двух подсистем вида (3.9) в дву- 
мерном случае. С помощью полученных соотношения преобразуем 

подсистемы так ме, как и (3.9) (ом. $ 3.Е). После преобразова- 
ния получег of | 

Faz (loz U- HE aud) pee =O; 94 1.8 =. ot 

| у ^ в.) 

ab a Et (Aur dn) «BE =0,. Е. (42j U-Azz) р * Oy ) 

где i = AG [v4 £fq(8y/b.)e~ tn (1/82); J )
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af sald 
Awe (в, - WB Yu /Se) (Su (Be) “4 Я, =(мз- tele Noh)" 2 

= ИУ", (инь) 
Для первого и второго уравнения системы (П2.:2) ( М=т; Ува). 
из (3.6) получил: 

pe = Е: (44 +04) ; We - Ее (А+). А» 

Для М=4, Das : 2(EAd)é _ DEA) s 

2: - OU; , 

ЗЕЕ - р, x _ (П2.4) 
er ~ a Ee: doz =0; ВЕ: _ = baz Ee: И: = О. 

Для {te 4; a ‘ 

ae Ext (ad 2 <; о в : 2; (Ailey + Cr), (12.5) 

. Дян Ma De ve 4: соотношения (П2.4) co значком (i). 
Для М = = 3: соотношения (П2.5), где значок (:) заменяет 
ся значком В . 

jis М = 3; Уад: 

ЗА. =: (A 27 +Q,) » Vdd =Е — 2° 7@, 27 =} (XE; +), (2.6 

JCI подставить в (П2.4), (П2.5), (П2.6) явные выраненря бунк- 
ний Aa, Ae, Ex E г › ТО С ПОМОЩЬЮ (П.Г) получи: 

@1=-аК» ; CeO + 9. =-245. (12.7) 

Регаем первое уравнение системн (Па.2) летодом характеристик, 

Его пнтегралы:
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UY -exp (- (Ende oly: ) +14 le. expl-[E,: dei ole) el ue = Cy 3 

9 =С2}) Br Cs, Zpely, 
Введем переменные Р-Х: ; Р.-с. 
Тогда первоз уравнение дает DP/OPo2O 
Взорсе уравнение после заленн (используем (П2.3)); 

1 , 
25 La ал + [9 [ Excexp (- (Edu: due alg; = 

Age “xp (- (Ex dee dy: ) [E43 § + 2-0, 

Как и в двумерном случае из (па. 3) получим: 

Я к ФА § ? где y = (Е, dy t+ В(2) 9 (при ть 7% 

| format = (Edidy=Crcb bred; (E, emp [Ede s) dy =o thoes ¢ 
и выражение в квадратных. скобках. равно ВИ, ‚Вора ‘i ae 
isieeT BAL: 

dt | oe OF 
zt A4j Bar la * aq; ~U: 

in за: мену в третьем уравнении: 

a 2€ fe, () 4 haere fe Чего: ead [еее ель и 

С аира 
Из (12.4) находти 

fol ) [02 ely = (2(EeAe)/og cl ‘9 БД, - (Е.А a 2) =E/2+G (2): 
где G =conat. 

Из’ ЕДЕ, получаем: E.exp(-(Etrdly) = F2(G, 2)- R02). 
ICHOABSYA an соотномения, после права EMBO: 

DE Pala, Оп (2))).;] - ae .
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И, наконец, четвертое уравненяе из (Пе.2) после замены перемен- 

ных имеет Вад: 

| я Е, (Аи eddexp(-[Echadyc)+2 Е сехр(- (Ее Arie la) de] BE 9% 7U- 

Используя соотношение 944/02 = ЕЛЬ а (из (12.5), (П2.7) при 

Cy = 0), a 

a EE da Eas Pe + [-Льгехр (- [Его aly: )]esi { + «34-0. 

Из (12.5): В /Чь=Е, . (24 . Отсюда: 

Азер (- [ЕАееи) = 4» (бт) =-те (в. = в.д) 
и в уравнение, паеем 

at [ Ae; E> я + Те (2: РЕ, +4 y et 

Вныпишем 2,3,4 уравнения системы (Па. 2 после замены: 

of of das Eas Pa + 54-20; 

of (12.9) 

of DE т. (20), +75 (2) Аз; | - 27-0; 

Be [Aer E27 Py +76 (22); (+ 22-0 

Решая первое уравнение методс:л характеристик, найдем интеграл: 

(7 = Р-ехр(- Еее). 
YP 4: Teele, 

Torma ueppoe us (12.9) давт O4/(O6o = 0. 

Используя соотношения (Пе.4), (12.3), второе и третье уравнения 

пз (П2.9) после замены преобразуются к виду: 

Введем переменные:  бо=Чг



a Гл (27) 54 + 15(2:) 76 (27 [+2 22-0 

(Пе.то) a [- 7+ (22)64 «7ь (27) тез | “ho 

Решая первое уравнение, найдем интеграл: 

Cl 54 ехр ( (т (2:)cl2z) — Ге (22) [5122 exp( {7 (еее) 

Проведем последнюю замену: =: › 94> й. 

Тогда a Tr. из (Пе.10) дает 21/24. = О ‚а второв 

7 DE [7496 + 75 (27) Telz2) lexp ( (Felzded2; ) _ 

- Fee? (Tel2d) exp( (ieleddde,)elze] +5 + pes 

Напомним, что 7+ (=)=-(Е.4»)(4-2); 5 (2) -Р (G2) ; Tele)=-Ae (72), me G>const. Us (02.6) mpm. - F-const mien: - Oléloz =-T lig, 
-.. ~Qe2Tol2) _ , Подставляя, получни: 

# {- (Е) 44 + To(%)(- de (2.); ехр(- (Е. (8, 2:) И. Te 

+4, (=. (4:2) хр (- [Е= (вузе А (& odedled]} + + AE 

Hs (112.8), (112.7): | 
Té(e)=-Ae lz) = big th bige > 2 (Ex (7 z)elz +C 

(пря i. <2u2 ). forza: (пе [2-- (Е. 45 )(. 2) с[? = сфира 

—( 72 (2) ехр(- т ch Bige , 

д внразение B квадратных скобках равно нулю. Уравнение meer 
вил: 2 

20 1094 - ЕО. 
иго интеграл следовательно, интеграл всей системн (П2.2)) имеет 

ЗиД: (= 9, ехр ( (т (27) 42 i).
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А решение системы (4.Т); 1) (д) ‚ где Х — произвольная 

бункция. Возвращаясь к переменных Кс, це, 2г, хг Чл; , получим: 

ff = fof ия (Хг-Х.;). ехр (~ (Eschedly: - (Exidueelaz ) a 

+Д.- гехр (- [ Вис ): [Е Е: ехр ( - f Exdacelu)d | ор [де + 

+ [еда - Тед ехр( (т) о; [ ra (2dexp((i 7, (edd )elze . 
Подставляя полученные выше выранения и используя (П2.7), полу- 

пе ̀С. Ив, 1; г [6 Wi Ye «ФЕ. ob la (i- -Xz)- 

shila shies | thie Eo st Ke Zs: ? 

(Пе.тт) 

где- -_ Koz 2k, - a К? = ЗИз ,
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ПРИЛОДЕНИЕ Ш. РЕШЕНИЕ СИСТЕ (5.7). 

Гаспишем некоторые коммутаторы из (5.6), пользуясь таблицей 
ite 

| 2 
[2,5 = (5) Ц 4-29; - Os, = 03 

G4. - Физ Мачу - бац В, =20 
х г 

` [445 =($) 1 ре - ам Майа ~ae Me =O) 
: пе М лез пере = О 

(13.1) (2ul-S(2)-3: — - Way Ge + Crate «3 Че - ль =; 
— Bos fle=£62;  fesGs=Z/a3 

т ян: we. . 4 А+ fay Gy Maye ча hy +/42 Mets 

| Bela 7/9 Ин Чи Вуг Иь=О 
бал м es fc bua- =; 4, “Ле 4 «М9, -О 

Bo Ms *8u2 Ma= 0; | feds + Hay Bye 
8 В системе (5.7) перейдем к порещенной 

Не Тебе Oy avs Gee - Ay 
Тогда первое уравнение занипется в виде: 

| DY (ae. Wald): Bild 4 Su (dy 3 #6) lem ie) af 0) 
22 "ON 

24 L “Due ig 

  

С. помощью комлутатора [2 $1=(3 ) (coormoenna (ПЗ.Т)) нетрудно 
показаль, что выранение в квадратных скобках равно нулю. Из 
(3,5 ]=0 расемотрил соотношение: sy ея B84 * (uy S=0, Tonera~ 
влв сюда _М2ч: == (24. us (2, 4 | и _Меце- = бы 3 (3,5] > 
получи:  Ад- te =С . Тогда первое уравнение принимает рии: 

Рич ОР. 
- Фч `24: 99:70.



Аналогично, второе уравнение прилет рид: 

г = — 

Перейдем к переменной ({ в третьем уравнении (5.7); 
By 2 

of Me, © Cs) „ (GG: Si) + (OS Oyj) Fay “thin dor | 8 
94 | № Ор №. + (52-6 )е — (6--6), 92 

Используя [ 2,4 ] и [3,5] ‚ можно показать, что: 

| _ / 9% 

= “7 gel (Gri Gee), 

  

B коэффициенте при ot [ Duy приведем выразение к общему знаме- 
нателю. После преобразований числитель дроби будет наеть вид; 

- > —. - . _ - . и бе 6-4 [4 +654): 65-55) 6-55): + 
о. о (2Аа-б)Е = (80-655, 

Из [3,5] в (ПЗ.Т) рассмотрим соотношение: Ч. + fq Goa + Ме Чи» =0, 
Подставив сюда, 922 = U2 /2ji2 _ из (2,4] И, Фир= — Be fs [My Is 

2 [3,5[ ‚ получи: ~2142-G,°=(), Окончательно, третье уравнение 

принимает влд:. 

г, 7, Of. afer Eu Coy] « B-0 

  

Аналогично, четвертое уравнение после замены заппиется в ‚виде: 

ot ft we le ad Yt —U -—-[05-9 Е с 04 РИ [-и- с: def “52720. 
Випишем полученную состему: 

И р. ; 
чи _2 о. 

Ou 24: Фа 
  

| 9 &_ _ Df Lo. 
D4 24 94; 9, 

af (13.2) 
ge Sat Ги (9% - 220.
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oF 
OY oe. 

          

  

dy Решая первое уравнение, найдем интеграл: ((. ехр ( (oa )-с 
Введем переменные: Р=40; ; РА =С ‹ Тогда, первое уравнение 
дает 9 (2Р. =О. Второе уравнение из (ПЗ, 2) после замены: 

of 24. 4g -« _ (в. pal - 28: 2%.:=0О, | (13.3) 

Третье уравнение после заменн: 

ие ea 
Из (a, 4[{ 3 (03.1) находим (asd: им. ‚ Отсюда: 

(Ge 2:4: р ИН =“ Ее) ‚ где G~contl . Us [2,4[: 
1/24. =/\24 /и> $ Тогда: © faz) “sexe (S26 У “[елы 
Подставив полученные вырахения в уравнение, получил: 

of 
OPr ae [f.- 69; | - 2 =0). (13.4) 

    

Аналогично, четвертое уравнение из (13.2) после замены: 

2b С Au: $ (113.5) | AP: ар [Pe OS dpesp (S84) yar 
44: гэпаем (пз. 3). Вго интеграл: ‘Ру. ne ( ( (== — =”. 

Введем переменнне: Ч, a 47 

Тогда (13.3) maet: ЭР (2 Pte = “iw после заменн: 

  

PL (6,- oie Bal. О, 
Расслотрим вырашение ([9,_5; )-ехр( (4). So . C nouompy xonmyra~ 
торов [2,3[, [2,4], (3,5] мавно показать, что оно зависит
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ТОлько от И = . Тогда (03.4) запишется в виде: 

on, 2E fo, - Soles) | - 3 at oy, (22)=0, 

Аналогично ‚. 5) прилет вид: 

89. Е Г. +%°(2) | -2 Ра (в) 0, (113.6) 

Решаем первое из этих двух уравнений. 

Бго интеграл: (40,-0е(2;) Техр ( (ane) =C 

Введем переменные 4-2; ++.-С. Тогда первое дает 2 off Фо-= 
а второе: 

с 

2 Семье ( fm) * Zola ) 2 Bela, 
ARE. at 

* xP, изд) - зар P2121). 
С помощью коглутаторов [2,4 [ , [3,5[ (соотношения (ПЗ.Т) можно 
показать, что: О3о(2) /9z = -So (2) /2ye/2). 
Orkyza: Со(2) ехр [Sele /epae) ) = = comet Ca, (13.7) 

rae Cr= cong , Подставляя в уравнение, после преобразований 

получил: 

С, 

      

2 [ес] - 21 и “0. 

Интеграл последнего уравнения, а, следовательно, и всей системы 

(4.1), mieet Bam: 

  

( - (1 т Cy) exp sn) 

Вернемся к переменным ХЕ 40, Ze, Xp, Gry 3 

ie = dye - (25 
('- (х:-х;) exp | 282 * (Se: {Sain ” Sa » [-



  

= - бо (2;) exp (isnt) ‘ера. (22) а roe ° 

Учитнвая (ПЗ.7), окончательно получим: 

C- (2-2) EF Ge = Fee : (113.8) 

где Xx =Х* 4/4»; 4 = ~eyp [ (2 + Wage li Z=-Cz exp {5 и 

Общее решение системы 

    

1:2 = (a) ‚ где x — произвольная буниция, 

d
i
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