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ДВУМЕРНЫЕ И ТРЕХМЕРНЫЕ ГЕОМЕТРИИ 
В ТЕОРИИ ФИЗИЧЕСКИХ СТРУКТУР

В.Х.Лев

В исследованиях по основаниям физики Ю.И.Кулаков [1,2] выска
зал предположение о существовании нового типа симметрии -  ф е н о 
м е н о л о г и ч е с к о й  симметрии. Новая симметрия выра
жает идею равноправия физических объектов некоторого рода по от
ношению к физическому закону, действующему для этих объектов.Изу
чение феноменологической симметрии составляет предмет теории фи
зических структур.

Наглядно понятие физической структуры может быть описано сле
дующим образом. Пусть даны произвольные множества 7ft и У1 и функ
ция a: ?ft х уг -» R , которая каждой паре элементов < i  , а > , где 
i  е W, a e'ft, ставит в соответствие вещественное число a ( io s )  eR .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Будем говорить, что тройка (3f t ,  f t ,  а > образу
ет бинарную физическую структуру ранга ( r , s )  , если для любых 
элементов i 1 , . . .  , i  г е # £  и оц.........а , е f t  выполняется равенство:

» [aU .,».,) »••• .»(*., , . . .  , a ( i p ,«в ) ] = О , (1)

где 7ft и f t  -  топологические многообразия размерности соответст
венно m = а-1 и п = г -1 ,  a ( i paq) = f  .........£^) -  д о 
статочно гладкая функция, существенным образом зависящая от своих 
аргументов, и qrad Ф^О. Точные формулировки и доказательства 
приведены в работе [3 ] .  Аналогично можно определить физическую 
структуру и на одном множестве.

Вопрос о существовании физических структур на двух множест
вах был полностью решен Г.Г.Михайличенко [4]. Там-же он исследо
вал физическую структуру на одном множестве ранга г  = 4.Ддя этой 
структуры был найден полный набор допустимых выражений функции
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a ( i j )  = £ (x t ,yt pc.. .y^ ) .  .Оказалось, что некоторые выражения a ( i j )  
совпадают с известньми метриками двумерных геометрий (метрики про
странств постоянной кривизны и различных плоскостей). Кроме того, 
были получены и неизвестные ранее двумерные метрики. Таким обра -  
зом, геометрия двумерных метрических пространств дает нам пример 
бинарной физической структуры на одном множестве ранга г  = 4. Ес
тественно предположить, что геометрия n-мерных метрических про
странств является конкретной интерпретацией бинарной структуры 
ранга г=п+2 на одном множестве.

Автором настоящей статьи был разработан общий параметрический 
'• метод для нахождения физических структур ранга г > 4  на одном мно

жестве.Этот метод,в частности,позволил значительно упростить на
хождение структуры ранга г = 4  и внести уточнения в вопрос о един
ственности решения. Для структуры ранга г  = 4 получено всего две 
формулы, которых охватывают все Ю геометрий, приведенных в ра
боте [4]. Для структуры ранга г  = 5 впервые наядены все возможные 
трехмерные геометрии.

В общем случае показано, что каждой физической структуре со
ответствует система дифференциальных уравнений в частных производ
ных первого порядка, которая в некотором смысле имеет единствен -  
ное решение. При исследовании этой системы и условий ее совмест -  
ности возникают алгебры Ли соответствующей размерности.

Физическая структура ранга г  -  4. Приведем краткую постанов
ку задачи. Пусть даны произвольное множество с элементами i ,
....................w и функция а : -н ,которая ставит в соответст
вие каждой паре < ij ) е Шт.'Ж вещественное число a ( i j ) e R .  По
требуем, чтобы множество Ш  было топологическим многообразием 
размерности и = 2. (Напомним, что п = г-2  ) .  Тогда функция a ( i j )  
будет иметь локальное представление: a ( i j )  = >3^>x j >7^ •

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Будем говорить, что пара <;#2, ос ) образует фи
зическую структуру ранга г  = 4, если для любых четырех точек i  , 
k , l  г Ж  имеет место зависимость:

4 [a ( i j )  ,a ( ik )  ,a ( i l )  ,a ( jk )  ,a (3 l)  ,a (k l) ]  = 0 .  (2)

Потребуем, чтобы функция a ( i.j)  = f ( x i ,у^) была достаточно
гладкой и существенным образом зависела от своих аргументов. На 
функцию * наложим ограничение: qrad Ф  ̂ 0.
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Оказывается, что требование существования зависимости (2) од
нозначно определяет допустимый набор выражений a (x j)  и вид функ
ции Ф. В настоящей работе мы будем искать явный вид функций a ( i j )  
и проследим, как возникают алгебры Ли в структуре ранга г =  4.

Продифференцируем соотношение ( I )  по всем восьми параметрам: 
r i ,y i ,xj ,yj ,xic ,yk ,xi »yi " ПолУчим систему из восьми дифференциаль
ных уравнений относительно шести частных производных функции Ф по 
каждому своему аргументу.

Матрица коэффициентов системы имеет вид:

a f ( i j ) I S f( ik ) Sff(il) o о o
ax(i) J 3 x ( i) 3 x ( . i )

ar(id) jd f( ik ) a e ( i i ) о
9 y ( i) I 9 y ( i) d y(i)

a f ( id ) o о ae(jk) a c ( j i ) о
ilx(d) ок(а) dx(j)

a c ( i j ) I
I о о ae(jk) a f ( j i ) о
I ay(d) ay(d)

I3 f( ik ) af(jk ) a f(k i)
[ ax(k) dx(k) dx(k)

a f( ik )
0

a£(j)0 a f (k i)
0 dy{k) ay(k) 0 3y(k)

a c ( i i ) a f ( j i> a f (k i)
0 0

a*(i)
0

ax(i) a x ( i)

a f ( i i ) a f (d i) a f (k i)
0 0

dy(i)
0

a y d ) Эу{1)
Так как qrad р о , то система имеет нетривиальное решение. Следо
вательно, любой определитель шестого порядка из матрицы (2) равен 
нулю. Рассмотрим определитель пятого порядка, отмеченный пункта -  
ром. Можно показать, что он не равен нулю.

Из всех определителей шестого порядка, равных нулю, достаточ
но рассмотреть только те , которые окаймляют не равный нулю опре -  
делитель пятого порядка. Таких определителей три. Выпишем их, 
разлагая по первому столбцу:

A ft ik l) -A 0( j k l )  + ^ £ i i i l A ^ i k l ) . A 0(dk l)  + 
ax(-i) 1 0 3y( i)  2 0
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( 4 )+ A ^ j k l )  A ( i k l )  + H i i i 2  A ^ j k l )  A ( i k l )  = 0 ,
ax(j) 1 ay(d) 2 0

где p = 1 ,2 ,3 ; A^, -  определители третьего порядка,

df(ik) af(il) aE(dk) ac(ji)
3x(i) ax(i) ; A0(dkl) = 9x(d)
9f(ik) ae(il) af(jk) ae(di)
dy(i) dy(i) <эу(з) ay(d)

Можно показать, что ранг системы (4) равен трем. Разделим' 
уравнения (4) на A0( ik l )  • A0( jk l )  и зафиксируем индексы k, 1 . По
лучим систему из трех независимых уравнений относительно функции 
f(ij) = f(xt pci ,7.):

A^i) - M M l  Afti) + + М Ц 2  A«d) = o, (6)
ax(i) 1 ay(i) 2 ar(j) 1 эуЫ 2
где p = 1 ,2 ,3 ; A ^ l )  = A ^ x ^ y ^ ;  A ^d ) = A ^ x . ^ )  и т .д .

Полученная система является полной. Действительно, находя 
уравнение совместности с помощью [р ,ч]-скобок для любой па
ры уравнений и присоединяя его к системе ( 4 ) .получаем четыре урав
нения относительно четырех неизвестных -  частных производных функ
ции f ( x i ,y i ,x j ,y j ) по своим аргументам, ни одна из которых не 
равна нулю. Определитель такой системы непременно равен нулю, т . е . 
уравнение совместности является линейной комбинацией уравнений 
(4 ) , что и есть признак полноты системы (4 ) . Уравнения совместно
сти имеют вид, аналогичный уравнениям основной системы (4 ):

М ы 1в?(1) + в.Ча) +^ i i L B 2v(j) = о,(?)
ax (i)  1 эу<1) 2 гк(о) 1 ay(d) 2
где v =  1 ,2 ,3 ;  в^(1 ) = ,у4) ; в^<д) = в ^  ,У;)) и т .д .

Как показано в [б ] ,  каждое уравнение совместности из (7) яв
ляется линейной комбинацией с постоянными коэффициентами из урав
нений основной системы (б ) . В операторной форме можно записать:

X ^ ( id )  = О -  система (6 ) ;  [X^,Xv]£ (id )  = О -  система (7 );

- °|Д\?'И* °pv - "Cvp’ .

[X|i,[XvPCj] + [Ху,[1кД (1]] + [Хч,[Х11Д у]] = 0, (8)

где p,v„w = 1 ,2,3 .
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Таким образом, структуре ранга г  = 4 соответствуют трехп&ра- 
метрические алгебры Ли, a f ( i j )  можно рассматривать как двухто -  
чечный инвариант соответствующей трехпараметрической группы Ли.

В соотношениях (8) будем различать два случая: |с*  | ^ °> 
|c* v| = °* Решение системы (6 ), т .е .  явный вид функции бу

дет существенно различным в обоих случаях.
Рассмотрим случай |c* v | Ф О .Обращаясь к другому базису Х^ = 

= а pv^v ’ гДе a pv -  неособенная матрица, можно перейти к комму -  
тационным соотношениям в виде:

[X, Д г ] = к.Х^.; [хз Хл] = k.,xs ; [хг д з ] = к ^ , (9)

где к = -  действительные числа. Решая систему (6) с 
учётом соотношений (9 ) , получим f ( i j ) = x W ij ) ] »  где х -  произ
вольная функция,a 'i'(io) -  интеграл системы:

'J'(id) = (у*+&,)е*Р к ^ х . - х ^ Ы у ^ + б ^ е х р Е - к ^ х ^ х ^ - г ^ у . ,  ,(Ю) 

где 6i f 6s -  константы. Интеграл можно преобразовать к виду:

< W +ч Ш ) л» л/
x i  ’Xi

(11)

где у = у ехрС- k ^ ) ;  х  = ех р (-к 1х ) . Заметим, что ( I I )  обычно тра
ктуется как модель Клейна плоскости Лобачевского (при 6 ^ 6 ,  > О), 
либо двумерного однополостного гиперболоида при б1=6_(< О (см .[ 4 ] ) .

Это верно при действительном к 1# Но при k n е с получим 
выражение, которое назовем моделью Клейна для сферы.

Действительно, выражение (Ю) можно преобразовать так, что 
получим традиционный вид метрик пространств постоянной кривизны:

Ч'ЦЗ) = s h i / a ^ s h V a ^  ch V b ^x ^x ^) -  ch\/a^ у 4 сЪ./Р0уу  (12)

где а 0 ,Ь0 -  действительные числа. В зависимости от знака а 0 , Ъ0 
получаем метрики различных двумерных пространств постоянной кри -  
визны.

Если в (11) б1=61=0,то:

'?1/ 2( i j )  = -  х чу
W аз)

где х = ух-1 / 2: у=х"1/?  Выражение (13) дает метрику симплектиче -  

ской плоскости.
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Если в коммутационных соотношениях (9) к = 0, то из (Ю) 
можно получить:

'? ( i j ) |k^_0 = (х ,-х . . ) г ± (у ^ У .,)2 , • Ш')

где "+" соответствует евклидовой плоскости, а -  псевдоевкли- 
довой. Других решений в случае |с*  | Ф О нет.

Приведенные решения ( I I ) —(14) получаются из общего решения 
(10) при различных значениях входящих в него констант.

Рассмотрим случай |c * v | = О . Аналогично соотношения (В), пе
реходя к подходящему базису,можно привести к виду:

[X, ,Х2] = ь2х2+хз; [х1д з]=ъ1х2; [Х2 ,Х3] = 0, (15)

где Ь1 ,Ъ2 -  действительные числа.
Решая систему (6) с учетом соотношений (15) при Ь3 ,Ъ2 Ф О , 

получим:

'K id) = 1п{(х -х  ) 2 -  [ /д (у  -у  ) ] 2} -  -A rcth •—1‘ (16)
1 i 1 J и  (y t- y d)

где Д = b 2 + 4Ь3 . При Д> О из (16) можно получить:

*(ij) = ( х ^ Г Ч ^ - у / 2, (17)
где /  О -  действительные числа. При Д=0 выражение (16) при
водится к виду:

Kid) = 1а(х -х ) . (18)
x i - x j

Если в соотношениях (15) ъ = 0, то интеграл (16) приводит
ся к виду: !

'K id) = (x i~x j)+( V ' V ^ y i - y j )  > (19)

где ,6^ = c o n s t.
И наконец, при Ъ2 = 0 из (16) можно получить:

K id )  = (6  - 6  )(х  -х  ) (у  -у  ) 2 . (20)1 0  * о 2 1 о
Других невырожденных метрик в этом случае нет.
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Таким образом, две формулы (Ю) и (16) включают в себя все 
10 геометрий, приведенных в Г4 ]. Структура ранга г  = 4 рассмотре
на полностью.

Физическая структура ранга г  = 5 . Постановка задачи аналогич
на задаче о структуре ранга г  = 4.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пара {'ЗК, а > образует физическую структуру ран
га г = 5 , если для любых пяти точек i  ,а ,к ,1 ,т € 7УС имеет место 
зависимость:
4 ( a ( i j )  ,a ( ik )  , a ( i l )  ,a(im) ,a ( j k )  , a ( j l )  ,a(jm) ,a ( k l )  ,a(km) ,

a ( lm )] = 0 , (21)
где 7У1- топологическое многообразие размерности n = 3 , a ( i j )  =
= ,7 i ptj ,y^ ,z ,) -  достаточно гладкая функция, существенным
образом зависящая от своих аргументов, и grad Ф^ 0 .

Методом, аналогичным случаю г = 4, из (21) можно извлечь си
стему из шести уравнений относительно функции

a f ( i j )  А^(1) + + g g t i Jl  A « i )  + AjXj) +
aac(i) 1 Эу(1) 2 d z (i)  3 ах( j )  1

+ A^(d) + M i iL A ^ ( d )  = 0 ,  (22)
dy(d) 2 3B(J) 3

где p i , . . . , 6 ,  A^(i)=A ^U l ,y1 ,z1) , Ai(d)=A1(x J ,yi ,a j ) и т .д .

Ранг системы равен пяти. Как и в случае г  = 4, легко дока -  
зать , что любая подсистема из пяти уравнений будет полной. Урав -  
нения совместности имеют вид:

£!Ш1вЧ1) + згЩ).в^(1) + в,40  + ^ i^ . b^ j) +
Ox(i) 1 tJy(i) dz(i) 3 а х Ы

+ + ^ 4 A - B 3v( j )  = 0 ,  (23)
Эу(а) 2 3z(j) 3

где v = I , . . . ,  Ю.
Как и в случае г  = 4, можно доказать, что любое уравнение 

совместности из системы (23) является линейной комбинацией с по -  
стоянными коэффициентами из уравнений основной системы (2 2 ) .В опе
раторном виде можно записать:

X ^ f( ij)  = 0 -  система (22),

[X , Xv] f ( id )=  0 -  система (2 3 ),

[ V  Xv  ̂ = c )i\?vi’

34



где to., v, и = о* -  вещественные числа, с* у = -с *  и
[X(I,[Xv ,Xvt]]  + [ХЛ),[Хк ,х Д ] + [Хи ,[Х(1,Ху]]  = 0 -  из'"свог-сти'урав
нений совместности.

Таким образом, физической структуре ранга г  = 5 соответству
ют шестимерные алгебры Ли.

Явный вид функции f ( x L ,уг ,zl pc. ,y ,z ) находим из систе
мы (22), используя соотношения (2 4 ). Не приводя полных выкладок, 
выпишем решения, удовлетворяющие системе (22): f ( i j )  = х М ч ) ] ,
где х -  произвольная функция одного аргумента, a ^ (io ) -  интеграл 
системы (2 2 ). Интеграл системы 'J '(ij) может иметь вид:

'Р ( i j )  = cos(\Zb' z )cos(l/b ' г .) {cos('/iT у  )co s(\/b 'y  )coa[/b '<(5c,-• '  * i J <• 1 b J t i

- * .,) ]  + s in ( /b ^ y i )sin{v,b12y ;j) } + a in (^ b ’j 8 l ) s in (^ b ’j a j ) , (25)

где Ъ1 ,t>2 ,b3 -  вещественные числа, которые могут быть > ,< , = ну
лю.

При равенстве нулю одной из величин Ь1 ,Ьг ,Ь

= ( г ^ ) *  + ( y r y j ) 2 ♦ ъ (и Г г ) г

где b /  О,

и, наконец, ^ ( i j )  = х ^ .  -  x j y jL + z ^ z ^ .

имеем:

(26)

(2 7)

Других интегралов у системы (22) нет.
Формула (25) дает метрику трехмерных пространств постоянной 

кривизны; (26) дает метрику трехмерного евклидова пространства 
при Ъ >0 и псевдоевклидова при Ъ < 0 ,  и (2?) дает антисимметрии -  
ную метрику в трехмерном пространстве.

Полученные выражения для геометрий могут представлять нс 
только теоретический,но и практический интерес. Появляется прин
ципиальная возможность .разработать метод, позволяющий для конкрет
ных экспериментальных данных определить,какая из геометрий им со
ответствует.

В заключение автор выражает благодарность Кулакову Ю.И. и Ми
хайличенко Г.Г. з а  полезные замечания и обсуждения, а также док
тору технических наук Косареву Ю.Г. за  помощь и поддержку в рабо
те .
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