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УГЛЫ В ПЛОСКИХ ГЕОМЕТРИЯХ 

Е.Л. Лозицкий 

Введение 

Понятие физической структуры (феноменологической симмет - 

рии) было введено Ю.И.Кулаковым [1,2] в исследованиях по осно- 

ваниям физики. ‹ 

8 основании теории физических структур лежит представле - 

ние о множествах однородных объектов, между элементами которых 

существуют числовые отношения, удовлетворяющие определенным 

требованиям симметрии. 

Рассмотрение физических структур на одном множестве объек- 

тов позволяет развить новый подход к вопросу об основаниях гео- 

метрии, 

Геометрии плоскости соответствует структура ранга FW = 4, 

которая была полностью исследована Г.Г.Михайличенко [3] и 

8.Х.Львом [4]. 

Приведем краткую постановку рт и результаты, отно - 

сящиеся к структуре ранга XY = &. 

Пусть OIC - топологическое многообразие размерности щ = 

= 2. Элементы Я’ будем называть точками и сбозначать 5, 

К ‚...М —. Назовем расстоянием функцию а; 9С>7 - an : 

которая ставит в соответствие каждой паре точек «1 чу Е 

*) 
  

Точные формулировки и определения даны в работе [5]. 
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€ вещественное число В локальных координатах 

5: ВЕСЕ xX . y= Px,.x).¥,,7,) 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Будем говорить, что пара (9% ,a) об- 

разует физическую структуру ранга Т = №, если для любых че - 

& 
+2 

функция & имеет представление а, 

тырех точек 1,),К,шЕ 7 имеет место зависимость: 

%[ ‚а, ‚а ‚а а 
im’ ом’ gm’ 

a a 
15°’ ik a 

При этом на функции 2 ooh и а: Ox Or = в' 

накладываются некоторые ограничения: функция а должна быть 

гладкой и существенным образом зависеть от координат Xd, 

и х,,У, [6], функция Ф должна быть гладкой, причем 

grad © # 0. 

Возникает следующая задача: найти такие функции а и %, 

что для любых четырех точек 1,),К,ШщЕ 77 имеет место 

соотношение (1). 

ТЕОРЕМА 1. Все возможние расстояния невирохденной 

заменой координат и преобразованием а. > ofa, ,) MO- 

“ут бить приведени к одной из следиющих форм [3,4]: 

vs _ 2 es 2 а,.= (*,-х,) “+ (5,-7,)°, (2.1) 

_ 2_ : a, = (x,- x,)*- (y, У.) , (2.2) 

= > 5 Я Bey (x, XAT ий : (2.3) 

x =x 

a, = 1а[{х,-х,)*+(у,-7,)*]+ yarct, +i, (2.4) 
iT 

=, 

Ay gt Kyo i exp ——# , (2.5) 
roy 

e,,= (x,- x,)+(6,- 6, )Inty,- У), (2.6) 
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= = > ~ 2 mF rr or 5,2 (5х, x Hy, т.) | (2.7) 

a, = cos y, cos y, cos(x -x ,)+sin У, 811 У,, (2.8) 

a,,= chy, ch y, cos(x,-x,)-sh y, sh y,, (2.9) 

ae 2.10) а, }= sh y, sh y, cos(x,-x,)-ch y, ch y,, ( 

а, ;= х,У,- х,У, (2.11) 

2 2 2 
a = (x,-x,) + 5,5,+ 65,7; 

$3 
  

(2.12) 
уу: 

где g@#0, y#0 ~ const; 6,6, ~ const,s (2.6) 4 (2.7) 

& = 6. #0. 
Некоторые из расстояний (2.1)-(2.12) являются простыми 

функциями от расстояний в известных геометриях: (2.1) есть ев- 

клидова плоскость, (2.2) - псевдоевклидова плоскость, (2.8) - 

двумерная сфера, (2.10) - плоскость Лобачевского, (2.11) - сим- 

плектическая плоскость. Остальные геометрии ранее ‚по-видимому, 

не были известны. 

Г.Г.Михайличенко высказал предположение о связи групповой 

и феноменологической симметрий [7] и решил обратную задачу: 

зная группы преобразований плоскости [8], найти все невырожден- 

ные двухточечные инварианты [9]. Результаты полностью совпали 

с (2.1)- (2.12), Отсюда следует, что каждое расстояние является 

решением системы линейных однородных уравнений вида: 

Fy(ide, ‚+ Е,(3)а, ‚= O; wer i233, (3) 

rae В,(р)= o (x), 7, J0x,+ Ax, ,I, 273 9, и 
A, - некоторые функции, задающие группу инфинитезимальных 

преобразований; Ур - координаты произвольной точки р, 

а ак=-9° ду = =. Поскольку операторы FY» у =1,2,3, 
Ox oy 
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образуют алгебру Ли, они удовлетворяют коммутационным соотно - 

шениям [101: 

  

= СИ, › узвьи = 1,23, 
где a - структурные константы. Каждому расстоянию, таким 

образом, соответствует набор трех операторов: 

Р.= 9х, ЁР,= ду, Е,= у0х - хду, (5.1) 

Fi= ox, Р,= ду, Е,= ух + жду, (5.2) 

Fi = ox, F,= oy, F,= yoy - qxox, (5.3) 

Р.= 6x, Е,= ду, №,= (2у- уж)ах-(2х+ уу)ду, 2“) 

Е.= 9х, Е,= ду, В,= (х-у)дх + yoy, (5.5) 

Р.- ox, В_- ду, и. = уду - Sox, (5.6) 

Р.- 9х, Е,= ду, Е,= судх - 69у, (527) 

F = ox, 

FS $5 у-в1п х.дх + сов х.ду, | (5.8) 

Я. = tg y-cos x-0x - sin x-dy, | 

Р.= ax, j 

F = -th y-sin x-dx + сов х.ду, } (5.9) 

и, = -th y-cos x-0x ~ sin x-dy, | 

B= ox, 

F = -cth y-sin x-0x + Cos x dy, (5.10) 

Е,= -cth y-cos x-dx - sin x-dy, 

Е. = ходу, F = yax , = xox —- yoy, (5.110) 

у = Ox, 

Е = хдх + yay, (5.12) 

F.= (x*- dy*)ax + 2xyay. 
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Мы дадим определение угла для произвольной плоской геомет- 

рии и для каждой из геометрий (2.1)-(2.12) найдем угол, как 

функцию трех сторон треугольника. 

$1. Угол в плоской геометрии 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Будем называть треугольником тройку точек 

Cij,k). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3%). 

ника {1,1,)) такую функцию ф: В в" ‚ что для любых 

четырех точек 1,1,),ЁЕ имеет место соотношение: 

Будем называть углом $(1313) треуголь- 

$[9(2.:,8.,.2,,), O(a, 84.85), 

o(a,.58,,8, JJ 20, 6) 

причем на функции $: В+ В' и ф: В+ В' накладыза- 

ются некоторые ограничения; функция Ф должна быть гладкой и 

Ф ы const ни в какой области изменения своих трех перемен - 

ных; функция $ должна быть гладкой и grad $ # 0. Coor - 

ношение (6) обобщает свойство аддитивности углов с общей верши- 

ной. 

Результатом этой работы является 

ТЕОРЕМА 2. Угол в произвольной плоскости геомет - 

рии имеет следующий вид; 

Ф (а. 2. ,›а, ;) = 

= X{o-dfa,..,, 8, J+ A(a,,) ss А(а,,)}, 

4 4 
2de O=Const, A: R +В - гладкая Функция, а 

(855284598, 4) в зависимости от геометрии имеет 

+) 

Данное определение возникло в процессе обсуждения с Ю.И.Ку - 

лаковым и Г.Г.Михайличенко. 
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a, + а..- а 

(a, 1845.8, ,) = arccos 4 2 i3 + Chat} 

2^/а. а 
aa ag 

а за. -а 

ф(а..›а.,,8,,) = Ассь в. (7.2) 

eva, а.‘ 
a3 

(a, . 184558, 5) ШВ, (7.3) 

5 eae 3 = eas =G cn а где В- решение уравнения а, (a,, a, R )(1-R)%, 

WO4 4184408, ,) = Е, (7.4) 

где ЗВ - решение уравнения 

  

В-а. 48 
= 10 2+ 1щ в Е - сов 13 |. 

13 2 у 

"4 R+28, 5 В-са, e * gin ———144 4e” sin i 

+ yarctg ey = ey : 
— В+юа — R=2a 

е “ соз — 14 -е* сов 1: 
RY ZY 

Was 184598, 4) = “В; (7.5) 

гое В - решение уравчения 

К а 
Bay . $ = 88 (1-в) "`В , 

а а 
Cs 13 

$(8,,58,,:8,,) = mR, (7.6) 

где В - решение уравнения 
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$2. Доказательство теоремы 

) № 

Доказательство разобьем на две части ‘’: сначала рассмот- 

рим функцию QO как функцию шести координат, 

$8. ,8.,›а,,) = 2(%.,7.,Х,,У,,х,,У,) (8) 

и найдем ограничения, которые накладывает на функцию $ со- 

отношение (6). 

Введем обозначения £(x,, YarX> У. Хх, У, d= 2(13)) 

и подставим (8) в (6); 

@ (£(113) ,£(24k) ,£(15")] = 0. (9) 

Запишем соотношение (9) для четверки «Тр»: 

%[#(115),52(21р),2(13р)] =0; (10) 

предполагая, для определенности, что 2 ‚ pas- 
af (113) 

решим (10) относительно #(143)} и зафиксируем координаты 

Хр Ур; обозначив #(44р)= р(11), 2(13р)= 2(13), по- 

лучим: 

2(1153) = г[р(14), р(15)]. (11) 

ЛЕММА. Функции #, = (11), 2 = Р(13), a= 

= 6(1К) восьми переменних Х.,У.,Х.,У,›Х,,У,›Х, ›У, 

позависимыи. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим обратное: пусть существует 

функция @;: В? > В" такая, что для любой четверки et t.. 

3,Е) имеет место соотношение 

9[р(14), р(13), р(1к)] =0. (12) 

Из (12) следует, что ранг матрицы Якоби 

  

Идея такого разбиения принадлежит Г.Г.Михайличенко. 
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№, (11) px (13) Py (Ak) 

Ру. (11) Py (13) Py (ae) 

pe a о о 

9 а 0 0 

о ep, (15) о ‹ 
д 

0 Py (4a) 0 

0 о рх (15) | 
x 

о С Py (1) | 
& 

должен быть меньше трех. Приравниваем нулю два определения 

третьего порядка, составленные из строк (3,5,7) и (4,6,8) мат - 

рицы (13): 

p, (11)p, (1d) e, (4k) = 0, (14.1) 
4 3 х 

р. (14)р. (13)р_ (1х) =о0. (14.2) 
У, у, у, 

Из (14.1) и (14.2) следует, что р (13) = Р(х., У. ). 

С учетом этого из соотношений (8) и (11) получаем: 

Как отмечалось во введении, расстояния & являются решениями 

систем уравнений Е,(1)8,, 4 By (ja, , =O, v= 1,2,3. 

Подействуем на уравнение (15) операторами Е, (1) “> B (i) + 

+ PL (i) : 
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9,6 ME a, + B, (ide, + 

+ $. Me (a, + Bi(j)a, ,)+ 

+ oC PCa, + Bia, =F Delx,,7,), (16) 

rae ,( ), @ 4 ), 9, 6 Ve частные производные по первому, вто- 

рому и третьему аргументам функции (84,5845 a, ,) . В силу 

уравнений (3) левая часть системы (16) обратится в ноль, сле - 

довательно, Р,(1)=(х.,у,)= О ‚ ив силу линейной незави- 

симости операторов Е.(1), Е, (1) FQ), e(x, Xe ЕЕ, 

где Е= const , что противоречит условию © # const . 31Tum 

завершается доказательство леммы. 

Подставим (11) в соотношение (9) 

$ [r(2,,2,),P(z,,2,), r(z,,2,)]= 0. (17) 

Уравнение (]7) аналогично уравнению для структуры paHra 

Г = 3, решение которого приведено в работе [11]. Согласно до- 

казанной лемме, и >a можно считать независимыми пере - 
3 

менными. Общее решение уравнения (17) имеет вид 

r(z,.2,) = x[u(z,)-u(z,)], 

где Х: В ‘+ : , Us Bi в' - гладкие функции. Подставляя 

a ulz ) выражение 2, = o(1i) ‚ получаем некоторую функ- 

цию В х.,У4,х,, У.) и из (11) и (8) имеем: 

$(8.,›2.,,8,,) = х[В(11)- в(15)]. (18) 

На этом первая часть доказательства закончена. Теперь не- 

обходимо решить уравнение (18) для каждого из расстояний (2.1)- 

(2.12 z 

Подействуем на уравнение (18) операторами F (1) + 

т F (i) + B(3) ‚ У\=1,2,3; учитывая, что x! #0 (в 

противном случае Фф= const ), nonyyaem: 
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#,(1)в(14) + BF (i)B(14) = 

= В, (1)В(13) + Е,(3)В{13), у=1,2,3. — (19) 
Из (19) непосредственно следует, что 

2 .(1)8(11.)+ Р,(1)8(11)= в, (1), у=1,2,3, (20) 

где w (4) = w(x, ,7,) . Система (20) аналогична системе 

(3) и отличается от последней наличием неоднородных членов 

w (2) ; 

Получим уравнение совместности системы (20). Для этого вы- 

пишем любые два уравнения: 

в, (1)В(11)+ Е (1)в(11)= в (1), (21.1) 

F (4) B(1i)+ F (i )B(1i)= wa(4) . (21.2) 

Подействуем на уравнение (21.1) оператором 25 (1) ‚ на 

уравнение (21.2) - оператором F (1) и вычтем из второго 

первое: 

ит. (1) (14) + (2 (1) (Е) 2 (1) (i) B(1i)= 

= F, (1), (1)-#, (Lu, (2) (22) 

Подействуем на уравнение (21.1) оператором Be (i) ‚ на 

уравнение (21.2) - оператором FR, (i) и из второго вычтем 

первое: 

т), (1-Е) (1)) (11) +60 (1) (11)=0. (23) 
Складывая (22) м (23), с учетом (20) получаем: 

Y = = св. (1)= Е, (12%. (1)- #5(1)ы, (1), 

ч;В:\у,— 1.3. (24) 
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Уравнение (28) есть искомые условия совместимости системы 

(20). 

Опуская подробное решение системы (20) для каждой группы 

операторов (5.1)-(5.12), приведем результаты: 

у У 

  

B(1i)= c-arccos ———+ 4 A(a,,)+ р(1), (25.1) 
Biss, 

; У 9: 
В(11)= c-Arch + А(а.,)+ р(1), (25.2) 

а 

B(1i)= с,10(у,- у,) + А(а.,) + Р(1), (25.3) 

в(11)= o+ln((x,-x,)*4(y,-y,) “)eala, Jeo(d), (25.4) 

  

B(ii)= ¢-In(y,-y,) + ata, )+ 2(1), (25.5) 

B(1i)= c-ln(y,~y,) + А(а.,)+ р(1), (25.6) 

wand: 
B(1i)= с. qo" 4 + a(a,,) . (1) (25.7) 

5.-5. 

sin(x,-x,)cos У 

Bay 

  B(1i)= c-arcsin Ayana, eed), (25.8) 

sin(x,-x )ch y 
B(1i)= c-arch a 4   +А(а.,)+р(1), (25.9) 

2 
1- а, 

sin(x,-x,)sh у. 
B(1i)= c-arcsin + 

14 

  

+ А(а.,)+ (1), (25.10) 
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x 
911) вх А(а.,)+ e(i) (25.11) 

so bat FI 

26," (x, -x ) 

  

_ 9 B(1i)= yp sin te +A(a, lep(2), (25.12) 
у, а 48,8, 

где eat - соответствующие расстояния, А: R' + в" и 

Pp: R* -В' - гладкие функции. Подставляя (25.1)-(25.12) в (18), 

можно получить ({7.1)-(7.12). 

8 заключение отметим, что углы, согласно теореме 2, опре- 

делены с точностью до двух произвольных функций Xs В' a” 

и А: Я -> R* и с точностью до константы @ . Предпола - 

гая, что © Я О (иначе угол тривиален), угол можно преобра - 

зовать к следующему виду: 

1 .-1 as Sx "(084 29459845)? 
a(a,,) Аба.) 
  

  

= o(a, 08,28, ,)¢ Soe . (26) 

Обозначая 

1 .-“ „> 
~x (Cola, 1 249) = Omg 8g Bs), 

Ata,,) A{ea.) _ 
— ii. = ata, ve <i a Ata, ,) , 

с с 

из соотношения (26) получаем: 

92...84, 2, , ) = b{a,, 8 gpl Joka, nA А(а.,). (27) 

Если теперь принять за определение угла соотношение (27), 

то углы вида (7.1), (7.2), (7.8) и (1.10) будут отличатося 
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от углов в обычных евклидовой, псевдоевкпидовой, сферической 

геометоиях и геометрии Лобачевского аддитивными слагаемыми ви- 
= an 

да ACs, J-ala, .) 8 

Неопределенность в выборе функции А — означает, что рас- 

стояние a, определяет геометрию неоднозначно, т.е. на пло- 

скости с одним и тем же расстоянием в может существовать 

множество различных геометрических структур. 
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