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ÊÓËÀÊÎÂÀ

Ì. Â. Íåùàäèì, À. À. Ñèìîíîâ

Â ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê òåîðèè �èçè÷åñêèõ

ñòðóêòóð � òåîðèè, îðèåíòèðîâàííîé íà êëàññè�èêàöèþ �óíäàìåí-

òàëüíûõ �èçè÷åñêèõ çàêîíîâ. Àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä åñòåñòâåííî

ïðèâîäèò ê ââåäåíèþ íîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì � n-àðíûõ àëãåáð

Êóëàêîâà, îïðåäåëåíèþ è èññëåäîâàíèþ êîòîðûõ è ïîñâÿùåíà íàñòîÿ-

ùàÿ ðàáîòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: Àëãåáðû Êóëàêîâà, �èçè÷åñêèå ñòðóêòóðû,

òîæäåñòâî Ëàïëàñà.

�1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Òåðìèí �èçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

1

áûë ââåä¼íÞ.È. Êóëàêîâûì [1, 2, 3, 4℄

â ñåðåäèíå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè,

îðèåíòèðîâàííîé íà êëàññè�èêàöèþ �èçè÷åñêèõ çàêîíîâ. Öåíòðàëüíîé

÷àñòüþ òåîðèè �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ ïîèñê èíâàðèàíòíûõ ñâÿçåé

ìåæäó èçìåðÿåìûìè â îïûòå âåëè÷èíàìè. Ýòà ìîäåëü ïðèëîæèìà êàê ê

îáû÷íîé ãåîìåòðèè, òàê è ê å¼ îáîáùåíèþ � ãåîìåòðèè, ïîñòðîåííîé íà

íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâàõ ñ ìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò

íàáîðó òî÷åê èç ýòèõ ìíîæåñòâ íåêîòîðîå ÷èñëî (èëè íàáîð ÷èñåë).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè øåñòü ðàññòîÿíèé

ℓ(ij), ℓ(ik), . . . , ℓ(kp) ïîñòðîåííûõ íà ÷åòûð¼õ òî÷êàõ i, j, k, p ∈ M , ãäå

ℓ(ij) =
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2, ñâÿçàíû óðàâíåíèåì

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
1 0 ℓ2(ij) ℓ2(ik) ℓ2(ip)
1 ℓ2(ij) 0 ℓ2(jk) ℓ2(jp)
1 ℓ2(ik) ℓ2(jk) 0 ℓ2(kp)
1 ℓ2(ip) ℓ2(jp) ℓ2(kp) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

1

Íàðÿäó ñ òåðìèíîì �èçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èñïîëüçóþòñÿ òàê æå òåðìèí �åíîìåíî-

ëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ ãåîìåòðèÿ äâóõ ìíîæåñòâ èëè ñîêðàù¼ííî ãåîìåòðèÿ äâóõ

ìíîæåñòâ.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàìì �óíäàìåíòàëüíûõ íàó÷íûõ

èññëåäîâàíèé ÑÎ �ÀÍ � I.1.5.(ïðîåêò FWNF-2022-0009).
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Äàííîå òîæäåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà íóëþ òð¼õìåðíîãî îáú-

¼ìà òåòðàýäðà, ïîñòðîåííîãî íà ÷åòûð¼õ òî÷êàõ. Òîæäåñòâî åñòåñòâåííî

îáîáùàåòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà n + 2
òî÷åê ïðîñòðàíñòâà R

n
, òàê è äëÿ íàáîðîâ n + 2 òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïî-

âåðõíîñòè n-ìåðíîé ñ�åðû [5℄.

Äðóãèå òîæäåñòâà âîçíèêàþò â �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ íà äâóõ ìíî-

æåñòâàõ [1℄. Íàïðèìåð [6℄, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû 〈G; ·, −1, e〉 ìîæíî

ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå F : G4 → G, âèäà

F (gik, gjk, gjm, gim) = gik · g
−1
jk · gjm · g−1

im ,

êîòîðîå òîæäåñòâåííî ðàâíî e ∈ G äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i, j ∈ M ⊆ G è

k,m ∈ N ⊆ G, åñëè â êà÷åñòâå �óíêöèè g :M ×N → G, âçÿòü �óíêöèþ

g(i, k) = gik = i · k. (1)

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî â òîæäåñòâàõ �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ó÷àñò-

âîâàëè äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè. Íî êàê ïîêàçûâàåò äàííûé ïðèìåð,

ïîíÿòèå ¾�èçè÷åñêèå ñòðóêòóðû¿ ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà àëãåá-

ðàè÷åñêèå îáúåêòû áåç ïðåäïîëîæåíèÿ íàëè÷èÿ òîïîëîãèè.

Ïðèâåä¼ííûå ïðèìåðû ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè áèíàðíûõ �èçè÷åñêèõ ñòðóê-

òóð íà îäíîì è äâóõ ìíîæåñòâàõ. ¾Áèíàðíîñòü¿ îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèè ïî-

ñòðîåíû íà äâóõ òî÷êàõ i, j ∈M äëÿ ℓ(ij) èëè i ∈ M, k ∈ N äëÿ (1). Êðîìå

òîãî, �èçè÷åñêèå ñòðóêòóðû (äàëåå ÔÑ) èìåþò ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó

� ðàíã r, ñîâïàäàþùèé ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì òî÷åê íà êîòîðûõ

ñòðîèòñÿ òîæäåñòâî. Òàê â ïðèìåðå ñ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ ñîîòâåòñòâó-

þùèé ðàíã ÔÑ ðàâåí 4, (íà ÷åòûð¼õ òî÷êàõ òîæäåñòâî�îïðåäåëèòåëü îá-

ðàùàåòñÿ â íîëü). Â ïðèìåðå ñ ãðóïïîâûì óìíîæåíèåì, ðàíã ÔÑ r = (2, 2),
òàê êàê â òîæäåñòâå ó÷àñòâóþò äâå òî÷êè èç ìíîæåñòâà M è äâå òî÷êè èç

ìíîæåñòâà N .
Ìîæíî ðàññìîòðåòü ÔÑ áîëüøåé àðíîñòè. Íàïðèìåð, òåðíàðíàÿ ÔÑ

ðàíãà 4 íà îäíîì ìíîæåñòâå (ñì. � 6 Äîïîëíåíèÿ â [1℄), ñòðîèòñÿ íàä ìíî-

æåñòâîì M = R
2
ïðè ïîìîùè �óíêöèè g :M3 → R âèäà

g(ijk) =

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
xi xj xk
yi yj yk

∣∣∣∣∣∣
(2)

è �óíêöèè F : R4 → R âèäà

F (g(ijk), g(jkp), g(kpi), g(pij)) = g(ijk)

− g(jkp) + g(kpi)− g(pij). (3)
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Òåðíàðíàÿ ÔÑ ðàíãà (3, 2) íà äâóõ ìíîæåñòâàõ [7℄, ñòðîèòñÿ ïðè ïîìî-
ùè �óíêöèé g :M2 ×N → R è F : R6 → R, ãäå

F (g(ijα), g(ijβ), g(jkα), g(jkβ), g(kiα), g(kiβ)) =

g(ijα)− g(ijβ) + g(jkα)− g(jkβ) + g(kiα)− g(kiβ), (4)

äëÿ i, j, k ∈M , α, β ∈ N.
Òåðíàðíàÿ ÔÑ ðàíãà (2, 2, 2) íà òð¼õ ìíîæåñòâàõ [8℄ ñòðîèòñÿ ïðè ïî-

ìîùè �óíêöèé g :M ×N × L→ R è F : R8 → R, ãäå

F (g(iαa), g(iβa), g(jαa), g(jβa), g(iαb), g(iβb), g(jαb), g(jβb))

= g(iαa)− g(iβa)− g(jαa) + g(jβa)

− g(iαb) + g(iβb) + g(jαb)− g(jβb), (5)

äëÿ i, j ∈ M , α, β ∈ N , a, b ∈ L. Â äâóõ ïîñëåäíèõ ïðèìåðàõ, â ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñòàòüÿõ [7℄ è [8℄ íàõîäèëèñü òîëüêî �óíêöèè F . Î òåðíàðíîé

�óíêöèè g íè÷åãî íå ãîâîðèëîñü, õîòÿ ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ïîäñòà-

íîâêå â F �óíêöèè g â âèäå (2) ïîëó÷èì òîæäåñòâåííûé íîëü.

Â äàííîé ðàáîòå, ñëåäóÿ íàèáîëåå îáùåìó îïðåäåëåíèþ �èçè÷åñêèõ

ñòðóêòóð [1, �ë. 4.℄, ñ ó÷¼òîì àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà [6, 9℄, ââîäÿòñÿ è

èññëåäóþòñÿ n-àðíûå àëãåáðû Êóëàêîâà.

Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ïàðàãðà�å 2 ïðèâåäåíû îñ-

íîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ àëãåáðàìè Êóëàêîâà: ãîìî-

ìîð�èçìà, ïîäàëãåáðû, ïðîñòîé àëãåáðû Êóëàêîâà, ðàñøèðåíèÿ è ò.ï. Â

ïàðàãðà�å 3 ïðèâîäÿòñÿ îáùèå êîíñòðóêöèè è ñòðîÿòñÿ êîíêðåòíûå àë-

ãåáðû Êóëàêîâà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ òîæäåñòâ ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòå-

ëÿ � ëèíåéíîñòü, êîñîñèììåòðè÷íîñòü è, êàê ñëåäñòâèå, òîæäåñòâåííîå

ðàâåíñòâî íóëþ ïðè ñóæåíèè îïðåäåëèòåëÿ íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ �îð-

ìóëà Ëàïëàñà ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî âûäåëåííîìó íàáîðó ñòðîê

(ñì. [10℄, �2.4.). Â ïàðàãðà�å 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé

àëãåáð Êóëêàêîâà.

�2. Îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1 ([11, �ë. 1, � 3℄). Åñëè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïðå-

äåëåíà íå íà îäíîì ìíîæåñòâå A, à íà íåñêîëüêèõ A1, . . . , An, ò.å. íîñèòåëü
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àëãåáðû ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîãî ìíîæåñòâà, òî òàêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

ñèñòåìà A = 〈A1, . . . , An; Ω〉 íàçûâàåòñÿ ìíîãîñîðòíîé (n�ñîðòíîé)

2

, ãäå

Ω � ñèãíàòóðà àëãåáðû A (ìíîæåñòâî îñíîâíûõ îïåðàöèé àëãåáðû A).

Îïðåäåëåíèå 2 ([12, � 2.2.℄). Åñëè â àëãåáðå A îïðåäåëåíû ÷àñòè÷íûå

îïåðàöèè f
(τ)
i ∈ Ω, äåéñòâóþùèå íå íà âñ¼ì ìíîæåñòâå, òî òàêèå àëãåáðû

íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè. Çäåñü τ � àðíîñòü îïåðàöèè f
(τ)
i .

Îïðåäåëåíèå 3. Â àëãåáðå 〈A; Ω〉 k�àÿ ïåðåìåííàÿ â n�àðíîé îïå-

ðàöèè f ∈ Ω ñóùåñòâåííà, åñëè íàéäóòñÿ íàáîðû (x1, . . . , xn), (y1, . . . ,
yn) ∈ An òàêèå, ÷òî xi = yi ïðè i 6= k è xk 6= yk, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåä-

ëèâî f(x1, . . . , xn) 6= f(y1, . . . , yn).

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàöèÿ f(x1, . . . , xn) ñóùåñòâåííî
çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xk.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû Êóëàêîâà çà îñíîâó âîçüì¼ì

îïðåäåëåíèå Þ.È. Êóëàêîâà [1, 2℄, íî ïðè ýòîì îòêàæåìñÿ îò êîíêðåòèçà-

öèè ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ, è, ñëåäóÿ [6, 9℄, îïðåäåëèì ìíîãîñîðòíóþ

àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó.

Îïðåäåëåíèå 4. ×àñòè÷íàÿ (n + 1)�ñîðòíàÿ àëãåáðà 〈N1, . . . , Nn, B;
g, F, ε〉, ñ íóëüàðíîé îïåðàöèåé ε è ÷àñòè÷íûìè îïåðàöèÿìè

g : Np1
1 × . . .Npn

n → B, F : Bk → B,

â êîòîðûõ âñå ïåðåìåííûå ñóùåñòâåííûå, çàäà¼ò p�àðíóþ àëãåáðó Êóëà-

êîâà ðàíãà (k1, . . . , kn), ãäå k = k1!
(k1−p1)!

· . . . · kn!
(kn−pn)!

è p = p1 + . . .+ pn, åñëè

ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà N̂
ki
i ⊆ N

ki
i òàêèå, ÷òî âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ

àêñèîìà

K1. Äëÿ ëþáûõ (αi1, . . . , αiki) ∈ N̂
ki
i , ãäå i ∈ {1, . . . , n}, ñïðàâåäëèâî

F (g(α11, . . . , αnpn), . . . , g(α1k1, . . . , αnkn)) = ε. (6)

Àêñèîìà K1 ñîñòàâëÿåò ñóòü �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè

3

[1, �ë. 4℄

è äîïîëíÿåòñÿ àêñèîìàìè:

K2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïåðåñòàíîâîê πi : (1, . . . , ki) → (1, . . . , ki), åñëè

(αi1, . . . , αiki) ∈ N̂
ki
i , òî (αiπi(1), . . . , αiπi(ki)) ∈ N̂

ki
i .

2

Èíîãäà ãîâîðÿò ìíîãîîñíîâíîé, ìíîãîáàçèñíîé.

3

Ïåðâîíà÷àëüíî íàçûâàëàñü îáîáù¼ííîé èíâàðèàíòíîñòüþ .



207 Ì. Á. Íåùàäèì, À. À. Ñèìîíîâ

Àêñèîìà K2 îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (6) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ â êîðòåæàõ.

Êðîìå òîãî, ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Íàïðèìåð,

óñëîâèå òîãî, ÷òî çíà÷åíèÿ �óíêöèè g, ïîñòðîåííûå íà òî÷êàõ α11, . . . , α1p1 ∈
N1, . . . , αn1, . . . , αnpn ∈ Nn è îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî èõ ïåðåñòàíîâêîé (âíóò-

ðè êàæäîãî ìíîæåñòâà Ni), �óíêöèîíàëüíî çàâèñèìû.

K3. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïåðåñòàíîâîê πi : (1, . . . , pi) → (1, . . . , pi)
ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ fπ1,...,πn : B → B òàêàÿ, ÷òî

g(α1π1(1), . . . , α1π1(p1), . . . , αnπn(1), . . . , αnπn(pn)) =

fπ1,...,πn
(
g(α11, . . . , α1p1, . . . , αn1, . . . , αnpn)

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ F : Bk → B äëÿ p-àðíîé àëãåáðû Êóëàêî-

âà ðàíãà (k1, . . . , kn), áóäåò çàâèñåòü îò ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ò.ê.

òåïåðü

k =
k1!

p1!(k1 − p1)!
· . . . ·

kn!

pn!(kn − pn)!
.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áèíàðíûõ �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà îäíîì ìíîæåñòâå áû-

ëî ïîêàçàíî [13℄, ÷òî, åñëè g(ij) è g(ji) �óíêöèîíàëüíî ñâÿçàíû, òî ïðè

ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïåðåìåííûõ �óíêöèÿ g áóäåò ñèììåòðè÷íîé èëè
àíòèñèììåòðè÷íîé g(ij) = ±g(ji).

Ñëåäóÿ [11, �ë. 1℄, îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçìû àëãåáð Êóëàêîâà.

Îïðåäåëåíèå 5. Íàáîð îòîáðàæåíèé

λi : Ni → N
′, ψ : B → B′

äëÿ i ∈ {1, . . . , n} çàäà¼ò ãîìîìîð�èçì (n+1)�ñîðòíîé àëãåáðû Êóëàêîâà

〈N1, . . . ,Nn, B; g, F, ε〉 â àëãåáðó 〈N′

1, . . . ,N
′

n, B
′; g′, F ′, ε′〉, åñëè ψ(ε) = ε′,

à äèàãðàììû

N1, . . . ,Nn
g

−−−→ B

λ1×...×λn

y
yψ

N′

1, . . . ,N
′

n

g′

−−−→ B′

è

Bk F
−−−→ B

ψk

y
yψ

B′k F ′

−−−→ B′

êîììóòàòèâíû.

Åñëè îòîáðàæåíèÿ (λ1, . . . , λn, ψ) áèåêòèâíû, òî îíè çàäàþò èçîìîð-

�èçì àëãåáð Êóëàêîâà.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïîäàëãåáðû Êóëàêîâà.
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Îïðåäåëåíèå 6. Àëãåáðà 〈N′

1, . . . ,N
′

n, B
′; g′, F ′, ε′〉, ÿâëÿåòñÿ ñóæåíè-

åì àëãåáðû 〈N1, . . . ,Nn, B; g, F, ε〉 íà ïîäàëãåáðó (ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðà

〈N1, . . . ,Nn, B; g, F, ε〉 ÿâëÿåòñÿðàñøèðåíèåì àëãåáðû 〈N′

1, . . . ,N
′

n, B
′; g′, F ′, ε′〉),

åñëè ñïðàâåäëèâî N′

k ⊆ Nk, B
′ ⊆ B, ε′ = ε, à ñàìè îïåðàöèè g′, F ′

ñîâïà-

äàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè g|N′

1,...,N
′

n
è F |B′

.

Îïðåäåëåíèå 7. Åñëè ðàíãè àëãåáðû 〈N1, . . . ,Nn, B; g, F, ε〉 è å¼ ñóæå-
íèÿ 〈N′

1, . . . ,N
′

n, B
′; g′, F ′, ε′〉 ñîâïàäàþò, òî òàêóþ ïîäàëãåáðó áóäåì íàçû-

âàòü ïîäàëãåáðîé Êóëàêîâà.

Îïðåäåëåíèå 8. p-àðíàÿ àëãåáðà Êóëàêîâà 〈N1, . . . ,Nn, B; g, F, ε〉
ðàíãà (k1, . . . , kn) íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ïðè çàäàííîé �óíêöèè g íå

ñóùåñòâóåò �óíêöèé F̃ ñ ìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè ki.

Â ÷àñòíîñòè íàä ãðóïïîé 〈G; ·, −1, e〉 ïðè ïîìîùè �óíêöèè (1) ìîæíî

ïîñòðîèòü ïðîñòóþ áèíàðíóþ àëãåáðó Êóëàêîâà ðàíãà (2, 2), íî ñ òîé æå

�óíêöèåé g îñòàëüíûå àëãåáðû ðàíãà (r, s) 6= (2, 2) óæå íå ÿâëÿþòñÿ ïðî-

ñòûìè [6℄.

�3. ×àñòíûå ðåøåíèÿ

3.1. Òîæäåñòâî Ëàïëàñà. Íàïîìíèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü detA ìàòðèöû

A ïîðÿäêà n ìîæíî íàéòè ïî �îðìóëå Ëàïëàñà (ñì. [10℄, �2.4.):

detA =
∑

j1,...,jp

A

(
i1 . . . ip
j1 . . . jp

)
· A

(
ip+1 . . . in
jp+1 . . . jn

)
(−1)i+j , (7)

ãäå i1 < . . . < ip � �èêñèðîâàííûå íîìåðà p ñòðîê ìàòðèöû A, ip+1 <
. . . < in íîìåðà äîïîëíèòåëüíûõ ñòðîê, j1 < . . . < jp � íîìåðà p ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A, jp+1 < . . . < jn íîìåðà äîïîëíèòåëüíûõ ñòîëáöîâ, i = i1 +

. . . + ip, j = j1 + . . . + jp, A

(
i1 . . . ip
j1 . . . jp

)
� ìèíîð íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê

ñ íîìåðàìè i1, . . . , ip è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè j1, . . . , jp, A

(
ip+1 . . . in
jp+1 . . . jn

)
�

ìèíîð íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê ñ íîìåðàìè ip+1, . . . , in è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè
jp+1, . . . , jn è ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì j1 < . . . < jp.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü xji � ïåðåìåííûå, i = 1, . . . , 2n, j = 1, . . . , n,

V (i1, . . . , in) =

∣∣∣∣∣∣∣

x1i1 . . . x1in
.

.

.

.

.

.

.

.

.

xni1 . . . xnin

∣∣∣∣∣∣∣
,
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ãäå i1, . . . , in ∈ {1, . . . , 2n}. Òîãäà �óíêöèè

V (1, 2, . . . , n− 1, k), V (n, . . . , k̂, . . . , 2n), k = n, . . . , 2n

ñâÿçàíû åäèíñòâåííûì �óíêöèîíàëüíûì ðàâåíñòâîì

2n∑

k=n

(−1)k−nV (1, 2, . . . , n− 1, k)V (n, . . . , k̂, . . . , 2n) = 0, (8)

ãäå îáîçíà÷åíèå k̂ îçíà÷àåò, ÷òî èíäåêñ k ïðîïóùåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî Ëàïëàñà ê ïåðâûì n ñòðîêàì
îïðåäåëèòåëÿ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 . . . x1n−1 x1n x1n+1 . . . x12n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xn1 . . . xnn−1 xnn xnn+1 . . . xn2n
0 . . . 0 x1n x1n+1 . . . x12n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 xnn xnn+1 . . . xn2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0, (9)

ïîëó÷àåì òîæäåñòâî (8). Ïîêàæåì, ÷òî âñå îñòàëüíûå òîæäåñòâà, ñâÿçûâà-

þùèå V (1, 2, . . . , n−1, k), V (n, . . . , k̂, . . . , 2n), k = n, . . . , 2n �óíêöèîíàëüíî
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç (8).

Ïðèâåäåì ðàññóæäåíèå, îñíîâàííîå íà èäåå äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ìíîæå-

ñòâå. À èìåííî, äåéñòâèå îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû GL(n,R) íà âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå R

n
:

x =




x1

.

.

.

xn


 7→




a11 . . . a1n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 . . . ann







x1

.

.

.

xn


 = Ax

èíäóöèðóåò äåéñòâèå íà îïðåäåëèòåëÿõ V (i1, . . . , in) ïîðÿäêà n:

V 7→ ∆ · V, ∆ = det(A).

Ñîîòâåòñòâåííî, äåéñòâèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ GL(n,R)× GL(n, R) íà
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå R

2n
:

(
x
y

)
7→

(
Ax
By

)
, x, y ∈ R

n, A, B ∈ GL(n,R)

èíäóöèðóåò äåéñòâèå íà îïðåäåëèòåëÿõ ïîðÿäêà 2n:

W 7→ ∆ ·W, ∆ = det(A) · det(B).
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Åñëè âçÿòü ìàòðèöó

A =




x1n+1 . . . x12n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

xnn+1 . . . xn2n




−1

,

òî îïðåäåëèòåëü (9) ïîä äåéñòâèåì A×A ïåðåéäåò â îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z11 . . . z1n−1 z1n 1 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

zn1 . . . znn−1 znn 0 . . . 1
0 . . . 0 z1n 1 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 znn 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0, (10)

è äëÿ íåãî òîæäåñòâî (8) ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ

ζ =

∣∣∣∣∣∣∣

z11 . . . z1n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

zn1 . . . znn

∣∣∣∣∣∣∣

ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (8) â äàííîì ñëó÷àå

ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ êàê

�óíêöèè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé çà-

âèñèìîñòüþ ìåæäó �óíêöèåé ζ è ïåðåìåííûìè zji , i, j = 1, . . . , n. Îáðàò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå ãðóïï GL(n,R) × GL(n,R) íà R

2n
è GL(n,R) íà R

n

ñ ìàòðèöàìè A−1 × A−1
è A−1

ïðèâîäèò ê åäèíñòâåííîé �óíêöèîíàëü-

íîé çàâèñèìîñòè (8) äëÿ �óíêöèé V (1, 2, . . . , n− 1, k), V (n, . . . , k̂, . . . , 2n),
k = n, . . . , 2n.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 1. Ïðè n = 2 òîæäåñòâî (8) ïðèíèìàåò âèä

∣∣∣∣
x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣·
∣∣∣∣
x3 x4
y3 y4

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
x1 x4
y1 y4

∣∣∣∣·
∣∣∣∣
x2 x3
y2 y3

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
x1 x3
y1 y3

∣∣∣∣·
∣∣∣∣
x2 x4
y2 y4

∣∣∣∣ = 0. (11)

Äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîãî òîæäåñòâà. Ïóñòü α(i, j) �
îðèåíòèðîâàííàÿ âåëè÷èíà óãëà AiOAj ïðè âåðøèíå O, ãäå Ai = (xi, yi),
Aj = (xj, yj). Òîãäà

S(i, j) =

∣∣∣∣
xi xj
yi yj

∣∣∣∣ =
√
x2i + y2i ·

√
x2j + y2j · sinα(i, j)
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è òîæäåñòâî (11) ïðèìåò âèä

S(1, 2)S(3, 4) + S(1, 4)S(2, 3) + S(1, 3)S(4, 2) = 0

èëè

sinα(1, 2) sinα(3, 4) + sinα(1, 4) sinα(2, 3)+

sinα(1, 3) sinα(4, 2) = 0 (12)

ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà ïðîèçâåäåíèå

4∏
k=1

√
x2k + y2k. Òîæäåñòâî (12) ìîæíî

íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü èñõîäÿ èç ñòàíäàðòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

òîæäåñòâ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî óãëû α(1, 2), α(2, 3), α(3, 4)
� íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû, à óãëû α(4, 1), α(4, 2), α(1, 3) âûðàæàþòñÿ ïî

�îðìóëàì

α(4, 1) = 2π − α(1, 2)− α(2, 3)− α(3, 4),

α(4, 2) = 2π − α(2, 3)− α(3, 4),

α(1, 3) = α(1, 2) + α(2, 3).

Îòìåòèì, ÷òî (12) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òîæäåñòâî íà îêðóæíîñòè,

ñâÿçûâàþùåå òðè ïðîèçâîëüíûå òî÷êè èëè òðè ïðîèçâîëüíûõ îðèåíòèðî-

âàííûõ óãëà.

Îáðàòíî, èç òîæäåñòâà (12) ìîæíî ïîëó÷èòü ñòàíäàðòíûå òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ sin(α + β), cos(α + β). Íàïðèìåð, åñëè â (12)

ïîëîæèòü α(2, 3) = π/2, òî ïî ìîäóëþ î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ sin(α + π/2) =
cos(α), sin(α+ 2π) = sin(α), sin(−α) = − sin(α) ïîëó÷èì �îðìóëó

cos(α(1, 2) + α(3, 4)) = cos(α(1, 2)) cos(α(3, 4))

− sin(α(1, 2)) sin(α(3, 4)).

Èòàê, êâàäðàòè÷íîå òîæäåñòâî (11) äëÿ îïðåäåëèòåëåé âòîðîãî ïîðÿäêà

ðàâíîñèëüíî ñòàíäàðòíûì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâàì.

Çàìå÷àíèå 1. Òåíçîð �èìàíà (ñì. [14℄, ×. 2 � 9) óäîâëåòâîðÿåò ñîîò-

íîøåíèþ

Ri
j,kl +Ri

l,jk +Ri
k,lj = 0,

êîòîðîå, êàê ëåãêî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òîæäåñòâà (11).

Ïðèìåð 2. Ïðè n = 3 òîæäåñòâî (8) ïðèíèìàåò âèä

V (123)V (456)− V (124)V (563)+

V (125)V (634)− V (126)V (345) = 0, (13)
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ãäå

V (αjk) =

∣∣∣∣∣∣

xα xj xk
yα yj yk
zα zj zk

∣∣∣∣∣∣
(14)

� îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ

(xα, yα, zα), (xj , yj, zj), (xk, yk, zk).

Çàìå÷àíèå 2. Èíòåðåñíî áûëî áû ïîëó÷èòü èç òîæäåñòâà (13) ñòàí-

äàðòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ [15℄ äëÿ ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåò-

ðèè: òåîðåìû ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ.

Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì òåðíàðíóþ àëãåáðó Êóëàêîâà 〈R3,R; V, F6, 0〉 ðàí-
ãà 6. Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Ëàïëàñà ê ìàòðèöå

D6 =




x1 x2 x3 x4 x5 x6
y1 y2 y3 y4 y5 y6
z1 z2 z3 z4 z5 z6
0 x2 x3 x4 x5 x6
0 y2 y3 y4 y5 y6
0 z2 z3 z4 z5 z6



,

ïîëó÷èì òîæäåñòâî

F6 = V (123)V (456)− V (124)V (356) + V (125)V (346)−

V (126)V (345) + V (134)V (256)− V (135)V (246) + V (136)V (245)+

V (145)V (236)− V (146)V (235) + V (156)V (234) = 0. (15)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (15) ðàçáèâàåòñÿ íà äâà òîæäåñòâà:

V (123)V (456)− V (124)V (356)+

V (125)V (346)− V (126)V (345) = 0, (16)

V (134)V (256)− V (135)V (246) + V (136)V (245)+

V (145)V (236)− V (146)V (235) + V (156)V (234) = 0, (17)

ãäå (16) ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâîì (13). Íî êàæäîå èç ýòèõ òîæäåñòâ çàâèñèò

îò ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.
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Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ âîçìîæíîñòü êëàññè�èêàöèè

àëãåáð Êóëàêîâà. Ñ îäíîé ñòîðîíû ýòî àëãåáðû îáëàäàþùèå ýëåìåíòàð-

íûìè òîæäåñòâàìè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � àëãåáðû ïîñòðîåííûå ïðè

ïîìîùè ñîñòàâíûõ òîæäåñòâ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé êîìáèíàöèè ýëåìåí-

òàðíûõ.

Îïðåäåëåíèå 9. Òîæäåñòâî F : Bn → B îò n ïåðåìåííûõ íàçûâà-

åòñÿ ýëåìåíòàðíûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå �óíêöèè ñ ñóùå-

ñòâåííûìè ïåðåìåííûìè ψ : Bk → B îò äðóãèõ òîæäåñòâ Fi : B
ni → B,

çàâèñÿùèõ îò ìåíüøåãî ÷èñëà ni < n òåõ æå ïåðåìåííûõ

F (x1, . . . , xn) 6= ψ(F1(x
1
1, . . . , x

1
n1
), . . . , Fk(x

k
1, . . . , x

k
nk
)),

ãäå xij ∈ {x1, . . . , xn}.

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå àëãåáðû Êóëàêîâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïðî-

ñòûìè, îáëàäàþò òîëüêî ñîñòàâíûìè òîæäåñòâàìè. Îáðàòíîå óòâåðæäå-

íèå, êàê âèäèì, íå âåðíî.

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ V : N1 × N
2
2 → R îïðåäåë¼ííàÿ â âèäå (14)

çàäà¼ò òåðíàðíóþ àëãåáðó Êóëàêîâà 〈N1,N2,R;V, F(2,4), 0〉 ðàíãà (2, 4) ñ
ýëåìåíòàðíûì òîæäåñòâîì:

F(2,4) = V (αij)V (βkℓ)− V (αik)V (βjℓ) + V (αiℓ)V (βjk)+

V (αjk)V (βiℓ)− V (αjℓ)V (βik) + V (αkℓ)V (βij) = 0,

ñïðàâåäëèâûì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α, β ∈ N1 è i, j, k, ℓ ∈ N2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òîæäåñòâî F(2,4) ïîëó÷èì ðàñïèñûâàÿ îïðåäåëè-

òåëü ìàòðèöû 


xα 0 xi xj xk xℓ
yα 0 yi yj yk yℓ
zα 0 zi zj zk zℓ
0 xβ xi xj xk xℓ
0 yβ yi yj yk yℓ
0 zβ zi zj zk zℓ




ïðè ïîìîùè �îðìóëû Ëàïëàñà. Â ýëåìåíòàðíîñòè òîæäåñòâà ìîæíî óáå-

äèòüñÿ ðàññóæäåíèåì, àíàëîãè÷íûì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

�
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3.2. p-àðíûå àëãåáðû ðàíãà (k1, . . . , kn). Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââå-

ä¼ì �óíêöèþ {} : Nn+1 × Zn+1 → Nn, îòâå÷àþùóþ çà öèêëè÷åñêèé ñäâèã:

{α1, . . . , αn+1}
i = (αi, . . . , αi+n−1)

òàê, ÷òî

{α1, . . . , αn+1}
1 = (α1, . . . , αn), . . . , {α1, . . . , αn+1}

n+1 =

(αn+1, . . . , αn−1). (18)

Òåîðåìà 3. Ôóíêöèè g : Np1
1 × . . .×Npn

n → R, F : Rk → R âèäà

g(α11, . . . , αnpn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1 1 . . . 1
x1α11

. . . x1α1p1
x1α21

. . . x1αnpn

x2α11
. . . x2α1p1

x2α21
. . . x2αnpn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xp−1
α11

. . . xp−1
α1p1

xp−1
α21

. . . xp−1
αnpn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (19)

F =

n∑

i=1

(−1)I · g({α11, . . . , α1p1}
i1, . . . , {αn1, . . . , αnpn}

in), (20)

ãäå pi ≥ 1, k =
n∏
i=1

(pi + 1), p = p1 + . . . + pn, αij ∈ Ni è I =
n∑
j=1

ij íà

ìíîæåñòâàõ Ni = R
p−1, i = 1, . . . , n, çàäàþò p�àðíóþ àëãåáðó Êóëàêîâà

〈N1, . . . ,Nn,R; g, F, 0〉 ðàíãà (p1 + 1, . . . , pn + 1)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî �óíêöèÿ

(20) ïðåäñòàâèìà â âèäå îïðåäåëèòåëÿ, ïîñòðîåííîãî íà òî÷êàõ

α11, . . . , α1,p1+1 ∈ N1; . . . ;αn1, . . . , αn,pn+1 ∈ Nn

è òîæäåñòâåííî ðàâíîãî íóëþ:

F (α11, . . . , αnkn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1 0 . . . 0 . . . 0
0 . . . 0 1 . . . 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 0 . . . 1 . . . 1
1 . . . 1 1 . . . 1 . . . 1
x1α11

. . . x1α1(p1+1)
x1α21

. . . x1αn1
. . . x1αn(pn+1)

x2α11
. . . x2α1(p1+1)

x2α21
. . . x2αn1

. . . x2αn(pn+1)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xp−1
α11

. . . xp−1
α1(p1+1)

xp−1
α21

. . . xp−1
αn1

. . . xp−1
αn(pn+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (21)
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�

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå òåðíàðíîé àëãåáðû Êóëàêîâà ðàíãà (2, 2, 2) �óíêöèÿ
F ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè îïðåäåëèòåëÿ

F (α11, α12, α21, α22, α31, α32) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1
x1α11

x1α12
x1α11

x1α22
x1α31

x1α32

x2α11
x2α12

x2α11
x2α22

x2α31
x2α32

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

è ñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé (5).

Êàê ëåãêî âèäåòü, èç îáùåãî âûðàæåíèÿ (21) ïîëó÷àþòñÿ ÷àñòíûå (3)

è (4) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåðíàðíûõ àëãåáð ðàíãîâ r = 4 è r = (3, 2).

Òåîðåìà 4. Åñëè îïðåäåëåíà p�àðíàÿ àëãåáðà Êóëàêîâà 〈N1, . . . ,Nn, B;
g, F, ε〉 ðàíãà (p1+1, . . . , pn+1), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i ∈ {1, . . . , n} ìîæíî

ïîñòðîèòü p�àðíóþ àëãåáðó Êóëàêîâà 〈N1, . . . ,Nn, B; g, F̃ , ε〉 ðàíãà (p1 +
1, . . . , pi + 2, . . . , pn + 1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì �óíêöèþ F̃ . Äëÿ òîãî, ÷òîáû â �óíê-

öèþ F̃ âîøëè çíà÷åíèÿ �óíêöèè g, ïîñòðîåííûå íà âñåõ αi1, . . . , αi,pi+2 ∈
Ni, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü �óíêöèè F , ïîñòðîåííûå íà êîðòåæàõ αi1,
. . . , αipi, αi,pi+1 ∈ Ni, αi1, . . . , αipi, αi,pi+2 ∈ Ni è αi1, . . . , αi,pi−1, αi,pi+1, αi,pi+2 ∈
Ni. Òîãäà ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ψ : B3 → B 
 ñó-

ùåñòâåííîé çàâèñèìîñòüþ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è óñëîâèåì, ÷òî òîëüêî

òðîéêà (ε, ε, ε) îòîáðàæàåòñÿ â ε = ψ(ε, ε, ε), ïîñòðîèì èñêîìîå îòîáðàæå-

íèå F̃ :

F̃ (. . . , αi1, . . . , αi,pi+2, . . .) = ψ
(
F (. . . , αi1, . . . , αipi, αi,pi+1, . . .),

F (. . . , αi1, . . . , αipi, αi,pi+2, . . .),

F (. . . , αi1, . . . , αi,pi−1, αi,pi+1, αi,pi+2, . . .)
)
.

�

Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû Êóëàêîâà, ïðè ïîìîùè ñîñòàâíîãî

òîæäåñòâà âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü àëãåáðó áîëüøåãî ðàíãà.

�4. �ðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé àëãåáð Êóëàêîâà
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Äëÿ áèíàðíûõ �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â ðàáîòàõ [16, 17℄ áûëà óñòàíîâëå-

íà ýêâèâàëåíòíîñòü ãðóïïîâîé è �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèé, à òàêæå

ñâÿçü ñ êðàòíî òðàíçèòèâíûìè ãðóïïàìè [9, 18℄. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè èç-

âåñòíà áèíàðíàÿ �èçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, îïðåäåë¼ííàÿ íà îäíîì èëè äâóõ

ìíîæåñòâàõ, òî �óíêöèÿ g : N1 × N1 → R èëè g : N1 ×N2 → R èíâàðè-

àíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ r�ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé

θ : N1 × R
r → N1, χ : N2 × R

r → N2 òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâî

g(θ(i, a1, . . . , ar), θ(j, a1, . . . , ar)) = g(i, j),

èëè

g(θ(i, a1, . . . , ar), χ(α, a1, . . . , ar)) = g(i, α),

ãäå i, j ∈ N1, α ∈ N2, (a1, . . . , ar) ∈ R
r
. Ïðè ýòîì óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåæäó

ðàíãîì �èçè÷åñêîé ñòðóêòóðû è ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ r ãðóïïû ïðåîáðàçî-

âàíèé åñòü âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Àíàëîãè÷íî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî n�àðíàÿ àëãåáðà Êóëàêîâà äîïóñêàåò
r�ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äâèæåíèé, åñëè èìåþòñÿ òàêèå îòîáðàæåíèÿ

θk : Nk × R
r → Nk,

çàäàþùèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (θk,Nk), ãäå k = 1, . . . , n, äëÿ êîòîðûõ

ñïðàâåäëèâî

g(θ1(α11, a), . . . , θn(αnpn, a)) = g(α11, . . . , αnpn),

ãäå αki ∈ Nk è a ∈ R
r.

Íàïðèìåð, �óíêöèÿ (2) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ

θ(x, y, a1, . . . , a6) =
(
θ1(x, y, a), θ2(x, y, a)

)
=

(
a1 + a2x+ a3y, a4 + a5x+ a6y

)
,

ãäå a2a6 − a5a3 = 1, çàäàþùåãî ïÿòè�ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçî-

âàíèé ïëîñêîñòè. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïåðåïèñàâ äàííîå ïðåîáðàçîâà-

íèå â âèäå

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
θ1(xi, yi, a) θ1(xj , yj, a) θ1(xk, yk, a)
θ2(xi, yi, a) θ2(xj , yj, a) θ2(xk, yk, a)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣




1 0 0
a1 a2 a3
a4 a5 a6


 ·




1 1 1
xi xj xk
yi yj yk



∣∣∣∣∣∣
.
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Òåîðåìà 5. Ôóíêöèÿ (19) p�àðíîé àëãåáðû Êóëàêîâà 〈N1, . . . , Nn,R;
g, F, 0〉 ðàíãà (p1 + 1, . . . , pn + 1) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâóþùåé
â ïðîñòðàíñòâå R

p−1
ãðóïïû R

p−1 ⋋ SLp−1(R).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç çàäàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà

R
p−1

ìàòðèöåé (
1 0

T

a Mp−1(R)

)
,

ãäå a ∈ R
p−1, 0T � ñòðîêà íóëåé, Mp−1(R) ∈ SLp−1(R) � ìàòðèöà ñ åäè-

íè÷íûì îïðåäåëèòåëåì. �

Íàïðèìåð, �óíêöèÿ g âèäà (14) òåðíàðíîé àëãåáðû 〈N1,N2, R;V, F(2,4), 0〉
ðàíãà (2, 4) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû SL3(R).

�5. Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ áèíàðíûõ �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå ñó-

ùåñòâóåò íåñêîëüêî íåýêâèâàëåíòíûõ ðåøåíèé, îáëàäàþùèõ ðàçíîé ãðóï-

ïîé äâèæåíèé îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Âîçíèêàþò çàêîíîìåðíûå âîïðî-

ñû � ñóùåñòâóþò ëè òåðíàðíûå àëãåáðû Êóëàêîâà ñ îòëè÷àþùåéñÿ îò

R
2 ⋋ SL2(R) è SL3(R) ãðóïïàìè è ÷åì îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü òàêîé

ãðóïïû?

Èçíà÷àëüíî ðàññìàòðèâàëèñü �èçè÷åñêèå ñòðóêòóðû â êîòîðûõ çíà-

÷åíèÿ �óíêöèè g, ïîñòðîåííûå íà ðàçíûõ ïåðåñòàíîâêàõ ñâÿçàíû ìåæ-

äó ñîáîé, ò.å. äëÿ áèíàðíûõ g(ij) = ψ(g(ji)) èëè òåðíàðíûõ g(ijk) =
ψ1(g(jik)) = ψ2(g(kji)). Ñóùåñòâóþò ëè ïðîñòûå àëãåáðû Êóëàêîâà ñ ýëå-

ìåíòàðíûìè òîæäåñòâàìè ñâîáîäíûå îò òàêîé ñâÿçè?

�.�. Ìèõàéëè÷åíêî äîêàçàë êëàññè�èêàöèîííóþ òåîðåìó (îáùèé îáçîð

ðåçóëüòàòîâ ñì. â [19℄) äëÿ áèíàðíûõ �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà äâóõ ìíî-

æåñòâàõ, èç êîòîðîé ñëåäóåò èõ ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ðàíãîâ (2, 4), (n, n),
(n, n + 1) ïðè óñëîâèè n > 2. Êðîìå òîãî, îí æå íàø¼ë òåðíàðíûå �è-

çè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (4) íà îäíîì, (2, 3) íà äâóõ è (2, 2, 2) íà òð¼õ

ìíîæåñòâàõ. Â òåîðåìå 2 ìû ïîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîé òåðíàðíîé

àëãåáðû Êóëàêîâà ðàíãà (2, 4) ñ ýëåìåíòàðíûì òîæäåñòâîì. Îñòà¼òñÿ îò-

êðûòûì âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ïðîñòûå òåðíàðíûå àëãåáðû Êóëà-

êîâà ñ ýëåìåíòàðíûì òîæäåñòâîì?

Ñòàòüÿ ðîäèëàñü èç ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîæåëàíèÿ �.�. Ìèõàéëè÷åíêî

ðàññìîòðåòü íåêîòîðûå ãðóïïîâûå âîïðîñû n�àðíûõ �èçè÷åñêèõ ñòðóê-

òóð, íî âíåçàïíàÿ åãî êîí÷èíà ïîìåøàëà ðåàëèçàöèè ýòèõ ïëàíîâ. Ñâåòëîé

ïàìÿòè �åííàäèÿ �ðèãîðüåâè÷à Ìèõàéëè÷åíêî � óäèâèòåëüíîãî ó÷åíîãî,
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ñòîÿâøåãî ó èñòîêîâ òåîðèè �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, àâòîðû ïîñâÿùàþò ýòó

ñòàòüþ.
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