
CИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ИНДУСТРИАЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2023. Т. 26, № 4. C. 109–124

УДК 517.9

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ БЭКЛУНДА РЕЛЯТИВИСТСКОГО
УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА

© 2023 М. В. Нещадим1,2a, А. А. Симонов2b

1Институт математики им. С. Л. Соболева СО РАН,
просп. Акад. Коптюга, 4, г. Новосибирск 630090, Россия,

2Новосибирский государственный университет,
ул. Пирогова, 1, г. Новосибирск 630090, Россия

E-mails: aneshch@math.nsc.ru, ba.simonov@g.nsu.ru

Поступила в редакцию 23.07.2023 г.; после доработки 12.10.2023 г.;
принята к публикации 01.11.2023 г.

Исследуется система уравнений, которая получена на основе релятивистского уравнения
Шредингера и связывает функции потенциала, амплитуды и фазы. Методами теории
совместности систем дифференциальных уравнений в частных производных находятся
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Найденные системы связаны преобразованиями Бэклунда.
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ВВЕДЕНИЕ

Для построения точных решений дифференциальных уравнений, исследования их сим-
метрийных свойств и поисков законов сохранения используются методы группового анализа
дифференциальных уравнений [1–4], метод дифференциальных подстановок [5] и, более об-
щим образом, метод преобразований Ли—Бэклунда [6, 7] в пространстве джетов продолжен-
ного уравнения [8, 9]. На практике, как правило, встречаются более частные случаи преобра-
зований Ли—Бэклунда — дифференциальные соответствия между двумя системами диффе-
ренциальных уравнений, получившие название преобразований Бэклунда [10–12]. Такие соот-
ветствия представляют собой дифференциальную связь между двумя системами дифферен-
циальных уравнений, позволяющую по известному решению одной системы конструктивно
находить решение второй системы. Преобразования Бэклунда для определённых уравнений
имеют как правило именное название: каскадный метод Лапласа, преобразование Эйлера—
Дарбу, преобразование Бианки, преобразование Мутара, метод билинейных уравнений Хироты
и т. д. [2–4,13,14]. Так, например, преобразование Коула—Хопфа связывает уравнение тепло-
проводности и уравнение Бюргерса [15]. Преобразование Миуры связывает мКдФ и КдФ [16].
Отметим, что прямое и обратное преобразования Бэклунда, как правило, имеют разные каче-
ственные свойства. Так, например, дифференциальная подстановка Коула—Хопфа u = 2vx/v
переводит уравнение теплопроводности vt = vxx в уравнения Бюргерса ut = uux + uxx, а об-
ратный переход связан с нелокальным разрешением v = exp(−1

2

∫
udx). На преобразовании

Коула—Хопфа основан метод прогонки [17]. С помощью этой замены были найдены общие
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решения дифференциальных уравнений и систем дифференциальных уравнений второго по-
рядка для горизонтально-слоистых сред [18–21]. Преобразования Бэклунда используются при
построении солитонных решений нелинейных уравнений, изучении симметрий и законов со-
хранения, а также являются важнейшим инструментом при изучении уравнений в частных
производных и представляют собой отображения, связывающие разные решения этих урав-
нений [13]. Ранние исследования таких отображений для нелинейного уравнения Шредингера
можно найти в [22–24]. Интерес к преобразованиям Бэклунда обусловлен также обнаружен-
ными связями с квантовыми интегрируемыми системами и феноменом разделения перемен-
ных [25, 26]. Нахождение соответствий Бэклунда для актуальных уравнений математической
физики есть трудоёмкая самостоятельная задача. Примеры преобразований Бэклунда и их
применение можно найти в [13,14,27].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим уравнение Клейна—Гордона—Фока [28] (релятевистское уравнение Шредин-
гера):

Wtt =Wxx + UW, (1)

где W = ReiS , i — мнимая единица и U , R, S — некоторые вещественнозначные функции
переменных t, x. Для сокращения записи используются обозначения Wt =

∂W
∂t , Wtt =

∂2W
∂t2

,
Wx = ∂W

∂x , Wxx = ∂2W
∂x2

и т. д. для частных производных. Функции U , R, S называются соот-
ветственно, потенциалом, амплитудой и фазой. Рассматривается задача исключения из соот-
ношения (1) одной из функций U , R, S. Такие преобразования являются частью общей теории
переопределённых систем дифференциальных уравнений в частных производных. Условно та-
кие преобразования можно выразить следующей диаграммой

где через [R,U ], [U, S], [R,S] обозначены системы дифференциальных уравнений, полученные
исключением функций S, R, U из уравнения (1), стрелки a, b, c соответствуют исключению
функций R, S, U из уравнения (1), а стрелки α, β, γ по сути являются преобразованиями
Бэклунда.

Отметим, что аналогичная задача была рассмотрена в работе [29] для классического урав-
нения Шредингера.

Уравнение (1) для комплекснозначной функции W равносильно системе двух веществен-
ных уравнений в виде системы

Rtt −RS2
t = Rxx −RS2

x + UR, 2RtSt +RStt = 2RxSx +RSxx. (2)

В работе получены дифференциальные соотношения [U, S] (теорема 1), содержащие толь-
ко функции U , S, и соотношения [U,R] (теорема 2), содержащие только функции U , R. При
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этом мы пользуемся алгоритмом теории совместности [30, 31] приведения в инволюцию пере-
определённой системы. Переход от соотношения [U, S] к соотношению [U,R] осуществляется
введением дифференциальных соотношений для функции R и, фактически, представляет со-
бой преобразования Бэклунда [10]. Обратный переход от соотношения [U,R] к соотношению
[U, S] осуществляется введением дифференциальных соотношений для функции S и представ-
ляет собой обратное преобразование Бэклунда.

Если считать, что в (2) функции U , R известны, то это будет переопределённой системой
на функцию S. Если U , S известны, то это будет переопределённой системой на функцию R.
В каждом из этих случаев система (2) разрешима при дополнительных условиях — услови-
ях совместности на известные функции. Основная цель данной работы — найти эти условия
совместности. В качестве следствия получаются вполне интегрируемые системы, решение ко-
торых даёт точное решение уравнения (1).

Приведены примеры построения точных решений для системы [R,S]. Так как восста-
новление функции U по амплитуде R и фазе S — это решение обратной задачи, когда по
рассеянной частице/волне с параметрами (R,S) можно восстановить вид потенциальной ямы
U .

Все рассматриваемые функции предполагаются аналитическими.

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ a — ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ R ИЗ СИСТЕМЫ (2)

Перепишем (2) в виде

Rtt = Rxx +R(S2
t − S2

x + U), Rt = Rx
Sx
St

+R
Sxx − Stt

2St
. (3)

Имеет место следующая теорема.
Теорема 1. Пусть функции A, B, C, D0, D1, E0, E1, F0, F1, G0, G1, H0, H1 определя-

ются по функциям S = S(t, x), U = U(t, x) следующей рекуррентной системой равенств:

A = S2
t − S2

x + U, B =
Sx
St
, C =

Sxx − Stt
2St

, (4)

D1 =
Bt + 2BC +BBx

1−B2
, D0 =

BCx + Ct + C2 −A

1−B2
, (5)

E1 = Bx +BD1 + C, E0 = Cx +BD0, (6)

F1 = D1t +D1E1 +D0B, F0 = D0t +D1E0 +D0C, (7)

G1 = E1x + E1D1 + E0, G0 = E0x + E1D0, (8)

H0 =
G0 − F0

F1 −G1
, H1 = BH0 + C. (9)

Тогда функции (S,U,R), где
1) функции (S,U) — решение уравнения

H1x = H0t,

2) функция R — решение системы

Rx = H0R, Rt = H1R,

совместной в силу 1), являются решением системы (2), и, следовательно, W = ReiS —
решение уравнения Клейна—Гордона (1) с потенциалом U .
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Доказательство. В силу обозначения (4) система (3) принимает вид

Rtt = Rxx +AR, Rt = BRx + CR. (10)

Из второго соотношения (10) находим

Rtx = BxRx +BRxx + CxR+ CRx = BRxx + (Bx + C)Rx + CxR, (11)

Rtt = BtRx +BRtx + CtR+ CRt =

в силу (10)
= BtRx +BRtx + CtR+ CBRx + C2R =

= BRtx + (Bt +BC)Rx + (Ct + C2)R =

в силу (11)

= B2Rxx +B(Bx + C)Rx +BCxR+ (Bt +BC)Rx + (Ct + C2)R =

= B2Rxx + (Bt + 2BC +BBx)Rx + (BCx + Ct + C2)R. (12)

Из (10) и (12) получаем

Rxx +AR = B2Rxx + (Bt + 2BC +BBx)Rx + (BCx + Ct + C2)R,

Rxx =
Bt + 2BC +BBx

1−B2
Rx +

BCx + Ct + C2 −A

1−B2
R.

В силу обозначения (5)
Rxx = D1Rx +D0R. (13)

В силу (13) соотношение (11) принимает вид

Rtx = BD1Rx +BD0R+ (Bx + C)Rx + CxR =

= (BD1 +Bx + C)Rx + (BD0 + Cx)R.

В силу обозначения (6)
Rtx = E1Rx + E0R. (14)

Из (13) находим
Rxxt = D1tRx +D1Rtx +D0tR+D0Rt.

В силу (10) и (14)

Rxxt = D1tRx +D1(E1Rx + E0R) +D0tR+D0(BRx + CR) =

= (D1t +D1E1 +D0B)Rx + (D0t +D1E0 +D0C)R.

В силу обозначения (7)
Rxxt = F1Rx + F0R. (15)

Из (14) находим
Rtxx = E1xRx + E1Rxx + E0xR+ E0Rx.

В силу (13)
Rtxx = E1xRx + E1(D1Rx +D0R) + E0xR+ E0Rx =

= (E1x + E1D1 + E0)Rx + (E0x + E1D0)R.
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В силу обозначения (8)
Rtxx = G1Rx +G0R. (16)

Из (15) и (16) находим

F1Rx + F0R = G1Rx +G0R, Rx =
G0 − F0

F1 −G1
R.

В силу обозначения (9)
Rx = H0R. (17)

В силу (17) второе соотношение (10) принимает вид

Rt = (BH0 + C)R.

В силу обозначения (9)
Rt = H1R. (18)

Из (17) и (18), в силу условия совместности Rtx = Rxt, получаем

H1xR+H1Rx = H0tR+H0Rt.

В силу (17) и (18)
H1xR+H1H0R = H0tR+H0H1R,

то есть
H1x = H0t. (19)

Соотношение (19) — искомое соотношение на функции S, U . При его выполнении функция R
находится из совместной системы (17), (18).

Теорема доказана. □

3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ b — ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ S ИЗ СИСТЕМЫ (2)

Имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Пусть функции A, B1, B2, D1, D2, D3, D4, E1, E2, E3, E4, F1, F2, F3, F5, F6,

F7, F8, G1, G2, G3, G4, H1, H3, H5, H6, H7, H8, ψ, φ определяются по функциям R = R(t, x),
U = U(t, x) следующей рекуррентной системой равенств:

A =
Rtt −Rxx

R
− U, B1 = 2

Rx
R
, B2 = −2

Rt
R
, (20)

D1 =
At
2A

, D2 = −B2

A
, D3 =

Ax
2A

, D4 = −B1

A
, (21)

E1 = D3 −AD4, E2 = D4, E3 = D1, E4 = D2, (22)

F1 = E1x + E3D1 + E2
1 − 2AE3E4,

F2 = E3D2,
F3 = E2x + E4D1 + 4E1E2 − 2E3E4 − 2AE2

4 ,
F5 = E4D2 + 2E2

4 ,
F6 = E3x + E3D3 + E1E3,

F7 = E4x + E3D4 + E4D3 + 3E1E4 + 3E2E3,
F8 = E4D4 + 5E2E4,

(23)

G1 = E3 −AE4, G2 = E4, G3 = E1, G4 = E2, (24)
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H1 = D1t +D3E1 +D1G1 − 2AD4G3,
H3 = D2t +D3E2 +D4E1 +D1G2 + 3D2G1−

2AD4G4 + 2D4G3,
H5 = D4E2 + 3D2G2 + 2D4G4,
H6 = D3t +D3E3 +D1G3,

H7 = D4t +D3E4 +D4E3 +D1G4 + 3D2G3 + 2D4G1,
H8 = D4E4 + 3D2G4 + 2D4G2,

(25)

ψ =
√
w2 −A, φ =

√
A+ ψ2,

где w — решение алгебраического уравнения 10-й степени

((H1 − F1)w − F2w
2 + (H3 − F3)w

3 + (H5 − F5)w
5)2 =

(w2 −A)((H6 − F6) + (H7 − F7)w
2 + (H8 − F8)w

4)2.

Тогда функции (R,U, S), где
1) функции (R,U) — решение уравнения

φt = ψx,

2) функция S — решение системы

St = φ, Sx = ψ,

совместной в силу 1), являются решением системы (11), и, следовательно, W = ReiS —
решение уравнения Клейна—Гордона (1) с потенциалом U .

Доказательство. Исключаем функцию S из (2)

S2
t =

Rtt −Rxx
R

− U + S2
x, Stt = Sxx + 2

Rx
R
Sx − 2

Rt
R
St. (26)

В силу обозначения (20) система (26) примет вид

St =
√
A+ S2

x, Stt = Sxx +B1Sx +B2

√
A+ S2

x. (27)

Из первого соотношения системы (27) находим

Stx =
Ax + 2SxSxx

2
√
A+ S2

x

, (28)

Stt =
At + 2SxStx

2
√
A+ S2

x

=

в силу (28)

=
At

2
√
A+ S2

x

+
Sx√
A+ S2

x

Ax + 2SxSxx

2
√
A+ S2

x

=

=
At

2
√
A+ S2

x

+
SxAx

2(A+ S2
x)

+
S2
xSxx

A+ S2
x

. (29)

В силу (29) и второго соотношения (27) получаем

At

2
√
A+ S2

x

+
SxAx

2(A+ S2
x)

+
S2
xSxx

A+ S2
x

= Sxx +B1Sx +B2

√
A+ S2

x,
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ASxx
A+ S2

x

=
At

2
√
A+ S2

x

+
SxAx

2(A+ S2
x)

−B1Sx −B2

√
A+ S2

x,

Sxx =
At
2A

√
A+ S2

x +
Ax
2A

Sx −
B1

A
(A+ S2

x)Sx −
B2

A
(A+ S2

x)
3/2.

Далее будем записывать все соотношения в виде

f(w) + Sxg(w),

где w =
√
A+ S2

x и f , g — рациональные функции от w. В силу этого соглашения

Sxx =
At
2A

w − B2

A
w3 + Sx

(
Ax
2A

− B1

A
w2

)
.

В силу обозначения (21) система (27) свелась к виду

St = w, Sxx = D1w +D2w
3 + Sx

(
D3 +D4w

2
)
. (30)

Составим условие совместности (St)xx = (Sxx)t.
Соотношение (28) в силу системы (30) принимает вид

Stx =
Ax
2
w−1 + Sxw

−1Sxx =

=
Ax
2
w−1 + Sx

(
D1 +D2w

2 + Sx(D3w
−1 +D4w)

)
=

=
Ax
2
w−1 + Sx(D1 +D2w

2) + S2
x(D3w

−1 +D4w) =

(в силу равенства S2
x = w2 −A)

=
Ax
2
w−1 + Sx(D1 +D2w

2) + (w2 −A)(D3w
−1 +D4w) =

=
Ax
2
w−1 + Sx(D1 +D2w

2) +D3w +D4w
3 −AD3w

−1 −AD4w =

= (
Ax
2

−AD3)w
−1 + (D3 −AD4)w +D4w

3 + Sx(D1 +D2w
2).

В силу обозначения (21)
Ax
2

−AD3 =
Ax
2

−A
Ax
2A

= 0.

В силу обозначения (22)
Stx = E1w + E2w

3 + Sx(E3 + E4w
2). (31)

Так как St = w, то
wx = E1w + E2w

3 + Sx(E3 + E4w
2).

Из (31) находим
Stxx = E1xw + E2xw

3 + Sx(E3x + E4xw
2)+

+Sxx(E3 + E4w
2) + (E1w + 3E2w

2 + 2E4Sxw)wx =

= E1xw + E2xw
3 + Sx(E3x + E4xw

2)+

+(E3 + E4w
2)(D1w +D2w

3 + Sx(D3 +D4w
2))+

+(E1w + 3E2w
2 + 2E4Sxw)(E1w + E2w

3 + Sx(E3 + E4w
2)) =
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= E1xw + E2xw
3 + Sx(E3x + E4xw

2)+

+E3D1w + E3D2w
2 + E4D1w

3 + E4D2w
5+

+Sx(E3D3 + E3D4w
2 + E4D3w

2 + E4D4w
4)+

+E2
1w + E2E1w

3 + 2E1E4w
2Sx+

+E1E2w
3 + 3E2

2w
5 + 2E2E4Sxw

4+

+Sx(E1E3 + E1E4w
2 + 3E2E3w

2 + 3E2E4w
4)+

+S2
x(2E3E4w + 2E2

4w
3) =

= (E1x + E3D1 + E2
1)w + E3D2w

2+

+(E2x + E4D1 + 4E1E2)w
3 + E4D2w

5+

+Sx
[
E3x + E4xw

2 + E3D3 + E3D4w
2+

+E4D3w
2 + E4D4w

4 + 2E1E4w
2 + 2E2E4w

4+

+ E1E3 + E1E4w
2 + 3E2E3w

2 + 3E2E4w
4
]
+

+S2
x(2E3E4w + 2E2

4w
3) =

= (E1x + E3D1 + E2
1)w + E3D2w

2 + (E2x + E4D1 + 4E1E2)w
3 + E4D2w

5+

+Sx
[
(E3x + E3D3 + E1E3) + w2(E4x + E3D4 + E4D3 + 3E1E4 + 3E2E3)

+ w4(E4D4 + 5E2E4)
]
+ (w2 −A)(2E3E4w + 2E2

4w
3) =

= (E1x + E3D1 + E2
1 − 2AE3E4)w + E3D2w

2+

+(E2x + E4D1 + 4E1E2 − 2E3E4 − 2AE2
4)w

3 + (E4D2 + 2E2
4)w

5+

+Sx
[
(E3x + E3D3 + E1E3) + w2(E4x + E3D4 + E4D3 + 3E1E4 + 3E2E3)

+ w4(E4D4 + 5E2E4)
]
.

В силу обозначения (23)

Stxx = F1w + F2w
2 + F3w

3 + F5w
5 + Sx(F6 + F7w

2 + F8w
4). (32)

Далее находим

wt =
At + 2SxStx

2w
=

в силу (31)

=
At
2w

+
Sx
w

(E1w + E2w
3 + Sx(E3 + E4w

2)) =

=
At
2w

+ Sx(E1 + E2w
2) +

S2
x

w
(E3 + E4w

2) =

=
At
2w

+ Sx(E1 + E2w
2) +

w2 −A

w
(E3 + E4w

2) =

=
At
2w

+ Sx(E1 + E2w
2) + E3w + E4w

3 − AE3

w
−AE4w =

= (
At
2

−AE3)w
−1 + (E3 −AE4)w + E4w

3 + Sx(E1 + E2w
2) =

в силу (21) и (22)
= (E3 −AE4)w + E4w

3 + Sx(E1 + E2w
2).
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В силу обозначения (24)
wt = G1w +G2w

3 + Sx(G3 +G4w
2).

Далее из второго соотношения (30) находим (Sxx)t

Sxxt = D1tw +D2tw
3 + Sx(D3t +D4tw

2)+

+Stx(D3t +D4tw
2) + (D1 + 3D2w

2 + 2SxD4w)wt =

= D1tw +D2tw
3 + Sx(D3t +D4tw

2)+

+(D3 +D4w
2)(E1w + E2w

3 + Sx(E3 + E4w
2))+

+(D1 + 3D2w
2 + 2SxD4w)(G1w +G2w

3 + Sx(G3 +G4w
2)) =

= (D1tw +D2tw
3) + (D3 +D4w

2)(E1w + E2w
3)+

+(D1 + 3D2w
2)(G1w +G2w

3) + 2S2
xD4w(G3 +G4w

2)+

+Sx
[
(D3t +D4tw

2) + (D3 +D4w
2)(E3 + E4w

2)+

+ (D1 + 3D2w
2)(G3 +G4w

2) + 2D4w(G1w +G2w
3)
]
=

= D1tw +D2tw
3 +D3E1w +D3E2w

3 +D4E1w
3 +D4E2w

5+

+D1G1w +D1G2w
3 + 3D2G1w

3 + 3D2G2w
5

+2D4(w
2 −A)(G3 +G4w

2)w+

+Sx
[
D3t +D4tw

2 +D3E3 +D3E4w
2 +D4E4w

4)+

+ D1G3 +D1G4w
2 + 3D2G3w

2 + 3D2G4w
4 + 2D4G1w

2 + 2D4G2w
4
]
=

= w(D1t +D3E1 +D1G1 − 2AD4G3)+

+w3(D2t +D3E2 +D4E1 +D1G2 + 3D2G1 − 2AD4G4 + 2D4G3)+

+w5(D4E2 + 3D2G2 + 2D4G4) + Sx [(D3t +D3E3 +D1G3)+

+w2(D4t +D3E4 +D4E3 +D1G4 + 3D2G3 + 2D4G1)+

+ w4(D4E4 + 3D2G4 + 2D4G2)
]
.

В силу обозначения (25)

Sxxt = H1w +H3w
3 +H5w

5 + Sx(H6 +H7w
2 +H8w

4). (33)

В силу (32) и (33) условие совместности Stxx = Sxxt принимает вид

(H1 − F1)w − F2w
2 + (H3 − F3)w

3 + (H5 − F5)w
5+

+Sx((H6 − F6) + (H7 − F7)w
2 + (H8 − F8)w

4) = 0. (34)

Из соотношения (34) находим
Sx = ψ,

где ψ зависит только от функций R и U и их производных. Далее из первого соотношения (27)
получаем

St = φ,

где
φ =

√
A+ ψ2.
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И остаётся составить условие совместности

φx = ψt

— искомое соотношение на функции R и U .
Отметим, что для того чтобы найти Sx из (34) надо составить равенство

(H1 − F1)w − F2w
2 + (H3 − F3)w

3 + (H5 − F5)w
5 =

−Sx((H6 − F6) + (H7 − F7)w
2 + (H8 − F8)w

4),

возвести его в квадрат

((H1 − F1)w − F2w
2 + (H3 − F3)w

3 + (H5 − F5)w
5)2 =

S2
x((H6 − F6) + (H7 − F7)w

2 + (H8 − F8)w
4)2,

подставить S2
x = w2 −A

((H1 − F1)w − F2w
2 + (H3 − F3)w

3 + (H5 − F5)w
5)2 =

(w2 −A)((H6 − F6) + (H7 − F7)w
2 + (H8 − F8)w

4)2

решить полученное уравнение степени 10 относительно w и найти

Sx =
√
w2 −A

— функцию от R и U и их производных.
Теорема доказана. □

4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ c — ИСКЛЮЧЕНИЕ ФУНКЦИИ U ИЗ СИСТЕМЫ (2)

Из первого соотношения (2) находим

U =
1

R
(Rtt −Rxx) + (S2

x − S2
t ). (35)

На функции R и S остаётся второе соотношение системы (2).

Stt − Sxx = 2

(
Rx
R
Sx −

Rt
R
St

)
. (36)

Пример 1. Если R, S пара гармонически сопряжённых функций

Rt = Sx, Rx = −St,

то (36) принимает вид
Stt − Sxx = 0.

Следовательно,
S = f(x+ t) + g(x− t),

где f , g — некоторые функции одного аргумента. Тогда на функцию R имеем систему

Rt = f ′(x+ t) + g′(x− t), Rx = −f ′(x+ t) + g′(x− t).

Из условия совместности Rtx = Rxt получаем

f ′′(x+ t) + g′′(x− t) = 0.
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Так как x+ t, x− t — независимые переменные, то

f ′′(x+ t) = λ, g′′(x− t) = −λ, λ = const

и
f =

λ

2
(x+ t)2 + a1(x+ t) + a0, g = −λ

2
(x− t)2 + b1(x− t) + b0,

где a1, a0, b1, b0 — некоторые константы. Далее находим

S = 2λxt+ a1(x+ t) + b1(x− t) + a0 + b0.

Из системы
Rt = Sx = 2λt+ a1 + b1, Rx = −St = −2λx− a1 + b1

находим
R = λ(t2 − x2) + a1(t− x) + b1(t+ x) + a0 + c0,

где c0 — некоторая константа. По формуле (3) находим U

U =
4λ

R
+ 4λ2(t2 − x2) + 4λ (t(a1 + b1) + x(b1 − a1)) + 4a1b1.

Итак, функции
R = λ(t2 − x2) + a1(t− x) + b1(t+ x) + a0 + c0,

S = 2λxt+ a1(x+ t) + b1(x− t) + a0 + b0,

U =
4λ

R
+ 4λ2(t2 − x2) + 4λ (t(a1 + b1) + x(b1 − a1)) + 4a1b1,

где a1, a0, b1, b0, c0 — некоторые константы, являются решением системы (2).
Пример 2. Пусть

St = φ(R), Sx = ψ(R),

где φ, ψ — некоторые функции одного аргумента. Тогда из условия совместности Sxt = Stx
получаем

φ′(R)Rx = ψ′(R)Rt.

Следовательно, функция R является решением неявного уравнения

tφ′(R) + xψ′(R) = f(R),

где f — некоторая функция одного аргумента.
Уравнение (36) принимает вид

φ′(R)Rt − ψ′(R)Rx =
2

R
(ψ(R)Rx − φ(R)Rt)

или (
ψ′(R) +

2ψ(R)

R

)
Rx =

(
φ′(R) +

2φ(R)

R

)
Rt.

Матрица (
ψ′(R) φ′(R)

φ′(R) + 2φ(R)
R ψ′(R) + 2ψ(R)

R

)
должна быть вырожденной. Отсюда

ψ′(R)

(
ψ′(R) +

2ψ(R)

R

)
= φ′(R)

(
φ′(R) +

2φ(R)

R

)
.
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Итак, функции φ(R) и ψ(R) не могут быть любыми. Они связаны этим соотношением. Для
функции U имеем формулу (35)

U =
1

R
(Rtt −Rxx) + (ψ2(R)− φ2(R)).

Вывод. Пусть функции φ(R) и ψ(R) связаны дифференциальным соотношением

ψ′2(R)− φ′2(R) =
1

R
((φ2(R))′ − (ψ2(R))′). (37)

Тогда функции R, S, U такие, что
1) R — решение уравнения

tφ′(R) + xψ′(R) = f(R),

где f — некоторая функция одного аргумента,
2) S — решение системы

St = φ(R), Sx = ψ(R),

совместной в силу 1),
3)

U =
1

R
(Rtt −Rxx) + (ψ2(R)− φ2(R))

удовлетворяют системе (2).
Покажем, что общее решение уравнения (37) даётся формулами

φ =
1

2

(
b+ exp

(
−
∫

b′

(Rb)′
dR

))
, ψ =

1

2

(
b− exp

(
−
∫

b′

(Rb)′
dR

))
,

где b = b(R) — произвольная функция.
Действительно, перепишем (10) в виде:

R(φ′2 − ψ′2(R)) + (φ2 − ψ2)′ = 0,

или
R(φ′ − ψ′)(φ′ + ψ′) + ((φ− ψ)(φ+ ψ))′ = 0.

Введём обозначения
a =

1

2
(φ+ ψ), b =

1

2
(φ− ψ).

Тогда уравнение примет вид
Ra′b′ + a′b+ ab′ = 0

или
a′

a
+

b′

Rb′ + b
.

Интегрированием находим

a = exp

(
−
∫

b′

(Rb)′
dR

)
и возвращаемся к функциям φ, ψ.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представляется интересным провести аналогичный анализ уравнений, связывающих
функции амплитуды, потенциала и фазовую функцию для многомерного уравнения Шре-
дингера, а также применить полученные результаты к нелинейным уравнениям Шредингера,
когда потенциал является функцией от амплитуды. Например, для кубического уравнения
Шредингера [13, 32]. Отметим также, что некоторые результаты, связанные с конструктив-
ным подходом исследования уравнений математической физики и применением их к поиску
коэффициентов и решений можно найти в работах [15,16,33–36].
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