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Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß ÀË�ÅÁ�Û sl3(R)

Ì. Â. Íåùàäèì, À. À. Ñèìîíîâ

Íàéäåíà ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ëîêàëü-

íûå òî÷íî òðàíçèòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû sl3(R) â ïðîñòðàíñòâå
ëîêàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ àíàëèòè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè â ïðî-

ñòðàíñòâå R
8
, îïðåäåëåííûõ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: àëãåáðà sl3(R), ëîêàëüíûå òî÷íî òðàíçèòèâ-

íûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

�1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð Ëè âåêòîðíûìè ïîëÿìè åñòåñòâåííî âîçíèêà-

þò â âîïðîñàõ ãðóïïîâîãî àíàëèçà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1℄, ïðè

ýòîì, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ëîêàëüíûå äåéñòâèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ãðóïï Ëè. Îãðàíè÷åíèÿ òèïà òî÷íîé òðàíçèòèâíîñòè

1

, êðàòíîé

òðàíçèòèâíîñòè è èõ îáîáùåíèÿ åñòåñòâåííî ïîÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïðè

èññëåäîâàíèè ãðóïïîâûõ ñèììåòðèé �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð [2, 3, 4, 5, 6℄.

Ïóñòü L íåêîòîðàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè, dimL = n è Vect0R
m
�

àëãåáðà ëîêàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ àíàëèòè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè

â ïðîñòðàíñòâå R
m
, îïðåäåëåííûõ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäè-

íàò. Ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè L â àëãåáðó Ëè Vect0R
m
ÿâëÿåòñÿ ëþáîé

ãîìîìîð�èçì ρ : L → Vect0R
m
àëãåáð Ëè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãåáðà Ëè

L èìååò ëîêàëüíîå òî÷íî òðàíçèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ρ : L → Vect0R
m
,

åñëè m = n è îïðåäåëèòåëü ñîñòàâëåííûé èç êîý��èöèåíòîâ áàçèñíûõ

îïåðàòîðîâ àëãåáðû ρ(L) íåâûðîæäåí. Äàííîå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî

òîìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëîêàëüíàÿ ãðóïïà Ëè äåéñòâóåò òî÷íî òðàíçè-

òèâíî íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà R
m
[7, 8℄.

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé,

ïðîâåäåííûõ â ðàáîòå [10℄. Â ðàáîòå [10℄ áûëà èññëåäîâàíà çàäà÷à íàõîæ-

äåíèÿ ëîêàëüíûõ òî÷íî òðàíçèòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äâóõ íàèìåíüøèõ

ïðîñòûõ àëãåáð Ëè sl2(R) è so3(R). È áûëî äîêàçàíî, ÷òî òàêèå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ àëãåáðû sl2(R) â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ ïîëåé Vect0R
3
ñîîòâåò-

ñòâóþò ðåøåíèÿì îäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(fg)(ln(fg))yz = 2

1

Âìåñòî �òî÷íîé òðàíçèòèâíîñòè� ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí �ïðîñòî òðàíçèòèâ-

íîñòü�.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ íàó÷íûõ
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íà äâå �óíêöèè �óíêöèè f , g ïåðåìåííûõ y, z. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå

h = fg, òî ýòî â òî÷íîñòè � óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ [11, 1, 9, 13, 14, 15℄

hyz = keh,

ãäå h = h(y, z), k � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ([1℄, ãëàâà

III, �9, ñòð. 123) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ �óíê-

öèÿìè îäíîãî àðãóìåíòà

h = −
(α(y) + β(z))2

α′(y)β ′(z)
,

äëÿ íåêîòîðûõ �óíêöèé α(y), β(z) òàêèõ, ÷òî α′(y)β ′(z) 6= 0. Òàêèì îáðà-

çîì, ëîêàëüíûå òî÷íî òðàíçèòèâíûå ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû sl2(R) îïðå-
äåëÿþòñÿ äâóìÿ �óíêöèÿìè îäíîãî àðãóìåíòà.

Äëÿ àëãåáðû so3(R) â ðàáîòå [10℄ òàêæå áûëî íàéäåíî îïðåäåëÿþùåå

äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

f(f(ln g)y)y + g(g(ln f)z)z = g2(ln f)2z + f 2(ln g)2y + 1.

íà äâå �óíêöèè �óíêöèè f , g ïåðåìåííûõ y, z. Íî îñòàëñÿ, ïîêà íåðå-

øåííûé âîïðîñ: Ìîæíî ëè ñîîòíîøåíèå äàííîå óðàâíåíèå ïåðåïèñàòü êàê

óðàâíåíèå íà îäíó �óíêöèþ h = H(f, g)? Âîçìîæíî íàäî èñïîëüçîâàòü

�óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Åñòåñòâåííî, â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåííûõ â ðàáîòå [10℄ âîç-

íèêëà ãèïîòåçà, ÷òî ëîêàëüíûå òî÷íî òðàíçèòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðî-

ñòûõ àëãåáð Ëè âåêòîðíûìè ïîëÿìè (â ÷àñòíîñòè, àëãåáðû sln(R)) îïðå-
äåëÿþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñïåöèàëüíîãî âèäà, äëÿ êî-

òîðûõ àêòóàëüíà ïðîáëåìà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âñåõ ëîêàëüíûõ òî÷íî

òðàíçèòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Ëè sl3(R). �åçóëüòàò ñ�îðìóëèðî-

âàí â òåîðåìå, êîòîðàÿ ñîäåðæèò îïèñàíèå âñåõ òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé ñ

òî÷íîñòüþ äî ðåøåíèÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îáùåå ðå-

øåíèå ýòîé ñèñòåìû íå óäàëîñü íàéòè, íî ïîêàçàíî (ïðèìåð) ÷òî îíà èìååò

íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.

Ôóíêöèè, ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå, ïðåäïîëàãàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè

â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â ïðåäïî-

ëîæåíèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî åñòü ðàíã âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíå-

íèé â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì (òàêèì îáðàçîì

èñêëþ÷àþòñÿ âîçìîæíûå îñîáûå ðåøåíèÿ). Ââèäó òî÷íîé òðàíçèòèâíîñòè

äåéñòâèÿ ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè çàìåíàõ ïåðåìåííûõ íà÷àëî êîîðäèíàò íå ìå-

íÿåòñÿ.
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�2. Ëîêàëüíûå òî÷íî òðàíçèòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

àëãåáðû sl3(R)

Àëãåáðà sl3(R), êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäàåòñÿ ìàòðèöàìè

A =




1 0 0
0 1 0
0 0 −2


 , B =




0 0 0
0 1 0
0 0 −1


 , E12 =




0 1 0
0 0 0
0 0 0


 ,

E13 =




0 0 1
0 0 0
0 0 0


 , E21 =




0 0 0
1 0 0
0 0 0


 , E23 =




0 0 0
0 0 1
0 0 0


 ,

E31 =




0 0 0
0 0 0
1 0 0


 , E32 =




0 0 0
0 0 0
0 1 0




è èìååò ñëåäóþùóþ òàáëèöó êîììóòàòîðîâ

A B E12 E13 E21 E23 E31 E32

A 0 0 0 3E13 0 3E23 −3E31 −3E32

B 0 0 −E12 E13 E21 2E23 −E31 −2E32

E12 0 E12 0 0 A− 2B E13 −E32 0
E13 −3E13 −E13 0 0 −E23 0 A−B E12

E21 0 −E21 2B − A E23 0 0 0 −E31

E23 −3E23 −2E23 −E13 0 0 0 E21 B

E31 3E31 E31 E32 B − A 0 −E21 0 0
E32 3E32 2E32 0 −E12 E31 −B 0 0

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ëþáîå ëîêàëüíîå òî÷íî òðàíçèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåá-

ðû Ëè sl3(R) â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ ïîëåé Vect0 R
8(x1, . . . , x8) ýêâèâà-

ëåíòíî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ

a = ∂1, b = ∂2, e12 = e−x2

∂3, e13 = e3x
1+x2

∂4,

e23 = e3x
1+2x2 (

x3∂4 + ∂5
)
,

e21 = ex
2

(
x3∂1 + (−2x3 + f2)∂2 + (x32 − x3f2 + f3)∂3

+ (x4f2 + x5f3 + f4)∂4 + (−x4 + 2f2x
5)∂5 + ∂6

)
,
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e32 = e−3x1
−2x2

(
g1∂1 + (x5 + g2)∂2 + (−x3(x5 + g2) + x4 + g3)∂3

+ (x4(3g1 + x5 + g2) + x5g3 + g4)∂4 + (x52 + x5(3g1 + 2g2) + g5)∂5

+ g6∂6 + g7∂7 + g8∂8

)
,

e31 = e−3x1
−x2

(
(x4 − x3g1 + h1)∂1 + (−x4 − x3(x5 + g2) + x5f2 + h2)∂2

+ (x32(x5 + g2)− x3(g3 + x5f2 + h2) + x5f3 + h3)∂3

+
(
x42 + x4(−3x3g1 + 3h1 − x3(x5 + g2) + x5f2 + h2)− x3(x5g3 + g4)

+ x52f3x
5(f4 + h3) + h4

)
∂4

+
(
−x3(x52 + x5(3g1 + 2g2) + g5) + 2f2x

52 + x5(3h1 + 2h2) + h5

)
∂5

+ (x5 + h6 − x3g6)∂6 + (h7 − x3g7)∂7 + (h8 − x3g8)∂8

)
,

ãäå �óíêöèè f2, f3, f4, h1, . . . , h8, g1, . . . , g8 ïåðåìåííûõ x6
, x7

, x8
ñâÿçàíû

ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

∂6g1 = 2f2g1 − h1 + g3, ∂6g6 = 2f2g6 − h6 + g2,

∂6g7 = 2f2g7 − h7, ∂6g8 = 2f2g8 − h8,

∂6h1 = f2h1 + f3g1 + h3 − f4,

∂6h5 = 3f2h5 + f3 − h4,

∂6h6 = f2h6 + f3g6 + h2, ∂6h7 = f2h7 + f3g7,

∂6g5 = 4f2g5 − g4 − h5,

∂6g2 − ∂6g3 = f2g2 − h2 − 2g3 + h3 + f4,

Lf2 = ∂6h2 − 2f2h2 − f3g2 + 2h3 − f4,

Mf2 = ∂6g2 − 3f2g2 + h2 + 2g3,

Lf3 = ∂6h3 − (g3 + 2h2)f3,

Mg = ∂6g3 − f2g3 − 2f3g2 + h3 + f4,

Mf4 = ∂6g4 − 3f2g4 + 3g1f4 − f3g5 + h4,

Lg1 −Mh1 = (2h2 − g3)g1 + g4 − h1g2,
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Lg6 −Mh6 = (2h2 + 3h1 − g3)g6 − (g2 + 3g1)h6 + g5,

Lg7 −Mh7 = (2h2 + 3h1 − g3)g7 − (g2 + 3g1)h7,

Lg8 = (2h2 + 3h1 − g3)g8 − (g2 + 3g1)h8,

Lg2 = ∂6g2 + h2 + 2g3 − (2h2 − 3h1 + g3)g2 − 3h2g1 + g5f2 − h5 − g4,

Lg3 −Mh3 = (3h1 + h2 − g3)g3 − 3g1h3 + g5f2 − h4,

Mg5 = ∂6g4 − (3g4 + g5)f2 + 3h2g1 + h4,

Lg4 −Mh4 = (3h2 + 6h1 − g3)g4 + (h3 + f4)g5 − (6g1 + 2g2)h4 − h5g3,

Lg5 −Mh5 = (4h2 + 6h1 − g3)g5 − 3h5(2g1 + g2),

êîíå÷íûì óðàâíåíèåì

f3g8 + h8f2 = 0,

è íåðàâåíñòâîì

g7∂6g8 − g8∂6g7 6= 0.

�äå ∂k = ∂xk , k = 1, . . . , 8,

L = h6∂6 + h7∂7 + h8∂8, M = g6∂6 + g7∂7 + g8∂8.

(Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé xi

îáîçíà÷àåòñÿ êàê ∂i.)

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïðÿì-

ëåíèè âåêòîðíûõ ïîëåé è, ââèäó åãî ãðîìîçäêîñòè, íàìåòèì òîëüêî íåêî-

òîðûå âû÷èñëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ïðèâåäåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé

ê �êàíîíè÷åñêìîìó� âèäó ñîñòîèò �àêòè÷åñêè â ïîèñêå ïîäõîäÿùåé ñè-

ñòåìû êîîðäèíàò, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïîäõîäÿùåãî "âûïðÿìëÿþùå-

ãî"äè��åîìîð�èçìà. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è

ïðîâåðêè èñïîëüçîâàëàñü ñèñòåìà ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé MAPLE.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò ìîæíî âûïðÿìèòü [1℄. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîðó A

ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå

A 7→ a = ∂1.

Ïóñòü

B 7→ b = bi∂i,
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ãäå êîý��èöèåíòû bi � �óíêöèè ïåðåìåííûõ x1, . . . , x8
. (Ïî ïîâòîðÿþùå-

ìóñÿ âåðõíåìó è íèæíåìó èíäåêñó èäåò ñóììèðîâàíèå.) Òàê êàê êîììóòà-

òîð [A,B] = 0, òî ∂1b
i = 0, òî åñòü êîý��èöèåíòû bi, i = 1, . . . , 8 íå çàâèñÿò

îò ïåðåìåííîé x1
. Îïåðàòîð

8∑

i=2

bi∂i

íå ìîæåò áûòü íóëåâûì â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ. Òàê êàê

åãî êîý��èöèåíòû íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé x1
, òî åãî ìîæíî âûïðÿìèòü

â ïðîñòðàíñòâå R
7(x2, . . . , x8). Èòàê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

b = b1∂1 + ∂2,

ãäå êîý��èöèåíò b1 çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ x2, . . . , x8
. Åñëè ïåðåéòè ê ïå-

ðåìåííûì

x̃1 = x1 −

∫
b1dx2, x̃2 = x2, . . . x̃8 = x8,

òî îïåðàòîðû a, b ïðèìóò âèä

a = ∂1, b = ∂2.

(Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x̃i 7→ xi
.)

Ïóñòü

E12 7→ e12 = ei12∂i,

ãäå êîý��èöèåíòû ei12 ��óíêöèè ïåðåìåííûõ x1, . . . , x8
. Òàê êàê [A,E12] =

0 è [B,E12] = −E12 òî ∂1e
i
12 = 0 è ∂2e

i
12 = −ei12. Ñëåäîâàòåëüíî,

ei12 = e−x2

ẽi12, i = 1, . . . , 8,

ãäå êîý��èöèåíòû ẽi12 çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ x3, . . . , x8
. Îïåðàòîð

8∑

i=3

ẽi12∂i

íå ìîæåò áûòü íóëåâûì â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ. Òàê êàê åãî

êîý��èöèåíòû íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ x1
, x2

, òî åãî ìîæíî âûïðÿìèòü

â ïðîñòðàíñòâå R
6(x3, . . . , x8). Èòàê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

e12 = e−x2

(ε112∂1 + ε212∂2 + ∂3),

ãäå êîý��èöèåíòû ε112, ε
2
12 çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ x3, . . . , x8

.
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Èíâàðèàíòû îïåðàòîðà ε112∂1+ ε212∂2+∂3 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû

dx1

ε112
=

dx2

ε212
=

dx3

1
=

dx4

0
= . . . =

dx8

0
.

Åñëè ïåðåéòè ê ïåðåìåííûì

x̃1 = x1 −

∫
ε112dx

3, x̃2 = x2 −

∫
ε212dx

3, x̃3 = x3, . . . , x̃8 = x8,

òî îïåðàòîðû a, b, e12 ïðèìóò âèä

a = ∂1, b = ∂2, e12 = e−x2

∂3.

(Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x̃i 7→ xi
.)

Äàëåå, àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ òàáëèöó êîììóòàòîðîâ è ïðîöåäóðó âû-

ïðÿìëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (ïîèñê êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ � èíâàðè-

àíòîâ) ïîñëåäîâàòåëüíî óïðîùàåì âåêòîðíûå ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îïå-

ðàòîðàì E13, E23, E21, E32, E31. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ ïðîâåäåíèÿ

àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïðîâåðêè èñïîëüçîâàëàñü ñèñòåìà ñèì-

âîëüíûõ âû÷èñëåíèé MAPLE.

Ïî âèäèìîìó, íàéòè îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ

âîçìîæíûì, íî êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, ñèñòåìà äîïóñêàåò

íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð. Ïóñòü

f2 = f3 = f4 = g1 = . . . = g6 = h1 = . . . = h6 = h8 = 0,

g7 = −x6, g8 = h7 = 1.

Òîãäà ñëåäóþùèå îïåðàòîðû

a = ∂1, b = ∂2, e12 = e−x2

∂3, e13 = e3x
1+x2

∂4,

e23 = e3x
1+2x2 (

x3∂4 + ∂5
)
, e21 = ex

2

(
x3∂1 − 2x3∂2 + x32∂3 − x4∂5 + ∂6

)
,

e32 = e−3x1
−2x2

(
x5∂2 + (x4 − x3x5)∂3 + x4x5∂4 + x52∂5 − x6∂7 + ∂8

)
,

e31 = e−3x1
−x2

(
x4∂1 − (x4 + x3x5)∂2 + x32x5∂3+

+(x42 − x3x4x5)∂4 − x3x52∂5 + x5∂6 + (x3x6 + 1)∂7 − x3∂8

)
,

äàþò ëîêàëüíîå òî÷íî òðàíçèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl3(R) â
ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ ïîëåé Vect0R

8(x1, . . . , x8).
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Çàìå÷àíèå. Ëþáàÿ ëîêàëüíàÿ ãðóïïà Ëè â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò çàäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì çàêîíîì óìíîæåíèÿ. Â ïðåäïîëîæåíèè

òî÷íîé òðàíçèòèâíîñòè äåéñòâèÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî ëîêàëüíàÿ ãðóïïà Ëè

äåéñòâóåò íà ñåáå. Ïîýòîìó â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî âåêòîðíûå

ïîëÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè.
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