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1 Ââåäåíèå

Â 1872 ã., Æîðäàí (C. Jordan) [1] äîêàçàë, ÷òî ñðåäè êîíå÷íûõ ãðóïï, çà èñêëþ-
÷åíèåì ñèììåòðè÷åñêèõ Sn, çíàêîïåðåìåííûõ An è ãðóïï Ìàòü¼ M11, M12, îò-
ñóòñòâóþò òî÷íî k�òðàíçèòèâíûå ãðóïïû ïðè k > 3. Ôðåéäåíòàëü (H. Freudenthal)
[2] äëÿ òî÷íî 3�òðàíçèòèâíîé ãðóïïû, â ñëó÷àå, êîãäà îíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà,
ñâÿçíà è äåéñòâóåò íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ïîêàçàë, ÷òî òàêàÿ ãðóïïà
èçîìîðôíà ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé x 7→ xa+b

xc+d
âåùåñòâåííîãî R èëè êîìïëåêñíî-

ãî C ïîëÿ, ñ óñëîâèåì ad− cb 6= 0. Òèòñ (J.Tits) [3] äîïîëíèòåëüíî ïîêàçàë, ÷òî
òî÷íî 2�òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé x 7→ xa + b,
a 6= 0, ïîñòðîåííîé íàä R, C èëè òåëîì êâàòåðíèîíîâ H. Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå
â áåñêîíå÷íîì ñëó÷àå òî÷íî k�òðàíçèòèâíûõ ãðóïï äëÿ k > 3, èçâåñòíî [4], ÷òî
áåñêîíå÷íûå k�òðàíçèòèâíûå, íî íå k + 1�òðàíçèòèâíûå ãðóïïû ñóùåñòâóþò
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k.

Åñëè íå òðåáîâàòü îò ãðóïïû äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ, òî òî÷íî 2�òðàíçèòè-
âíàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà àôôèííîé ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé x 7→ xa + b íåêîòî-
ðîé ïî÷òè�îáëàñòè, ââåä¼ííîé Êàðçåëîì (Karzel H.) [5, 6]. Îáîáùåíèå ïî÷òè�
îáëàñòè ðàññìàòðèâàëîñü â [7].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íî òðèæäû òðàíçèòèâíûõ ãðóïï ââåäåíî ÊÒ�ïîëå [8],
ÿâëÿþùååñÿ ïàðîé (B, ε), ãäå B � ïî÷òè�îáëàñòü, à ε � àâòîìîðôèçì ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïî÷òè�îáëàñòè, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

ε(1− ε(x)) = 1− ε(1− x). (1)

Ëåéñíåð (Leissner W.) [9, 10] äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íî n�òðàíçèòèâíûõ ãðóïï
âìåñòî îäíîãî àâòîìîðôèçìà ε ∈ Aut(B∗) èñïîëüçîâàë n − 2 àâòîìîðôèçìà
ε1, . . . , εn−2 ∈ Sn−2 ⊆ Aut(B∗) ñ óñëîâèåì (1).

À.À. Ñèìîíîâ [11] ïîñòðîèë îáîáùåíèå òî÷íî n�òðàíçèòèâíûõ ãðóïï íà ãðóï-
ïû îãðàíè÷åííî òî÷íî n�òðàíçèòèâíûå. Ñðåäè íèõ åñòü ëîêàëüíûå òî÷íî 2�
òðàíçèòèâíûå ãðóïïû, êîòîðûå íåëüçÿ ïîñòðîèòü íàä ëîêàëüíûìè ïî÷òè�îáëàñòÿìè.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îáîáùåíèÿì äåéñòâèé òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï íà
ìíîãîîáðàçèÿõ. Âìåñòî òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ òî-
ïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äåéñòâèÿ ëîêàëüíîé ãðóïïû íà òîïî-
ëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ òåîðèÿ ëîêàëüíûõ òî÷íî n�òðàíçèòèâíûõ ãðóïï è ëî-
êàëüíûõ n�ïñåâäîïîëåé. Ëîêàëüíûå òî÷íî n�òðàíçèòèâíûå ãðóïïû ñâîäÿòñÿ
ê áîëåå ïðîñòûì àëãåáðàè÷åñêèì îáúåêòàì � ëîêàëüíûì n�ïñåâäîïîëÿì. Ýòî
ìîæåò áûòü ïîëåçíî òàê êàê, â îòëè÷èå îò ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ è ñâÿçíûõ
òî÷íî n�òðàíçèòèâíûõ ãðóïï, êîòîðûå îòñóòñòâóþò äëÿ n > 3 ëîêàëüíûå òî÷íî
n�òðàíçèòèâíûå ãðóïïû åñòü ïðè ïðîèçâîëüíîì n, íàïðèìåð � ãðóïïà GLn(R).

Â ïàðàãðàôå 2 äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîé ãðóïïû, èçîìîðôèçìà ëîêàëü-
íûõ ãðóïï, íåïðåðûâíîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé è ëîêàëüíîãî n�ïñåâäîïîëÿ.

Â ïàðàãðàôå 3, ïðîâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîñòðîåíèÿ. Â òåîðåìå 1 ïî ëîêàëü-
íîìó 2�ïñåâäîïîëþ ñòðîèòñÿ ëîêàëüíàÿ òî÷íî 2�òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà. Äàëåå

1



ðåçóëüòàò ðàñøèðÿåòñÿ è â òåîðåìå 2 ïî ëîêàëüíîìó n�ïñåâäîïîëþ ñòðîèòñÿ
ëîêàëüíàÿ òî÷íî n�òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà.

Íà ñëåäóþùåì øàãå â òåîðåìå 3 ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à � ïî ëîêàëüíîé
òî÷íî n�òðàíçèòèâíîé ãðóïïå ñòðîèòñÿ ëîêàëüíîå n�ïñåâäîïîëå. Ïàðàãðàô çà-
âåðøàåòñÿ òåîðåìîé 4 â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé �ëî-
êàëüíûõ òî÷íî n�òðàíçèòèâíûõ ãðóïï� è �ëîêàëüíûõ n�ïñåâäîïîëåé�.

Íåñêîëüêî ñëîâ î òåðìèíîëîãèè. Òèòñîì [3] äëÿ îïèñàíèÿ òî÷íî äâàæäû
òðàíçèòèâíûõ ãðóïï áûëà ââåäåíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà � ïñåâäîïîëå êàê
îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïîëÿ, òåëà è ïî÷òè�ïîëÿ. Íî â äàëüíåéøåì äëÿ îïèñàíèÿ
òàêèõ ãðóïï ñòàëî èñïîëüçîâàòüñÿ áëèçêîå ïîíÿòèå � ïî÷òè�îáëàñòü, â ðå-
çóëüòàòå òåðìèí ïñåâäîïîëå îñâîáîäèëñÿ. Ëåéñíåðîì [10] äëÿ îïèñàíèÿ òî÷íî
n�òðàíçèòèâíûõ ãðóïï áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå �G�ïîëå ñòåïåíè n�. Â äàííîé
ðàáîòå, âñëåä çà ââåä¼ííûì ðàíåå [11] n�ïñåâäîïîëåì, áóäåò îïðåäåëåíî ïîíÿ-
òèå �ëîêàëüíîå n�ïñåâäîïîëå� äëÿ îïèñàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, ñâÿçàííûõ
ñ �ëîêàëüíûìè òî÷íî n�òðàíçèòèâíûì ãðóïïàìè�.

2 Îïðåäåëåíèÿ

2.1 Ëîêàëüíàÿ ãðóïïà

Ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèå ëîêàëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï è ëîêàëüíîãî èçîìîð-
ôèçìà (ñì. [12, �23]):

Îïðåäåëåíèå 1 Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî G íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ãðóï-
ïîé, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ïàð a, b ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà G îïðåäåëåíî ïðîèç-
âåäåíèå ab ∈ G, ïðè÷¼ì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) åñëè îïðåäåëåíû ïðîèçâåäåíèÿ ab, (ab)c, bc, a(bc), òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(ab)c = a(bc);
2) åñëè îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå ab, òî äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòèW ýëåìåíòà ab
ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U è V ýëåìåíòîâ a è b, ÷òî ïðè x ∈ U, y ∈ V
ïðîèçâåäåíèå xy îïðåäåëåíî è xy ∈ W ;
3) â G îòìå÷åí ýëåìåíò e, íàçûâàåìûé åäèíèöåé, òàê, ÷òî åñëè a ∈ G, òî
ïðîèçâåäåíèå ea îïðåäåëåíî è ea = a;
4) åñëè äëÿ ïàðû a, b îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå ab è ab = e, òî ãîâîðÿò, ÷òî
a åñòü ëåâûé îáðàòíûé ýëåìåíò äëÿ b, a = b−1. Åñëè äëÿ b ñóùåñòâóåò ëå-
âûé îáðàòíûé, òî äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè U ýëåìåíòà b−1 èìååòñÿ òàêàÿ
îêðåñòíîñòü V ýëåìåíòà b, ÷òî äëÿ êàæäîãî y ∈ V ñóùåñòâóåò ëåâûé îá-
ðàòíûé y−1 ∈ U .

Ïóñòü G�ëîêàëüíàÿ ãðóïïà. Âñÿêóþ îêðåñòíîñòü U åäèíèöû e ãðóïïû G
áóäåì íàçûâàòü ÷àñòüþ ëîêàëüíîé ãðóïïû G. Âñÿêàÿ ÷àñòü U ëîêàëüíîé ãðóïïû
G ñàìà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ãðóïïîé â ñèëó òåõ îïåðàöèé, êîòîðûå èìåþòñÿ â G.

Îïðåäåëåíèå 2 Ïóñòü G è G′ � äâå ëîêàëüíûå ãðóïïû, U è U ′ � èõ ÷àñòè.
Ãîâîðÿò, ÷òî f åñòü ëîêàëüíîå èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ãðóïïû G íà ãðóïïó
G′, åñëè f åñòü òîïîëîãè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ÷àñòè U íà ÷àñòü U ′, ïðè÷åì
âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
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1) Åñëè ïðîèçâåäåíèå ab îïðåäåëåíî â U , òî ïðîèçâåäåíèå f(a)f(b) îïðåäåëåíî
â U ′ è f(ab) = f(a)f(b).
2) Åäèíèöà ïðè îòîáðàæåíèè f ïåðåõîäèò â åäèíèöó.
3) Îòîáðàæåíèå f îáðàòèìî è äëÿ f−1 � îáðàòíîãî ê f îòîáðàæåíèÿ, âûïîë-
íåíû òå æå óñëîâèÿ, ÷òî è äëÿ ñàìîãî f .

Åñëè äëÿ ëîêàëüíûõ ãðóïï G è G′ ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå èçîìîðôíîå îòîá-
ðàæåíèå îäíîé ãðóïïû íà äðóãóþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïû G è G′ ëîêàëüíî
èçîìîðôíû.

Äâà ëîêàëüíûõ èçîìîðôíûõ îòîáðàæåíèñå âûøëèÿ f è f ′ ãðóïïû G íà ãðóï-
ïó G′ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîé ÷àñòè
ãðóïïû G. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èçó÷àòü ëîêàëüíûå èçîìîðôèçìû ëèøü ñ
òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïðèâåä¼ì òàêæå îïðåäåëåíèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé [12, �24]:

Îïðåäåëåíèå 3 Òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ãðóïïîé
ïðåîáðàçîâàíèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Γ, åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈
G ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ïðåîáðàçîâàíèå x∗ ìíîæåñòâà Γ, òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî (xy)∗ = x∗y∗, à ôóíêöèÿ σ äâóõ ïåðåìåííûõ x ∈ G è ξ ∈ Γ, îïðå-
äåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì σ(x, ξ) = x∗(ξ), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, ò. å. äà¼ò
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ G × Γ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ G è Γ íà òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Γ.

Åñëè ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì ãðóïïû G ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, òî G íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé. Â ýòîì ñëó÷àå
ýëåìåíòû ãðóïïû G ñàìè ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè (x = x∗).

Íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà G ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Γ íàçûâàåòñÿ òðàíçè-
òèâíîé, åñëè òðàíçèòèâíà àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà G ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà
Γ.

Äàëåå ïîä íåïðåðûâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ïàðó
(Γ, G), ãäå G � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà è Γ � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ ψ : G→ G′ è χ : Γ→ Γ′.

Îïðåäåëåíèå 4 Ïàðà îòîáðàæåíèé (χ, ψ) íàçûâàåòñÿ ïîäîáèåì ïàðû (Γ, G)
íà ïàðó (Γ′, G′), åñëè ψ : G → G′ çàäà¼ò ãðóïïîâîé èçîìîðôèçì, à χ : Γ →
Γ′ � ãîìåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, è ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

χ[g(x)] = ψ(g)(χ[x]),

ãäå g ∈ G, x ∈ Γ.

Åñëè ïàðà îòîáðàæåíèé (χ, ψ) çàäà¼ò ïîäîáèå ïàð (Γ, G) è (Γ′, G′), òî ãîâîðÿò,
÷òî ïàðû (Γ, G), (Γ′, G′) � ïîäîáíû.

Îïðåäåëåíèå 5 Íåïðåðûâíóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé (Γ, G), äåéñòâóþùóþ íà
ïðîñòðàíñòâå Γ, áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíî òî÷íî n�òðàíçèòèâíîé, åñëè G �
ëîêàëüíàÿ ãðóïïà è îíà äåéñòâóåò íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäïðîñòðàíñòâå
M ⊂ Γn òî÷íî òðàíçèòèâíî.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ãðóïï Ëè âìåñòî òåðìèíà "òî÷íî òðàíçèòèâ-
íàÿ ãðóïïà" èñïîëüçóåòñÿ "ïðîñòî òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà".
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2.2 Ëîêàëüíîå ïñåâäîïîëå

Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Sn è ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé (G,Sn), äåé-
ñòâóþùóþ ëîêàëüíî G×Sn → G â ïðîñòðàíñòâå G. Èíûìè ñëîâàìè, íà G îïðå-
äåëåíû ëîêàëüíûå ãîìåîìîðôèçìû fα çàíóìåðîâàííûå ýëåìåíòàìè α ∈ Sn, äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî fβ(fα(x)) = fα·β(x).

Êàê èçâåñòíî, ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè (1, i),
ãäå i = 2, 3, . . . , n. Îòìåòèì, ÷òî

(1, i)(1, j)(1, i) = (1, j)(1, i)(1, j) = (i, j) äëÿ i 6= j.

Îáîçíà÷èì èíâîëþòèâíûå ëîêàëüíûå ãîìåîìîðôèçìû, çàäàâàåìûå òðàíñïî-
çèöèÿìè:

f(1,i) = ϕi, äëÿ (i = 2, . . . , n).

Íà G ïî÷òè âñþäó1 îïðåäåëåíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ (·) : G × G → G òàêàÿ,
÷òî å¼ îãðàíè÷åíèå íà G1 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà G1 ⊂ G çàäàíà ñòðóêòóðà
ëîêàëüíîé ãðóïïû � 〈G1; ·, E, e〉. Ïðè ïîìîùè ëîêàëüíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ ϕi,
ïî ëîêàëüíîé ãðóïïå 〈G1; ·, E, e〉 ïîñòðîèì ëîêàëüíî èçîìîðôíûå ãðóïïû

ϕi : 〈G1; ·, E, e〉 7→ 〈Gi; ·i, Ei, ei〉,

ãäå E(x) = x−1 � ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì çàäàþùèé âçÿòèå îáðàòíîãî â ãðóï-
ïå G1, à x ·i y = ϕi(ϕi(x)ϕi(y)), Ei(x) = ϕi(E(ϕi(x))) � óìíîæåíèå è âçÿòèå
îáðàòíîãî â ãðóïïå Gi; e, ei = ϕi(e) � ëîêàëüíûå åäèíèöû â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãðóïïàõ G1 è Gi.

Îïðåäåëåíèå 6 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé (G,Sn) çàäà¼ò
ëîêàëüíîå n�ïñåâäîïîëå 〈G; ·, E, ϕ2, . . . , ϕn, e〉, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:

1. åñëè îïðåäåëåíû ïðîèçâåäåíèÿ aϕi(b
−1), ϕi(aϕi(b

−1))b, a ·i b, òî èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî

a ·i b = ϕi(ϕi(a)ϕi(b)) = ϕi(aϕi(b
−1))b; (2)

2. åñëè îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå a ·i b, òî äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè W ýëå-
ìåíòà a·ib ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U è V ýëåìåíòîâ a è b, ÷òî
ïðè x ∈ U, y ∈ V ïðîèçâåäåíèÿ x ·i y, xϕi(y−1), ϕi(xϕi(y−1))y îïðåäåëåíû è
x ·i y = ϕi(xϕi(y

−1))y ∈ W ;

3. ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì σij = ϕjϕiϕj ïðè i 6= j ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì
àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G1;

4. åñëè äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ G îïðåäåëåíû ϕiEϕi(a) è EϕiE(a), òî ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

ϕiEϕi(a) = EϕiE(a),

1Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãäå îïåðàöèÿ íå îïðåäåëåíà ìåíüøå ðàçìåðíîñòè G.
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5. ýëåìåíòû ei = ϕi(e) ∈ G, äëÿ áèíàðíîé îïåðàöèè íà G, ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè
íóëÿìè, òî åñòü ei · x = ei, äëÿ x ∈ U èç îêðåñòíîñòè åäèíèöû e ∈ G1.

Óðàâíåíèå (28) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñâÿçè äâóõ ãðóïïîâûõ îïåðàöèé:

(a ·i b)b−1 = ϕi(a) ·i b−1,

äëÿ a ∈ U ∩ ϕi(U), b ∈ V ⊂ U ∩ ϕi(U).

3 Îñíîâíûå ïîñòðîåíèÿ

3.1 Ëîêàëüíàÿ òî÷íî 2�òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà

Òåîðåìà 1 Ïî ëîêàëüíîìó 2�ïñåâäîïîëþ 〈G; ·, E, ϕ2, e〉 ìîæíî ïîñòðîèòü ëî-
êàëüíóþ òî÷íî 2�òðàíçèòèâíóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé (G,G2).

10. Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî G è åãî êâàäðàò G2, âûäåëèì
îêðåñòíîñòè U,U2 ⊂ G; W,W2 ⊂ G2 ëîêàëüíûõ åäèíèö e ∈ U , e2 ∈ U2 = ϕ2(U)
è W ⊂ (U × (U2 ∩ U)), W2 ⊂ ((U2 ∩ U) × U2) òàêèå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
x ∈ U, (y1, y2) ∈ W è x′ ∈ U2, (y

′
1, y
′
2) ∈ W2 ñïðàâåäëèâî

ϕ2(xϕ2(y1y
−1
2 ))y2 ∈ G è ϕ2(x

′ ·2 ϕ2(y
′
2 ·2 E2(y

′
1))) ·2 y′1 ∈ G.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè fi : G×G2 → G

f1(x, y1, y2) = ϕ2(xϕ2(y1y
−1
2 ))y2, äëÿ x ∈ U, (y1, y2) ∈ W (3)

è
f2(x, y1, y2) = ϕ2(x ·2 ϕ2(y2 ·2 E2(y1))) ·2 y1, äëÿ x ∈ U2, (y1, y2) ∈ W2. (4)

Äëÿ x ∈ U ∩ U2, (y1, y2) ∈ W ∩W2, îáå ôóíêöèè f1(x, y1, y2) è f2(x, y1, y2) îïðå-
äåëåíû è îíè, ñ ó÷¼òîì (28), ñîâïàäàþò:

f2(x, y1, y2) = ϕ2 (x ·2 ϕ2 (y2 ·2 E2(y1))) ·2 y1 = (ϕ2(x) · (y2 ·2 E2(y1))) ·2 y1 =

ϕ2 (ϕ2 (ϕ2(x) · ϕ2 (ϕ2(y2)ϕ2E2(y1))) · ϕ2(y1)) =

ϕ2 (xϕ2 (ϕ2(y1)Eϕ2(y2)) · ϕ2E(y2)) y2 =

ϕ2 (xϕ2 (y1E(y2))Eϕ2E(y2)ϕ2E(y2)) y2 =

ϕ2 (xϕ2 (y1E(y2))) y2 = f1(x, y1, y2).

Äëÿ x = e è (y1, y2) ∈ W îïðåäåëåíà òîëüêî ïåðâàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê óìíîæåíèå
e ·2 t äëÿ t ∈ U2 íå îïðåäåëåíî. Òîãäà

f1(e, y1, y2) = ϕ2(eϕ2(y1y
−1
2 ))y2 = ϕ2(ϕ2(y1y

−1
2 ))y2 = (y1y

−1
2 )y2 = y1. (5)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, äëÿ x = e2 è (y1, y2) ∈ W2 îïðåäåëåíà âòîðàÿ ôóíêöèÿ è
èç àíàëîãè÷íûõ ïîñòðîåíèé:

f2(e2, y1, y2) = y2, (6)
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ïðè ýòîì äëÿ ïåðâîé ôóíêöèè

f1(e2, y1, y2) = ϕ2(e2ϕ2(y1y
−1
2 ))y2 = ϕ2(e2)y2 = ey2 = y2

ïîëó÷àåòñÿ òî æå çíà÷åíèå.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f2 äëÿ x, y ∈ U ∩ U2:

f2(x, y, e2) = ϕ2 (x ·2 ϕ2 (e2 ·2 E2(y))) ·2 y =

ϕ2 (x ·2 ϕ2E2(y)) ·2 y = ϕ2 ((x ·2 ϕ2E2(y)) · ϕ2(y)) =

ϕ2 ((x ·2 Eϕ2(y)) · ϕ2(y)) = ϕ2 (ϕ2(x) ·2 ϕ2(y)) = x · y. (7)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíêöèè f1 è x, y ∈ U ∩ U2:

f1(x, e1, y) = x ·2 y.

Äàëåå îïðåäåëèì ôóíêöèþ f è áóäåì ïîíèìàòü, ÷òî f ðàâíà f1 è/èëè f2 è/èëè
îäíîé èç äâóõ ãðóïïîâûõ îïåðàöèé â òîì ñìûñëå, ÷òî êîãäà êàêèå òî ôóíêöèè
îïðåäåëåíû îäíîâðåìåííî, òî ðàçíèöû íåò êàêóþ èç íèõ ðàññìàòðèâàòü, ò.ê.
îíè ðàâíû. Íî, åñëè îïðåäåëåíà òîëüêî îäíà èç ôóíêöèé, òî f ðàâíà èìåííî
ýòîé îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèè:

f(x, y, z) =


f1(x, y, z), ïðè x ∈ U, (y, z) ∈ W,
x · y, ïðè x, y ∈ U, z = e2,
f2(x, y, z), ïðè x ∈ U2, (y, z) ∈ W2,
x ·2 z, ïðè x, z ∈ U2, y = e,

(8)

è ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà äëÿ x ∈ U ∪ U2 è (y, z) ∈ U × U2 ∪ U2 × U . Ïîñòðîèì
áèíàðíóþ ëîêàëüíóþ îïåðàöèþ (◦2) : G2 ×G2 → G2 â âèäå(

x1
x2

)
◦2
(
y1
y2

)
=

(
f(x1, y1, y2)
f(x2, y1, y2)

)
. (9)

Äëÿ óäîáñòâà ïàðû èç G2, çàïèñàííûå â âèäå ñòîëáöà

(
x1
x2

)
èëè ñòðîêè (x1, x2)

ðàçëè÷àòü íå áóäåì.

20. Ïðîâåðèì óñëîâèå 1) îïðåäåëåíèÿ 1 ëîêàëüíîé ãðóïïû � âûïîëíåíèå àññî-
öèàòèâíîñòè äëÿ òðîéêè ïàð:

(x1, x2), (y1, y2), (z1, z2) ∈ G2.

Ñ îäíîé ñòîðîíû äëÿ i�îé êîìïîíåíòû ïðîèçâåäåíèÿ

(x1, x2)◦2 ((y1, y2)◦2(z1, z2))

ìîæíî çàïèñàòü:

ϕ2(ϕ2(xiϕ2(y1y
−1
2 ))y2ϕ2(z1z

−1
2 ))z2 =

ϕ2(ϕ2(xiϕ2(y1y
−1
2 ))ϕ2ϕ2(y2ϕ(z1z

−1
2 )))z2 =

ϕ2(xiϕ2(y1y
−1
2 )ϕ2Eϕ2(y2ϕ2(z1z

−1
2 )))ϕ2(y2ϕ2(z1z

−1
2 ))z2 =

ϕ2(xiϕ2(y1ϕ2(z1z
−1
2 )Eϕ2(y2ϕ2(z1z

−1
2 )))ϕ2(y2ϕ2(z1z

−1
2 ))z2.
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Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèè ϕ2 ïðèøëè ê çàïèñè i�îé êîìïîíåíòû
óæå ïðîèçâåäåíèÿ ((x1, x2)◦2(y1, y2))◦2(z1, z2) òàê, ÷òî ëîêàëüíàÿ (óáåäèìñÿ â å¼
ëîêàëüíîñòè äàëåå) îïåðàöèÿ ◦2 àññîöèàòèâíà è ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî 〈G2; ◦2〉 �
ëîêàëüíàÿ ïîëóãðóïïà.

30. Ïðîâåðèì óñëîâèå 2) îïðåäåëåíèÿ 1 ëîêàëüíîé ãðóïïû.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ a, b, c îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ôóíêöèè f(a, b, c). Òàê êàê
íà G îïðåäåëåíà ëîêàëüíàÿ ãðóïïà è èçîìîðôíàÿ åé ñ óìíîæåíèåì (·2), òî
äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè W1 ýëåìåíòà cb

−1 ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U1 è
V1 ýëåìåíòîâ c è b−1, ÷òî ïðè x ∈ U1, y ∈ V1 ïðîèçâåäåíèå xy îïðåäåëåíî è
xy ∈ W1. Äàëåå, äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè W2 ýëåìåíòà a

′ ·2 b′ ñóùåñòâóþò òàêèå
îêðåñòíîñòè U2 è V2 ýëåìåíòîâ a′ è b′, ÷òî ïðè x ∈ U2, y ∈ V2 ïðîèçâåäåíèå
x ·2 y îïðåäåëåíî è x ·2 y ∈ W2. È, íàêîíåö, äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè W3 ýëåìåíòà
a′′b′′ ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U3 è V3 ýëåìåíòîâ a′′ è b′′, ÷òî ïðè x ∈
U3, y ∈ V3 ïðîèçâåäåíèå xy îïðåäåëåíî è xy ∈ W3. Òîãäà, ïî ñóïåðïîçèöèè, äëÿ
ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè W = W3 3 f(a, b, c) ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè
U = ϕ2(U2), V

′ ⊆ V3 ∩ E(V1), V ⊆ U1, ïðè óñëîâèè V2 ⊆ W1, U3 ⊆ W2, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ x ∈ U, y ∈ V ′, z ∈ V âûïîëíåíî f(x, y, z) ∈ W .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ïàðû (a1, a2), (b1, b2), äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî (c1, c2) =
(f(a1, b1, b2), f(a2, b1, b2)), íî, òîãäà, èç ïðåäûäóùåãî ïîñòðîåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé îêðåñòíîñòè W 3 (c1, c2) ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U 3 (a1, a2), V 3
(b1, b2), ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (x1, x2) ∈ U, (y1, y2) ∈ V âûïîëíåíî

(f(x1, y1, y2), f(x2, y1, y2)) = (x1, x2)◦2(y1, y2) ∈ W,

ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàöèÿ (◦2) � ëîêàëüíàÿ.

40. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ëîêàëüíîé åäèíèöû ïàðó (e, e2), òîãäà, ñ ó÷¼òîì (5)
è (6): (e, e2) ◦2 (y1, y2) = (y1, y2). Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (e, e2) ∈ G2 ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíîé åäèíèöåé, à 〈G2; ◦2〉 � ëîêàëüíûé ìîíîèä.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ëåâûì îáðàòíûì ê (x1, x2) ÿâëÿåòñÿ:(
ϕ2(x

−1
2 )Eϕ2(x1x

−1
2 )

Eϕ2(x1x
−1
2 )

)
. (10)

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîèçâåäåíèè:(
ϕ2(x

−1
2 )Eϕ2(x1x

−1
2 )

Eϕ2(x1x
−1
2 )

)
◦2
(
x1
x2

)
äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû èìååì

f1(ϕ2(x
−1
2 )Eϕ2(x1x

−1
2 ), x1, x2) =

ϕ2(ϕ2(x
−1
2 )Eϕ2(x1x

−1
2 )ϕ2(x1x

−1
2 ))x2 = ϕ2

2(x
−1
2 )x2 = x−12 x2 = e.

Äëÿ âòîðîé êîìïîíåíòû �

f2(Eϕ2(x1x
−1
2 ), x1, x2) = ϕ2

(
Eϕ2(x1x

−1
2 ) ·2 ϕ2 (x2 ·2 E2(x1))

)
·2 x1 =(

ϕ2Eϕ2(x1x
−1
2 ) · ϕ2 (ϕ2(x2) · ϕ2E2(x1))

)
·2 x1 =(

ϕ2Eϕ2(x1x
−1
2 ) · ϕ2 (x2E(x1))ϕ2Eϕ2(x1)

)
·2 x1 =

(ϕ2Eϕ2(x1)) ·2 x1 = E2(x1) ·2 x1 = e2.
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Ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ 4) îïðåäåëåíèÿ 1 ëîêàëüíîé ãðóïïû ñëåäóåò èç ñó-
ïåðïîçèöèè ëîêàëüíûõ ãðóïïîâûõ îïåðàöèé, ëîêàëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé ϕ2

è âçÿòèÿ îáðàòíîãî â ëîêàëüíîé ãðóïïå. Â ðåçóëüòàòå, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî
〈G2; ◦2〉 � ëîêàëüíàÿ ãðóïïà. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïà G âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó G2, G 3 x 7→ (x, e2) ∈ G2,
ïðè÷¼ì îáðàç G ïðè òàêîì âëîæåíèè ñîâïàäàåò ñî ñòàáèëèçàòîðîì G ' (G2)e2
ýëåìåíòà e2 â ãðóïïå G

2, ÷òî ñëåäóåò èç (7) è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (8).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ãðóïïû G ðàññìîòðèì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó R∗

è ôóíêöèþ ϕ2(x) = −x+ 1. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà G2 ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè
ôóíêöèè f(x, a, b) = x(a−b)+b è èçîìîðôíà àôôèííîé ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé
ìíîæåñòâà R.

3.2 Èíôèêñíî�ïîñòôèêñíàÿ çàïèñü

Âûøå, ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà ϕ2 è ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (G,G), ïî-
ñòðîèëè ãðóïïó (G,G2). Ïðè ðàññìîòðåíèè n�ïñåâäîïîëåé è óâåëè÷åíèè ÷èñëà
n îò 2�õ äî 3-õ è áîëåå, ñóùåñòâåííî âîçðàñò¼ò êîëè÷åñòâî ñêîáîê. ×òîáû èçáå-
æàòü èõ íàãðîìîæäåíèÿ, áóäåì èñïîëüçîâàòü êîìáèíèðîâàííóþ èíôèêñíóþ è
ïîñòôèêñíóþ çàïèñü ôîðìóë.

Ïîñòôèêñíóþ çàïèñü äëÿ ãðóïïû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äåéñòâèÿ ãðóïïû
íà ñåáå G × G′ → G. Òàê, áèíàðíóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ â ãðóïïå G ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå ôóíêöèè (èëè óíàðíîé îïåðàöèè) x · y ≡ fy(x), à â ïîñòôèêñ-
íîé çàïèñè � ÷åðåç ïðàâîå äåéñòâèå fy(x) ≡ x • [y], ãäå x ∈ G, [y] ∈ G′. Äëÿ
óìíîæåíèÿ òð¼õ ýëåìåíòîâ

(x · y) · z = fz(fy(x)) = x • [y][z].

Âûïîëíåíèå àññîöèàòèâíîñòè ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó

x • [y][z] = x · (y · z) = fy·z(x) = x • [y · z].

Äëÿ êðàòêîñòè òî÷êó â óìíîæåíèè áóäåì îïóñêàòü òàê, ÷òî

x • [y][z] = x • [y · z] = x • [yz].

Äëÿ îáðàòíîé îïåðàöèè x−1 = E(x) òîæäåñòâî E(E(x)) = x â ïîñòôèêñíîé
çàïèñè áóäåò âûãëÿäåòü â ñëåäóþùåì âèäå:

x • EE = x èëè êðàòêî EE = id.

Òîæäåñòâî abb−1 = a äëÿ ãðóïïû â ïîñòôèêñíîé çàïèñè âûãëÿäèò â âèäå:

a • [b][b−1] = a èëè ñîêðàù¼ííî [b][b−1] = id.

Â ðåçóëüòàòå ÷åãî, â ïîñòôèêñíîé çàïèñè, êîãäà ïîäðÿä âñòðå÷àþòñÿ óìíîæåíèå
íà ýëåìåíò è åãî îáðàòíûé, áóäåì ñîêðàùàòü ýòî ïðîèçâåäåíèå.

Òîæäåñòâî 2 èç îïðåäåëåíèÿ 7 çàïèøåòñÿ â âèäå:

a • ϕi[ϕi(b)]ϕi = a • [ϕiE(b)]ϕi[b],
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ãäå ϕiE(b) = ϕi(b
−1), òîãäà ñîêðàù¼ííî äëÿ b′ = ϕi(b):

ϕi[b
′]ϕi = [Ei(b

′)]ϕi[ϕi(b
′)], (11)

ãäå, íàïîìíèì, Ei = ϕiEϕi = EϕiE. Òîæäåñòâî

σij(σij(x)y) = xσij(y),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ àâòîìîðôèçìà σij èç ïóíêòà 3) îïðåäåëåíèÿ 7 äëÿ ãðóïïû G
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

σij[y]σij = [σij(y)]. (12)

Äëÿ ϕi è σjk ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

ϕiσjk = σjkϕi, (13)

ïðè i 6= j, k è
ϕiσij = ϕjϕi. (14)

Ïîäûòîæèì ïåðåõîä ê ñìåøàííîé èíôèêñíî�ïîñòôèêñíîé çàïèñè:

� ôîðìóëû ðàçáèâàþòñÿ íà ôóíêöèè (óíàðíûå îïåðàöèè) � ϕi, E, σij, óìíî-
æåíèå ñïðàâà [y] è çàïèñûâàþòñÿ â ïîñòôèêñíîé ôîðìå;

� åñëè ýëåìåíò y = f(x) â óíàðíîé îïåðàöèè ïðàâîãî óìíîæåíèÿ [y] ñàì ÿâ-
ëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé, òî îíà çàïèñûâàåòñÿ óæå â èíôèêñíîé ôîðìå
[f(x)].

Ïîëó÷åííóþ â òåîðåìå 1 ôóíêöèþ (3) çàïèøåì â âèäå äâóõýëåìåíòíîãî êîð-
òåæà

f1(x, y1, y2) ≡ x • [y1, y2] = x • [ϕ2(y1y
−1
2 )]ϕ2[y2]. (15)

(Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî çàïèñü â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ [y1, y2] íè â êîåì ñëó÷àå
íå ãîâîðèò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ y1 è y2 � ýòî ïðî-
ñòî îáîçíà÷åíèå äëÿ äâóõýëåìåíòíîãî êîðòåæà. Áîëåå òîãî, íèãäå äàëåå íàì íå
ïðèä¼òñÿ ðàññìàòðèâàòü êîììóòàòîð òàê, ÷òî òàêàÿ çàïèñü íå äîëæíà ââîäèòü
â çàáëóæäåíèå.) Òîãäà äëÿ ôóíêöèè f2 ìîæíî çàïèñàòü:

f2(x, y1, y2) = x • ϕ2 [ϕ2(y2), ϕ2(y1)]ϕ2,

à äëÿ åñòåñòâåííîé çàïèñè ôóíêöèè (8) ïðèíÿòü ñîãëàøåíèå:

[x, e2] = [x], [e, y] = ϕ2 [ϕ2(y)]ϕ2.

Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.1 Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ x ∈ U ⊂ G è (y1, y2) ∈ W ⊂ G2, äëÿ êîòîðûõ,
ñ îäíîé ñòîðîíû îïðåäåëåíû x•[y1, y2]ϕ2 è x•[ϕ2(y1), ϕ2(y2)], à ñ äðóãîé ñòîðîíû
îïðåäåëåíû x • ϕ2[y1, y2] è [x • y2, y1], òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

[y1, y2]ϕ2 = [ϕ2(y1), ϕ2(y2)] è ϕ2[y1, y2] = [y2, y1].
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Äåéñòâèòåëüíî, ðàñïèøåì ïåðâîå ðàâåíñòâî:

x • [y1, y2]ϕ2 = ϕ2

(
ϕ2

(
xϕ2

(
y1y
−1
2

))
y2
)

=

ϕ2

(
xϕ2

(
y1y
−1
2

)
ϕ2Eϕ2 (y2)

)
ϕ2 (y2) =

ϕ2

(
xϕ2

(
ϕ2 (y1)ϕ2Eϕ2

(
y−12

))
ϕ2

(
y−12

)
ϕ2Eϕ2 (y2)

)
ϕ2 (y2) =

ϕ2 (xϕ2 (ϕ2 (y1)Eϕ2 (y2)))ϕ2 (y2) = x • [ϕ2(y1), ϕ2(y2)].

Äëÿ âòîðîãî ðàâåíñòâà:

x • ϕ2[y1, y2] = ϕ2

(
ϕ2 (x)ϕ2

(
y1y
−1
2

))
y2 =

ϕ2

(
xϕ2

(
y2y
−1
1

))
y1y
−1
2 y2 = ϕ2

(
xϕ2

(
y2y
−1
1

))
y1 = x • [y2, y1].

�

3.3 Ëîêàëüíàÿ òî÷íî n�òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà

Äëÿ íàáîðà (x1, . . . , xn−1, xn) ∈ Gn îïðåäåëèì ôóíêöèþ�êîðòåæ â âèäå ñóïåð-
ïîçèöèè êîðòåæà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè è ôóíêöèè ϕn:

[x1, . . . , xn−1, xn] =[
ϕn(x1x

−1
n ), . . . , ϕn(xn−1x

−1
n )
]
ϕn[xn]. (16)

Ëåììà 3.2 Äëÿ êîðòåæà (16) ïðè i ≤ n ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

[x1, . . . , xn−1, xn]ϕi = [ϕi(x1), . . . , ϕi(xn−1), ϕi(xn)] , (17)

[x1, . . . , xn−1, xn] [y] = [x1y, . . . , xn−1y, xny] (18)

è
ϕi [x1, . . . , xi, . . . , xn] = [xi, x2, . . . , xi−1, x1, xi+1, . . . , xn] . (19)

Äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ ïî èíäóêöèè. Âûðàæåíèå (18) ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî èç
îïðåäåëåíèÿ êîðòåæà (16) è ðàâåíñòâà:

xix
−1
n−1 = xiy(xn−1y)−1.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ (17) ìîæíî çàïèñàòü:

[x1, . . . , xn−1, xn]ϕi
(16) è (11)

=[
ϕn(x1x

−1
n ), . . . , ϕn(xn−1x

−1
n )
]
ϕnϕi[Ei(xn)]ϕi[ϕi(xn)],

êîòîðîå ïðè i = n, ñ ó÷¼òîì èíäóêöèè, ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî

[x1, . . . , xn−1, xn]ϕn =[
ϕn(x1x

−1
n )En(xn), . . . , ϕn(xn−1x

−1
n )En(xn)

]
ϕn[ϕn(xn)] =

[ϕn(ϕn(x1)Eϕn(xn)), . . . , ϕn(ϕn(xn−1)Eϕn(xn))]ϕn[ϕn(xn)] =
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[ϕn(x1), . . . , ϕn(xn−1), ϕn(xn)] .

×òîáû ðàññìîòðåòü ñëó÷àé i ∈ {2, . . . , n − 1}, âñïîìíèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ
àâòîìîðôèçìà σij ñëåäóåò òîæäåñòâî ϕnϕi = ϕiσin. Ñëåäîâàòåëüíî:[

ϕn(x1x
−1
n ), . . . , ϕn(xn−1x

−1
n )
]
ϕiσin[Ei(xn)]ϕi[ϕi(xn)]

(12)
=[

ϕiϕn(x1x
−1
n ), . . . , ϕiϕn(xn−1x

−1
n )
]

[σinEi(xn)]σinϕi[ϕi(xn)]
σinϕi=ϕiϕn

=[
ϕiϕn(x1x

−1
n ), . . . , ϕiϕn(xn−1x

−1
n )
]

[σinEi(xn)]ϕiϕn[ϕi(xn)] =[
σinϕi(x1x

−1
n )σinEi(xn), . . . , σinϕi(xn−1x

−1
n )σinEi(xn)

]
ϕiϕn[ϕi(xn)] =[

σin
(
ϕi(x1x

−1
n )Ei(xn)

)
, . . . , σin

(
ϕi(xn−1x

−1
n )Ei(xn)

)]
ϕiϕn[ϕi(xn)] =

[ϕn (ϕi(x1)Eϕi(xn)) , . . . , ϕn (ϕi(xn−1)Eϕi(xn))]ϕn[ϕi(xn)] =

[ϕi(x1), . . . , ϕi(xn−1), ϕi(xn)] .

Èòàê, âûðàæåíèå (17) äîêàçàíî. Ïîêàæåì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü (19). Äëÿ êîð-
òåæà n = 2 ñïðàâåäëèâîñòü áûëà ïîêàçàíà â ëåììå 3.1. Ðàññìîòðèì òåïåðü n = 3
äëÿ ϕ3:

ϕ3[y1, y2, y3] = ϕ3[ϕ3(y1y
−1
3 ), ϕ3(y2y

−1
3 )]ϕ3[y3] =

ϕ3[y
(1)
1 , y

(1)
2 ]ϕ3[y3] = ϕ2σ23ϕ2[y

(1)
1 , y

(1)
2 ]ϕ3[y3] = ϕ2σ23[y

(1)
2 , y

(1)
1 ]ϕ3[y3] =

ϕ2[σ23ϕ2(y
(1)
2 E(y

(1)
1 ))]σ23ϕ2[y

(1)
1 ]ϕ3[y3] =

ϕ2[ϕ2ϕ3(y
(1)
2 E(y

(1)
1 ))]ϕ2ϕ3[y

(1)
1 ]ϕ3[y3] =

ϕ2[ϕ2ϕ3(ϕ3(y2y
−1
3 )Eϕ3(y1y

−1
3 ))]ϕ2[ϕ3E(y1y

−1
3 )]ϕ3[y1y

−1
3 ][y3] =

ϕ2[ϕ2

(
ϕ3(y2y

−1
3 E(y1y

−1
3 ))E3(y1y

−1
3 )
)
]ϕ2[ϕ3(y3y

−1
1 )]ϕ3[y1] =

ϕ2[ϕ2

(
ϕ3(y2y

−1
1 )Eϕ3(y3y

−1
1 )
)
]ϕ2[ϕ3(y3y

−1
1 )]ϕ3[y1] =

[ϕ2E
(
ϕ3(y2y

−1
1 )Eϕ3(y3y

−1
1 )
)
]ϕ2[ϕ3(y2y

−1
1 )Eϕ3(y3y

−1
1 )][ϕ3(y3y

−1
1 )]ϕ3[y1] =

[ϕ2

(
ϕ3(y3y

−1
1 )Eϕ3(y2y

−1
1 )
)
]ϕ2[ϕ3(y2y

−1
1 )]ϕ3[y1] =

[ϕ3(y3y
−1
1 ), ϕ3(y2y

−1
1 )]ϕ3[y1] = [y3, y2, y1].

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (19), åñëè îíî âûïîëíåíî äëÿ êîðòåæåé
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè:

ϕn[y1, . . . , yn−2, yn−1, yn] = ϕn−1σn,n−1ϕn−1[y
(1)
1 , . . . , y

(1)
n−2, y

(1)
n−1]ϕn[yn] =

ϕn−1σn,n−1[y
(1)
n−1, y

(1)
2 , . . . , y

(1)
n−2, y

(1)
1 ]ϕn[yn] =

ϕn−1σn,n−1[y
(2)
n−1, y

(2)
2 , . . . , y

(2)
n−2]ϕn−1[y

(1)
1 ]ϕn[yn], (20)

ãäå
y
(1)
i = yi • [E(yn)]ϕn è y

(2)
i = y

(1)
i • [E(y

(1)
1 )]ϕn−1. (21)

Ïîäåéñòâóåì ïðåîáðàçîâàíèåì σn,n−1:

σn,n−1

(
y
(2)
i

)
= yi • [E(yn)]ϕn[Eϕn(y1y

−1
n )]ϕn−1σn,n−1 =
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yi • [E(yn)]ϕn[Eϕn(y1y
−1
n )]ϕnϕn−1 =

yi • [E(yn)][EnEϕn(y1y
−1
n )]ϕn[ϕnEϕn(y1y

−1
n )]ϕn−1 =

yi • [E(yn)][E(y1y
−1
n )]ϕn[Eϕn(yny

−1
1 )]ϕn−1 =

yi • [E(y1)]ϕn[Eϕn(yny
−1
1 )]ϕn−1 = (y′i)

(2). (22)

Ïðîäîëæèì âûðàæåíèå (20) ñ ó÷¼òîì (21) è (22):

ϕn−1σn,n−1[y
(2)
n−1, y

(2)
2 . . . , y

(2)
n−2]ϕn−1[y

(1)
1 ]ϕn[yn] =

ϕn−1[(y
′
n−1)

(2), (y′2)
(2), . . . , (y′n−2)

(2)]σn,n−1ϕn−1[y
(1)
1 ]ϕn[yn] =

ϕn−1[(y
′
n−1)

(2), (y′2)
(2), . . . , (y′n−2)

(2)]ϕn−1ϕn[y
(1)
1 ]ϕn[yn] =

ϕn−1[(y
′
n−1)

(2), (y′2)
(2), . . . , (y′n−2)

(2)]ϕn−1[En(y
(1)
1 )]ϕn[ϕn(y

(1)
1 )][yn] =

ϕn−1[(y
′
n−1)

(2), (y′2)
(2), . . . , (y′n−2)

(2)]ϕn−1[ϕn(yny
−1
1 )]ϕn[y1y

−1
n ][yn] =

ϕn−1[(y
′
n−1)

(2), (y′2)
(2), . . . , (y′n−2)

(2)]ϕn−1[ϕn(yny
−1
1 )]ϕn[y1] =

ϕn−1[(y
′
n−1)

(1), (y′2)
(1), . . . , (y′n−2)

(1), (y′n)(1)]ϕn[y1] =

[(y′n)(1), (y′2)
(1), . . . , (y′n−1)

(1)]ϕn[y1] = [yn, y2, . . . , yn−1, y1],

ãäå (y′k)
(1) = ϕn(yky

−1
1 ).

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü (19) äëÿ n è ϕi ïðè i < n:

ϕi[y1, . . . , yi, . . . , yn] = ϕi[y
(1)
1 , . . . , y

(1)
i , . . . , y

(1)
n−1]ϕn[yn] =

[y
(1)
i , . . . , y

(1)
1 , . . . , y

(1)
n−1]ϕn[yn] = [y1, . . . , yi, . . . , yn].

Ëåììà äîêàçàíà. �

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : G×Gn → G â âèäå:

f(x, y1, . . . , yn) =
x • [y1, . . . , yn−1] , ïðè yn = en,
x • [y1, . . . , yn] , ïðè x ∈ U,
x • ϕi [ϕi(yi), . . . , ϕi(y1), . . . , ϕi(yn)]ϕi, ïðè x ∈ ϕi(U),

(23)

ãäå U ⊂ G îêðåñòíîñòü åäèíèöû e ∈ G. Åñëè x ∈ ϕi(U) ∩ U , òî ñ ó÷¼òîì
ëåììû 3.2:

x • [y1, . . . , yn] = x • ϕi [ϕi(yi), . . . , ϕi(y1), . . . , ϕi(yn)]ϕi.

Ïðè ïîìîùè ôóíêöèé (23) ïîñòðîèì óìíîæåíèå â Gn: x1
...
xn


 y1

...
yn

 =

 f(x1, y1, . . . , yn)
...

f(xn, y1, . . . , yn)

 , (24)

äëÿ íàáîðîâ: (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Gn.
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Òåîðåìà 2 Ïî ëîêàëüíîìó n�ïñåâäîïîëþ ìîæíî ïîñòðîèòü ëîêàëüíóþ òî÷íî
n�òðàíçèòèâíóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé (G,Gn) ñ óìíîæåíèåì (24).

10. Ïðîâåðèì óñëîâèå 1) îïðåäåëåíèÿ 1 ëîêàëüíîé ãðóïïû � àññîöèàòèâíîñòü
îïåðàöèè (24).

Èç îïðåäåëåíèÿ êîðòåæåé (15), (16) è ñ ó÷¼òîì ëåììû 3.2:

[x1, x2, . . . , xn] =
[
x
(n−1)
1

]
ϕ2

[
x
(n−2)
2

]
. . .
[
x
(2)
n−2

]
ϕn−1

[
x
(1)
n−1

]
ϕn [xn] , (25)

ãäå x
(k)
j = ϕn+1−k

(
x
(k−1)
j E

(
x
(k−1)
n+1−k

))
è x

(0)
j = xj. Òîãäà, ñ ó÷¼òîì âûðàæåíèé

(17), (18) óìíîæåíèå êîðòåæåé [x1, . . . , xn] , [y1, . . . , yn] çàïèøåòñÿ â âèäå

[x1, . . . , xn] [y1, . . . , yn] = [x1 • [y1, . . . , yn] , . . . , xn • [y1 . . . , yn]] . (26)

Ñëåäîâàòåëüíî,
 x1

...
xn


 y1

...
yn



 z1

...
zn

 =

 x1 • [y1, . . . , yn]
...

xn • [y1, . . . , yn]


 z1

...
zn

 =

 x1 • [y1, . . . , yn] [z1, . . . , zn]
...

xn • [y1, . . . , yn] [z1, . . . , zn]

 =

 x1 • [y1 • [z1, . . . , zn] , . . . , yn • [z1, . . . , zn]]
...

xn • [y1 • [z1, . . . , zn] , . . . , yn • [z1, . . . , zn]]

 =

 x1
...
xn



 y1

...
yn


 z1

...
zn


 .

Óñëîâèå 2) îïðåäåëåíèÿ 1 âûïîëíåíî ïî ñóïåðïîçèöèè.
20. Ïðîâåðèì óñëîâèå 3) îïðåäåëåíèÿ 1 ëîêàëüíîé ãðóïïû. Óáåäèìñÿ, ÷òî

(e, e2, . . . , en) ∈ Gn çàäàåò ëåâûé íåéòðàëüíûé ýëåìåíò. Äëÿ åäèíèöû e èìååì:

f(e, x1, . . . , xn) = e • [x1, . . . , xn] =

e • [ϕn(x1x
−1
n ), . . . , ϕn(xn−1x

−1
n )]ϕn[xn] = ϕn(x1x

−1
n ) • ϕn[xn] = x1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè i ≥ 2:

f(ei, y1, . . . , yn) = ei • ϕi [ϕi(yi), . . . , ϕi(y1), . . . , ϕi(yn)]ϕi =

e • [ϕi(yi), . . . , ϕi(y1), . . . , ϕi(yn)]ϕi = ϕi(yi) • ϕi = yi.

30. Ïðîâåðèì óñëîâèå 4) îïðåäåëåíèÿ 1 ëîêàëüíîé ãðóïïû.
Ïóñòü, â ëîêàëüíîé ãðóïïå Gn−1 äëÿ (x1, . . . , xn−1) ∈ Gn−1 èìååòñÿ îáðàòíûé

(x1, . . . , xn−1)
−1 ∈ Gn−1 òàêîé, ÷òî

(x1, . . . , xn−1)
−1(x1, . . . , xn−1) = (e1, . . . , en−1),
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ãäå e1 = e. Òîãäà äëÿ êîðòåæà [x1, . . . , xn−1] èìååòñÿ îáðàòíûé êîðòåæ [x1, . . . , xn−1]
−1

è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ U âûïîëíåíî

y • [x1, . . . , xn−1]
−1[x1, . . . , xn−1] = y.

Îáðàòíûì ê ýëåìåíòó (x1, . . . , xn) ∈ Gn áóäåò:


x1
...
xi
...
xn



−1

=


ϕn(x−1n ) • [x1

(1), . . . , xn−1
(1)]−1

...
ϕiϕnEϕi(xn) • ϕi[(ϕi(xi))(1), . . . , (ϕi(xn−1))(1)]−1ϕi

...
Eϕn(x1) • ϕn[(ϕn(xn))(1), . . . , (ϕn(xn−1))

(1)]−1ϕn

 , (27)

ãäå x
(1)
j = ϕn (xjx

−1
n ) è

(ϕi(xj))
(1) =

{
ϕn (ϕi(xj)Eϕi(xn)) , 1 < i < n,
ϕn (ϕn(xn)Eϕn(x1)) , i = n.

Óìíîæåíèå ñïðàâà íà (x1, . . . , xn) ïðèâîäèò ê óìíîæåíèþ íà êîðòåæ. Äëÿ ïåð-
âîé êîìïîíåíòû:

ϕn(x−1n ) • [x1
(1), . . . , xn−1

(1)]−1[x1, . . . , xn] =

ϕn(x−1n ) • [x1
(1), . . . , xn−1

(1)]−1[x1
(1), . . . , xn−1

(1)]ϕn[xn] =

ϕn(x−1n ) • ϕn[xn] = x−1n • [xn] = e.

Äëÿ êîìïîíåíò ñ íîìåðàìè i = 2, . . . , n− 1 èìååì:

ϕiϕnEϕi(xn) • ϕi[(ϕi(xi))(1), . . . , (ϕi(xn−1))(1)]−1ϕi×
(ϕi[ϕi(xi), . . . , ϕi(xn)]ϕi) =

ϕiϕnEϕi(xn) • ϕi[(ϕi(xi))(1), . . . , (ϕi(xn−1))(1)]−1ϕi×(
ϕi[(ϕi(xi))

(1), . . . , (ϕi(xn−1))
(1)]ϕn[ϕi(xn)]ϕi

)
=

ϕiϕnEϕi(xn) • ϕiϕn[ϕi(xn)]ϕi = Eϕi(xn) • [ϕi(xn)]ϕi = ϕi(e) = ei.

È äëÿ ïîñëåäíåé êîìïîíåíòû:

Eϕn(x1) • ϕn[(ϕn(xn))(1), . . . , (ϕn(xn−1))
(1)]−1ϕn×

(ϕn[ϕn(xn), ϕn(x2) . . . , ϕn(xn−1), ϕn(x1)]ϕn) =

Eϕn(x1) • ϕn[(ϕn(xn))(1), . . . , (ϕn(xn−1))
(1)]−1ϕn×(

ϕn[(ϕn(xn))(1), . . . , (ϕn(xn−1))
(1)]ϕn[ϕn(x1)]ϕn

)
=

Eϕn(x1) • [ϕn(x1)]ϕn = ϕn(e) = en.

Òàêèì îáðàçîì, (27) çàäà¼ò îáðàòíûé â ëîêàëüíîé ãðóïïå Gn.
Ïîñòðîåííàÿ ëîêàëüíàÿ ãðóïïà Gn ïðè äåéñòâèè íà ñàìîé ñåáå � òî÷íî òðàí-

çèòèâíà, ñëåäîâàòåëüíî, êàê ëîêàëüíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé Gn ìíîæåñòâà
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G, îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷íî n�òðàíçèòèâíîé.
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Èòàê, ïîñòðîåíî îòîáðàæåíèå F2 : 〈G,ϕ2, . . . , ϕn〉 → (G,Gn), ò.å. ïðîöåäóðà,
êîãäà ïî ïðîèçâîëüíîìó n�ïñåâäîïîëþ 〈G,ϕ2, . . . , ϕn〉 êîíñòðóèðóåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé (G,Gn).

3.4 Ïðèìåðû

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ëîêàëüíîé òî÷íî äâàæäû òðàíçèòèâíîé ãðóï-
ïû ïðèâåä¼ì ãðóïïó àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëÿ âåùåñòâåííûõ èëè êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë x → xa + b, äëÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïó T2 ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå: (

x1
x2

)
·
(
y1
y2

)
=

(
x1(y1 − y2) + y2
x2(y1 − y2) + y2

)
.

Â êà÷åñòâå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà âûñòóïàåò (1, 0). Ñîîòâåòñòâóþùåå ëîêàëü-
íîå 2�ïñåâäîïîëå çàïèøåòñÿ ïðè ïîìîùè äåéñòâóþùåé íà ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïå G ôóíêöèè ϕ2(x) = −x+ 1.

Ðàñøèðÿÿ ýòîò ïðèìåð íà ñëó÷àé n = 3, ïåðåéä¼ì ê ëîêàëüíî èçîìîðô-
íîé ãðóïïå ψ : G → G′ ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ ψ(x) = 2x

x+1
è îáðàòíîãî

ψ−1(x) = x
2−x òàê, ÷òî óìíîæåíèå â G

′:

x ·′ y =
2xy

1 + x+ y − xy
,

ñ äåéñòâóþùèìè íà äàííîé ãðóïïå ôóíêöèÿìè

ϕ′2(x) = ψ−1ϕ2ψ(x) =
1− x
1 + 3x

è ϕ′3(x) = −x

è e′1 = 1, e′2 = 0, e′3 = −1. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïîâîå óìíîæåíèå â T3 ìîæíî
çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ôóíêöèè�êîðòåæà

x • [y1, y2, y3] =
x(2y1y3 − y2(y1 + y3)) + y2(y3 − y1)

x(y1 − 2y2 + y3) + y3 − y1
.

Äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû äëÿ ãðóïï Tn ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà R2 äëÿ
n ≤ 4 ìîæíî íàéòè â [14].

Ãðóïïà GLn(R) ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ëîêàëüíîé òî÷íî n�òðàíçèòèâíîé ãðóï-
ïû ïðåîáðàçîâàíèÿ Rn, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ëîêàëüíîãî n�ïñåâäîïîëÿ,
ñ âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè:

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1),

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé G ñ óìíîæåíèåì

(x1, x2, . . . , xn)(y1, y2, . . . , yn) = (x1y1, x1y2 + x2, . . . , x1yn + xn)
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è ôóíêöèÿìè ϕi, êîòîðûå ïðè äåéñòâèè íà ñòðîêó (x1, . . . , xn) ïåðåñòàâëÿþò â
ñòðîêå äâà ýëåìåíòà x1 è xi, îñòàâëÿÿ îñòàëüíûå íà ìåñòå.

C ýòîé æå ãðóïïîé G è ôóíêöèÿìè ϕi, êàê ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðè÷íîé ãðóï-
ïû GLn, çà èñêëþ÷åíèåì ϕn, êîòîðàÿ çàìåíÿåòñÿ íà

ϕn(x1, . . . , xn) = (1− x1 − x2 − . . .− xn−1, x2, . . . , xn),

ñòðîèòñÿ [15] ãðóïïà Tn, êîòîðàÿ íåèçîìîðôíà GLn, íî âëîæèìà â GLn+1.

3.5 Ëîêàëüíîå n-ïñåâäîïîëå

Îïðåäåëåíèå 7 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé (G,Sn) çàäà¼ò
ëîêàëüíîå n�ïñåâäîïîëå 〈G; ·, E, ϕ2, . . . , ϕn, e〉, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:

1. åñëè îïðåäåëåíû ïðîèçâåäåíèÿ aϕi(b
−1), ϕi(aϕi(b

−1))b, a ·i b, òî èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî

a ·i b = ϕi(ϕi(a)ϕi(b)) = ϕi(aϕi(b
−1))b; (28)

2. åñëè îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå a ·i b, òî äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè W ýëå-
ìåíòà a·ib ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U è V ýëåìåíòîâ a è b, ÷òî
ïðè x ∈ U, y ∈ V ïðîèçâåäåíèÿ x ·i y, xϕi(y−1), ϕi(xϕi(y−1))y îïðåäåëåíû è
x ·i y = ϕi(xϕi(y

−1))y ∈ W ;

3. ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì σij = ϕjϕiϕj ïðè i 6= j ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì
àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G1;

4. åñëè äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ G îïðåäåëåíû ϕiEϕi(a) è EϕiE(a), òî ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

ϕiEϕi(a) = EϕiE(a),

5. ýëåìåíòû ei = ϕi(e) ∈ G, äëÿ áèíàðíîé îïåðàöèè íà G, ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè
íóëÿìè, òî åñòü ei · x = ei, äëÿ x ∈ U èç îêðåñòíîñòè åäèíèöû e ∈ G1.

Óðàâíåíèå (28) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñâÿçè äâóõ ãðóïïîâûõ îïåðàöèé:

(a ·i b)b−1 = ϕi(a) ·i b−1,

äëÿ a ∈ U ∩ ϕi(U), b ∈ V ⊂ U ∩ ϕi(U).
Ïîêàæåì, ÷òî ïî ëîêàëüíîé òî÷íî n�òðàíçèòèâíîé ãðóïïå ìîæíî ïîñòðîèòü

ëîêàëüíîå n�ïñåâäîïîëå. À èìåííî, èìååò ìåñòî òåîðåìà

Òåîðåìà 3 Ïî ëîêàëüíîé òî÷íî n�òðàíçèòèâíîé ãðóïïå Tn ïðåîáðàçîâàíèé
ìíîæåñòâà G ìîæíî ïîñòðîèòü ëîêàëüíîå n�ïñåâäîïîëå.

10. Òàê êàê Tn � ëîêàëüíàÿ òî÷íî n�òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà, òî ñòàáèëèçàòîð
ïðîèçâîëüíûõ n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç G òðèâèàëåí. Ðàññìîòðèì n ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ e1, . . . , en èç G, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé ñòàáè-
ëèçàòîð ýëåìåíòîâ e2, . . . , en. Ôèêñèðóåì ýòîò íàáîð [e1, . . . , en].

16



Äåéñòâèå ãðóïïû Tn íà ìíîæåñòâåG çàïèñûâàåòñÿ â âèäå a 7→ a·x, ãäå x ∈ Tn,
a ∈ G. Çàäàäèì ñòðóêòóðó ëîêàëüíîé ãðóïïû íà ìíîæåñòâåGn. Ýëåìåíòó x ∈ Tn
ñîïîñòàâèì íàáîð [x1, . . . , xn] èç Gn ïî ïðàâèëó:

[x1, . . . , xn] = [e1 · x, . . . , en · x] = [e1, . . . , en] · x,

òîãäà íåéòðàëüíîìó ýëåìåíòó e ∈ Tn ñîïîñòàâèòñÿ íàáîð [e1, . . . , en] ∈ Gn. Îïðå-
äåëèì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ òàêèõ íàáîðîâ ïî ïðàâèëó:

[x1, . . . , xn][y1, . . . , yn] = [e1, . . . , en] · (xy) = [x1, . . . , xn] · y =

[x1 · y, . . . , xn · y] = [x1 · [y1, . . . , yn], . . . , xn · [y1, . . . , yn]], (29)

ãäå èñïîëüçîâàëè, ÷òî â ñèëó ñîîòâåòñòâèÿ Tn 3 x 7→ [x1, . . . , xn] ∈ Gn, ýëåìåíòû
ãðóïïû Gn äåéñòâóþò íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà G ïî ïðàâèëó

a · [x1, . . . , xn] ≡ a · x, ãäå a ∈ G, x ∈ Tn.

Ïî ïîñòðîåíèþ ëîêàëüíûå ãðóïïû Tn è G
n ëîêàëüíî èçîìîðôíû.

Äåéñòâèå ãðóïïû Gn íà ýëåìåíòàõ ei ñëåäóþò èç òîæäåñòâà

[e1, . . . , en] · [x1, . . . , xn] =

[e1 · [x1, . . . , xn], . . . , en · [x1, . . . , xn]] = [x1, . . . , xn]. (30)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G1 ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòîâ e2, . . . , en â ãðóïïå Gn. Åñëè
[y1, · · · , yn] ∈ G1, òî ïî îïðåäåëåíèþ ñòàáèëèçàòîðà

ei · [y1, · · · , yn] = ei, äëÿ i ∈ {2, . . . , n}.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷¼òîì (30) ñòàáèëèçàòîð G1 ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ

[y1, e2, . . . , en] ∈ Gn.

Îáîçíà÷èì [y1] = [y1, e2, . . . , en], òîãäà

a · [y1, e2, . . . , en] = a · [y1] , e1 · [y1] = y1 è ei · [y1] = ei, äëÿ i > 1. (31)

Â ãðóïïå G1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

[x1][y1] = [x1, e2, . . . , en][y1, e2, . . . , en] = [x1y1, e2, . . . , en] = [x1y1],

èñõîäÿ èç êîòîðîãî, äëÿ íåêîòîðîãî x1, îïðåäåëèì îáðàòíûé x−11 :

[x−11 ] = [x1]
−1 = [x1, e2, . . . , en]−1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïåðåíåñëè ñòðóêòóðó ãðóïïû G1 íà ñàìî ìíîæåñòâî G, ïî-
ëó÷èâ ãðóïïó G, óìíîæåíèå â êîòîðîé áóäåì ïèñàòü áåç òî÷êè. Òîãäà ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî èç (31) ñëåäóåò âûïîëíåíèå òîæäåñòâà 5) èç îïðåäåëåíèÿ 7, ò.å.
ýëåìåíòû ei äëÿ i > 1 ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè íóëÿìè äëÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G.

Äàëåå ÷åðåç G2
i îïðåäåëèì ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòîâ

e2, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en
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â ãðóïïå Gn. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç ãðóïïû G2
i èìååò âèä

[x1, e2, . . . xi, . . . , en] äëÿ íåêîòîðûõ x1, xi ∈ G. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå äëÿ ýëåìåí-
òîâ G2

i :
[x1, xi]i ≡ [x1, e2, . . . xi, . . . , en].

Â ñòàáèëèçàòîðå G2
i ýëåìåíò [e1, ei]i íåéòðàëüíûé, à [ei, e1]i ∈ G2

i � èíâîëþ-
òèâíûé:

[ei, e1]i[ei, e1]i = [e1, ei]i.

Òîãäà, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî [x1, xi]i ∈ G2
i ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

[ei, e1]i[x1, xi]i = [xi, x1]i; [x1, xi]i[ei, e1]i = [φi (x1) , φi (xi)]i, (32)

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ
φi(a) = a · [ei, e1]i, a ∈ G.

Îòìåòèì, ÷òî φi (e1) = ei.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî [e1, xi]i ñïðàâåäëèâî:

[e1, xi]i = [x−1i , e1]i[xi, e2]i =

[φi
(
x−1i
)
, ei]i[ei, e1]i[xi, ei]i = [φi

(
x−1i
)
][ei, e1]i[xi].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ó÷¼òîì (32):

[e1, xi]i = [ei, e1]i[φi
(
x−1i
)
, ei]i[ei, e1]i = [ei, e1]i[φi

(
x−1i
)
][ei, e1]i.

Ñëåäîâàòåëüíî,
φi [φi(xi)]φi =

[
φi(x

−1
i )
]
φi [xi] . (33)

Ïîäåéñòâîâàâ îáåèìè ÷àñòÿìè ðàâåíñòâà íà ýëåìåíò a ∈ G, ïðèä¼ì ê âûðàæå-
íèþ (28) èç îïðåäåëåíèÿ 7.

Òàê êàê äàííîå òîæäåñòâî ïîëó÷åíî íà ëîêàëüíîé ãðóïïå Gn, òî è óñëîâèå
2) èç îïðåäåëåíèÿ 7 âûïîëíåíî.

20. Ðàññìîòðèì xi ∈ G äëÿ êîòîðîãî φi(x
−1
i ), Eφi(x

−1
i ) ∈ U , è ìîæíî ðàññìîò-

ðåòü (33) ïðè äåéñòâèè íà Eφi(x
−1
i ). Òîãäà, ñ ó÷¼òîì (31), ñ îäíîé ñòîðîíû:

Eφi(x
−1
i ) ·

[
φi(x

−1
i )
]
φi [xi] = e1 · φi [xi] = ei · [xi] = ei,

ñ äðóãîé ñòîðîíû:

Eφi(x
−1
i ) · φi [φi(xi)]φi = φi

(
φiEφi(x

−1
i )φi(xi)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
φiEφi(x

−1
i )φi(xi) = e1,

îòêóäà óæå ñëåäóåò òîæäåñòâî 4) èç îïðåäåëåíèÿ 7.

30. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3) èç îïðåäåëåíèÿ 7 ïî ïðîèçâîëüíîìó
X = [x1, . . . , xn] ∈ Gn ïîñòðîèì ýëåìåíò Xij ∈ Gn, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò X
ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ xi è xj. Èç (30) ñëåäóåò, ÷òî

EijX = Xij, ãäå Eij = [e1, . . . , en]ij.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, E2
1i = E = [e1, . . . , en], äëÿ i ∈ {2, . . . , n} è

E1iE1jE1i = E1jE1iE1j ïðè i 6= j.

Ê ââåä¼ííûì ðàíåå φi(x) = x · E1i, x ∈ G, îïðåäåëèì εij : G→ G â âèäå

εij(x) = x · Eij = x · E1jE1iE1j = ϕjϕiϕj(x),

òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x ∈ U, y ∈ φi(U) ∩ U ñïðàâåäëèâî

x · [y, e2, . . . , en]Eij = x · EijEij[y, e2, . . . , en]Eij =

x · Eij[εij(y), e2, . . . , en],

ñëåäîâàòåëüíî, ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâó

εij(xy) = εij(x)εij(y).

Çíà÷èò εij ïðèíàäëåæèò ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ëîêàëüíîé ãðóïïû G, ÷òî ïðè-
âîäèò ê âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ 3) îïðåäåëåíèÿ 7.
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî îòîáðàæåíèå

F1 : (G, Tn)→ 〈G, φ2, . . . , φn〉,

ñîïîñòàâëÿþùåå ëîêàëüíîé ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé (G, Tn) ñîîòâåòñòâóþùåå ëî-
êàëüíîå n�ïñåâäîïîëå.

3.6 Êàòåãîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Îïðåäåëåíèå 8 Äëÿ ëþáîãî êëàññà àëãåáð KA ÷åðåç KA îáîçíà÷èì êàòåãî-
ðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àëãåáðû A ∈KA, à ìîðôèçìàìè � ãîìî-
ìîðôèçìû àëãåáð.

Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè êàòåãîðèé [13, �4.4]:

Îïðåäåëåíèå 9 Ôóíêòîð F2 : KA1 → KA2 ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ êà-
òåãîðèé, à êàòåãîðèè KA1 è KA2 � ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò (ïðîòè-
âîïîëîæíî íàïðàâëåííûé) ôóíêòîð F1 : KA2 → KA1 è åñòåñòâåííûå èçîìîð-
ôèçìû

F1 F2
∼= I : KA1 → KA1 è F2 F1

∼= I : KA2 → KA2.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé (G,Gn) êàê äâóõñîðò-
íóþ àëãåáðó 〈G,Gn; •, g, E〉, ãäå g : Gn ×Gn → Gn � ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ, E �
óíàðíàÿ îïåðàöèÿ âçÿòèå îáðàòíîãî â Gn. Äåéñòâèå ãðóïïû Gn íà òîïîëîãè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå G çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óìíîæåíèÿ:

(•) : G×Gn → G.
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Íàïîìíèì, ÷òî ãîìîìîðôèçì äâóõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé

(G,Gn) = 〈G,Gn; •, g, E〉 è (G′, G′
n
) = 〈G′, G′n; •′, g′, E ′〉

çàäà¼òñÿ ïàðîé îòîáðàæåíèé

µ : G→ G′ è λ : Gn → G′
n

òàê, ÷òî äèàãðàììû

Gn E−−−→ Gn

λ

y yλ
G′n

E′−−−→ G′n

Gn ×Gn g−−−→ Gn

λ×λ
y yλ

G′n ×G′n g′−−−→ G′n

G×Gn (•)−−−→ G

µ×λ
y yµ

G′ ×G′n (•′)−−−→ G′

êîììóòàòèâíû.
Ëîêàëüíîå n�ïñåâäîïîëå 〈G,ϕ2, . . . , ϕn〉 ðàññìîòðèì â âèäå àëãåáðû 〈G; ·,

−1, ϕ2, . . . , ϕn〉.
Ïóñòü KA2 = K〈G,Gn; •, g, E〉 è KA1 = K〈G; ·,−1 , ϕ2, . . . , ϕn〉 � êëàññû àë-

ãåáð ëîêàëüíûõ òî÷íî n òðàíçèòèâíûõ ãðóïï è ëîêàëüíûõ n�ïñåâäîïîëåé.
Ðàññìîòðèì êàòåãîðèè KA2, KA1, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèå àëãåáðû, à ìîðôèçìàìè � òàêèå ãîìîìîðôèçìû àëãåáð, ïðè êîòîðûõ
ñîõðàíÿþòñÿ ÷èñëà n, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíüþ ïñåâäîïîëÿ è ñòåïåíüþ òî÷-
íîé òðàíçèòèâíîñòè ëîêàëüíîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé.

Òåîðåìà 4 Êàòåãîðèè KA2 ëîêàëüíûõ òî÷íî n òðàíçèòèâíûõ ãðóïï è KA1

ëîêàëüíûõ n�ïñåâäîïîëåé ýêâèâàëåíòíû.

10. Â òåîðåìàõ 3 è 2 áûëè ïîñòðîåíû îòîáðàæåíèÿ F1 è F2, òåì ñàìûì,
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêòîðîâ F1 è F2 áûëè ïîñòðîåíû îòîáðàæåíèÿ îáúåê-
òîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ êàòåãîðèé. Îñòà¼òñÿ îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèÿ ìîðôèçìîâ
äàííûõ êàòåãîðèé.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîðôèçìà h ∈ mor(KA1) ïî ñîîòâåòñòâóþùèì àëãåáðàì

dom h = 〈G; ·,−1 , φ2, . . . , φn〉 è cod h = 〈Gh; ·h,−1h , φh2 , . . . , φhn〉,

ïðè ïîìîùè F2, ïîñòðîèì èõ îáðàçû

〈G,Gn; •, g, E〉 è 〈Gh, (Gh)n; •′, g′, E ′〉.

Ñ ó÷¼òîì êîíñòðóêöèè ãðóïïîâîé îïåðàöèè g, ïðè ïîìîùè ôóíêöèè�êîðòåæà,
ïîëó÷èì, ÷òî â êàòåãîðèè K〈G,Gn; •, g, E〉 ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé, ìîðôèçì
F2(h) îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé ìîðôèçìîâ

h : G→ Gh è h× . . .× h : Gn → (Gh)n

òàê, ÷òî F2(h) = (h, h× . . . × h). Åäèíè÷íûé ìîðôèçì ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè
ïåðåéä¼ò â åäèíè÷íûé

F2 : idA1 7→ idA2
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è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f, h ∈ mor(KA1), äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíà êîìïîçèöèÿ f ◦h,
òàêæå îïðåäåëåíà êîìïîçèöèÿ

F2(f ◦ h) = F2(f) ◦ F2(h).

20. Â ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 3 âûáîðîì ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà [e1, . . . , en] =
e ∈ Gn ìû ïåðåøëè ê èçîìîðôíîé ãðóïïå

(id, fe) : 〈G, Tn; •, ·,−1 〉 7→ 〈G,Gn; •, g, E〉.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãîìîìîðôíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé òàêèõ, ÷òî

(µ, λ) : 〈G, Tn; •, ·,−1 〉 7→ 〈G′, T ′n; •′, ·′,−1′ 〉

ôèêñèðóÿ íàáîðû e ∈ Gn, e′ ∈ G′n, ïîñòðîèì èçîìîðôíûå ãðóïïû:

(id, fe) : 〈G, Tn; •, ·,−1 〉 → 〈G,Gn; •, g, E〉,

(id, fe′) : 〈G′, T ′n; •′, ·′,−1′ 〉 → 〈G′, G′n; •′, g′, E ′〉.
Òîãäà îòîáðàæåíèå (µ′, λ′) = (id, fe′)(µ, λ)(id, fe)

−1 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
ãðóïï 〈G,Gn; •, g, E〉 → 〈G′, G′n; •′, g′, E ′〉 è äèàãðàììà

〈G,Gn; •, g, E〉 (id,fe)−1

−−−−−→ 〈G, Tn; •, ·,−1 〉

(id,fe′ )(µ,λ)(id,fe)
−1

y y(µ,λ)

〈G′, G′n; •′, g′, E ′〉 (id,fe′ )←−−−− 〈G′, T ′n; •′, ·′,−1′ 〉
êîììóòàòèâíà.

Â òåîðåìå 3 ïî ãðóïïå 〈G,Gn; •, g, E〉 áûëî ïîñòðîåíî n�ïñåâäîïîëå 〈G; ·,−1 ,
φ2, . . . , φn〉. Åñëè çà f1 îáîçíà÷èòü ýòî îòîáðàæåíèå, òî F1 ïðåäñòàâèì â âèäå
êîìïîçèöèè F1 = f1 ◦ (id, fe) òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâà äèàãðàììà

〈G, Tn; •, ·,−1 〉 〈G,Gn; •, g, E〉

〈G; ·,−1 , φ2, . . . , φn〉

-
(id,fe)

HHH
HHHHj

F1
?

f1

Îáðàòíûì ê f1 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå F2 èç òåîðåìû 2. Èìååì êîììóòàòèâíóþ
äèàãðàììó

〈G,Gn; •, g, E〉
f−1
1←−−− 〈G; ·,−1 , φ2, . . . , φn〉

(µ′,λ′)

y yf1◦(µ′,λ′)◦f−1
1

〈G′, G′n; •′, g′, E ′〉 f1−−−→ 〈G′; ·′,−1′ , φ′2, . . . , φ′n〉 ,
ãäå ìîðôèçì f1 ◦ (µ′, λ′) ◦ f−11 çàäà¼ò ìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð. Òàêèì
îáðàçîì ïîñòðîåíî îòîáðàæåíèå F1 : (µ′, λ′)→ f1 ◦ (µ′, λ′)◦f−11 . Åäèíè÷íûé ìîð-
ôèçì â êàòåãîðèè KA2 ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè ïåðåéä¼ò â åäèíè÷íûé ìîðôèçì
â êàòåãîðèè KA1. Åñëè

(f1, f2), (h1, h2) ∈ mor
(
KA2

)
,
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äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíà êîìïîçèöèÿ (f1, f2) ◦ (h1, h2), òî îïðåäåëåíî è

F1((f1, f2) ◦ (h1, h2)) = F1(f1, f2) ◦ F1(h1, h2).

Ðàññìàòðèâàÿ ñóïåðïîçèöèþ îòîáðàæåíèé F1, F2 èç òåîðåì 3 è 2:

F1 ◦ F2

(
〈G; ·,−1 , ϕ2, . . . , ϕn〉

)
= F1 (〈G,Gn; g, E〉) = 〈G; ·,−1 , φ2, . . . , φn〉

è
F2 ◦ F1(〈G, Tn; •, ·,−1 〉) = F2

(
〈G; ·,−1 , φ2, . . . , φn〉

)
= 〈G,Gn; g, E〉 ,

ïðèõîäèì ê åñòåñòâåííîìó èçîìîðôèçìó F1 ◦ F2
∼= I è F2 ◦ F1

∼= I.
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

4 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ëîêàëüíûå òî÷íî n�òðàíçèòèâíûå ãðóïïû ìîæíî ñòðî-
èòü íàä áîëåå ïðîñòûìè îáúåêòàìè � ëîêàëüíûìè n�ïñåâäîïîëÿìè, ñ êîòîðûìè
óñòàíîâëåíà êàòåãîðíî�ýêâèâàëåíòíàÿ ñâÿçü.

Â çàâåðøåíèå âîçíèêàåò íåñêîëüêî âîïðîñîâ äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû:

1. Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè. Êëàññèôèöèðîâàòü ôóíêöèè ϕ : G→ G (âîçìîæíî,
îïðåäåë¼ííûå òîëüêî íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå) òàêèå, ÷òî

(a) ϕ(ϕ(x)ϕ(y)) = ϕ(xϕ(E(y)))y,

(b) ϕ(ϕ(x)) = x,

(c) ϕEϕ(x) = EϕE(x).

2. Íà íàñòîÿùèé ìîìåíò àâòîðàì èçâåñòíà êëàññèôèêàöèÿ2 ëîêàëüíûõ òî÷íî
n�òðàíçèòèâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà R2 [16, 17]. Âîçíèêàåò
çàäà÷à: êàê ìèíèìóì íàéòè âîçìîæíûå 2�ïñåâäîïîëÿ íàä òð¼õìåðíûìè
ãðóïïàìè, à êàê ìàêñèìóì � ïîñòðîèòü êëàññèôèêàöèþ ëîêàëüíûõ n�
ïñåâäîïîëåé äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíûõ
n�òðàíçèòèâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà R3.

3. Â êà÷åñòâå áîëåå îáùåé çàäà÷è � íàéòè îãðàíè÷åíèÿ, íàëàãàåìûå íà àë-
ãåáðû Ëè äëÿ ëîêàëüíûõ òî÷íî n�òðàíçèòèâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé,
êîãäà îíè ñâÿçàíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ëîêàëüíûìè n�ïñåâäîïîëÿìè.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà

Ëîêàëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, ëîêàëüíàÿ òî÷íî n�òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà,
ëîêàëüíîå n�ïñåâäîïîëå.

Ðåôåðàò ñòàòüè

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îáîáùåíèÿì äåéñòâèé òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï íà ìíî-
ãîîáðàçèÿõ. Âìåñòî òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ òîïî-
ëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà (èíîãäà íàçûâàåìàÿ âèðòóàëüíîé ãðóïïîé Ëè èëè ãðóïïóñ-
êóëîé) îáîáùàþùàÿ ïîíÿòèå ðîñòêà èëè îêðåñòíîñòè åäèíèöû â òîïîëîãè÷åñêîé
ãðóïïå. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äåéñòâèÿ ëîêàëüíîé ãðóïïû íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ òåîðèÿ ëîêàëüíûõ òî÷íî n�òðàíçèòèâíûõ ãðóïï è ëîêàëü-
íûõ n�ïñåâäîïîëåé. Ëîêàëüíûå òî÷íî n�òðàíçèòèâíûå ãðóïïû ñâîäÿòñÿ ê áîëåå
ïðîñòûì àëãåáðàè÷åñêèì îáúåêòàì � ëîêàëüíûì n�ïñåâäîïîëÿì, ïî àíàëîãèè
êàê è ãðóïïû Ëè ñâîäÿòñÿ ê àëãåáðàì Ëè. Ýòî ìîæåò áûòü ïîëåçíî òàê êàê,
â îòëè÷èå îò ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ è ñâÿçíûõ òî÷íî n�òðàíçèòèâíûõ ãðóïï,
êîòîðûå îòñóòñòâóþò äëÿ n > 3 ëîêàëüíûå òî÷íî n�òðàíçèòèâíûå ãðóïïû åñòü
ïðè ïðîèçâîëüíîì n, íàïðèìåð � ãðóïïà GLn(R). Ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû ÿâ-
ëÿÿñü îãðàíè÷åííî òî÷íî n�òðàíçèòèâíûìè, ÿâëÿþòñÿ åù¼ è ãðóïïàìè Ëè, ÷òî
äà¼ò äîïîëíèòåëüíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèé.
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