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К ТЕОРИИ БИНАРНЫХ ФИЗИЧЕСКИХ СТРУКТУР РАНГА (5,5;6) И ВЫШЕ 

А,В. Соловьев 

Введение 

Данная работа выполнена в русле идей бинарной геометрофи- 

зики [1,2] и имеет своей целью исследование комплексифицирован 

ных бинарных структур более высокого ранга по сравнению с изу- 

чавшимися ранее физическими структурами рангов: (2,2), (3,3;6) 

и (4,4;6). Наряду с рассмотрением некоторых общих свойств би- 

нарных структур типа ''б", значительное внимание уделено харак- 

терным особенностям, возникающим 8 теории структуры — ранга 

(5,536). Напомним [3], что при а > 1 закон структуры ранга 

( 141 ,1+1;6) записывается в виде равенства нулю определи - 

теля  (1041)-со порядка 

ах а, в eve aay а 5 

зоо eee ees = Oy (1) 

cen 8 a 
мет. 9 4B sy a5 

eee a a 

Bw 3, в 1\ 16     
где парные отношения между элементами множеств Ws {i : 

ен ини} и 2$ = {4 Вьь-ь в» о} выражаются сле - 

дующим образом: 
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п 
и. 

а... = в м. (2) 
+ 9 ми 

z= % 

г г 
Здесь 1 и a” - no Пл комплексных параметров, постав - 

ленных в соответствие элементам LE Gm и ME 7 соот- 

ветственно. Для определенности, в дальнейшем будем предпола- 

гать, что UC и a - линейные пространства. Тогда парамет- 

ры элементов можно интерпретировать как координаты относитель- 

но некоторых базисов, выбранных в этих пространствах. Тем ca- 

п 
мым а сре : превращаются в векторы © . Последние бу- 

дут играть ключевую роль во всех дальнейших построениях. 

$1. Бинарная структура ранга (1+1, 1+1;6) 

и финслерова геометрия 

Как обычно, назовем фундаментальным Ш хШ-отношением 

> m 
(i< m<n) между {i,k&,...,J3 JE H™ vu a ыыы 

ae y}e ou" величину минора Щ-го порядка, расположен- 

ного в левом верхнем углу определителя (1). В бинарной геомет- 

рофизике особое место занимают фундаментальные й Хх Й-отно- 

шения, которые, как нетрудно убедиться, всегда могут быть 

представлены в виде: 

и. Big а, в *°* а, 

“ee „а. а ... а =: 

В. .-\ и =e xe oe. 

ах a 5B ees ayy 

get te Bo vey" 
42 kK? a a” 82 у 

= eee хох ee? зоо г (3) 

. 

68



Во-первых, они являются отличными от нуля минорами максимально 

возможного порядка (так называемыми базисными минорами), т.е. 

выделены чисто алгебраически. Во-вторых, - и это главное - ана- 

лиз показывает, что среди всех фундаментальных отношений 

п х п-отношения инвариантны относительно наиболее широкой 

группы линейных преобразований параметров элементов. А именно: 

преобразования 

Г = ди 8, Ра Ао (av, Ave C) (4) 
8 5 5 5 

сохраняют (3) неизменным в том и только в том случае, если вы- 

полняются условия деф д= 4еф А=1, где A = [АС lis Lz 
wn ~ 

= An |. Отсюда следует, что A,AE SL(n,C). 

Унимодулярность преобразований (4), очевидно, равносильна 

существованию инвариантных П-точечных ''скалярных произведе- 

ний'"'. 

(i,k,...,j) = € I oe GE" f 
PR oe ep 

(oisBiexegy) = € рев... ~ 
х5 ‹... 

{сравните с определителями, стоящими в (3) справа). Здесь че- 

рез 5 обозначен П-мерный символ Леви-Чивиты, вы- 
PB oe oP 

полняющий функции антисимметричного метрического тензора в про- 

странстве С . с его помощью путем образования сверток конт- 

равариантным тензорам можно сопоставлять ковариантные, т.е. в 

некотором смысле опускать индексы. При n> эта процедура, 

вообще говоря, приводит к изменению ранга тензора. 

8 бинарной геометрофизике наибольший интерес представляет 

случай, когда A= = {А")* ‚ а элементы множеств 9 и a 

находятся ''в парах'', т.е. 

«= (17)”, в”= (к?)*,..., = (37)°. (6) 
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Далее всюду эти соотношения будем предполагать выполненными. 
к n 

Рассмотрим контравариантный тензор над © с одним обычным и 

одним пунктирным индексами, построенный из параметров 2П эле- 

ментов согласно формуле: 

9 e о ° 

БЕ = 3%" & КВ в оу", (7) 

Отметим сразу, что имеет место одно замечательное соотношение, 

в справедливости которого легко убедиться непосредственным вы- 

числением: 

Lk wee J 
= det B. (8) 

CB: awe М 

Здесь введено новое обозначение. В = [67° ||. Как известно, 

закон преобразования тензора типа((7} записывается следующим 

. we » 

o6pasom: b'*8= АТОР или, в более удобной для дальнейших 

Ч 

приложений, матричной форме: 

В' = АВА*, (9) 

где ''+' означает эрмитово сопряжение. Напомним, что 

А © З1(п,©), и перепишем (9) символически в виде: В' = 

= Т(А)в . Поскольку из (6) и (7) непосредственно следует, 

что В*= В ‚ а эрмитовы матрицы П-го порядка образуют 

ь i ТКА) П -мерное вещественное линейное пространство, TO А можно 

рассматривать как оператор, действующий в этом пространстве. В 

силу самого своего определения он, очевидно, обладает свойст - 

вами * 

A 

1) L(A) - линейный оператор; 
“a 

2) L(A) переводит эрмитовы матрицы в эрмитовы; 
^ A A 

3) Llaja,) = L(a,)L(a,) . 
2 1 2 

На языке теории групп это означает, что отображение T: Aw 
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+ EA) ‚ ставящее в соответствие каждой унимсдулярной матри- 

це А преобразование (9), является п” Авраыы линейным пред- 

ставлением группы 5Т(п »c) 

Зафиксируем теперь в пространстве эрмитовых матриц неко - 

торый базис. В качестве элементов последнего всегда можно выб- 

рать единичную матрицу Т и систему таких П-рядных матриц 

а 
т, а =1.5"-1 oy что TZ <2 = О. Np» п = 2 это, напри- 

мер, могут быть матрицы Паули bah при ПЛ = 3 - матрицы Гелл- 

Манна [2] и так далее. Таким образом, получаем следующее раз - 

ложение: 

а 
В= Рот + Pat ’ (19) 

где ре В, в = O,n*=4 . Обозначим через L: = WD). 

Matpnuy onepatopa L(A) в базисе {I it} . Тогда преобразо- 

вание (9) в координатной записи будет иметь вид: 

1 У 
= у х ‘en 

Bce iG здесь, очевидно, вещественны. Тем самым каждому пре- 
[Le 

Th 
образованию (Ё) над вектором из € отвечает вполне опреде - 

ленное линейное преобразование (11). Поскольку согласно форму- 

° 

rs 3 ne (10) b выражаются через р линейно, то @9% В as- 

томатически оказывается алгебраической формой N-4% степени от- 

носительно координат Ри ; 

det B= s"{p) = Ghve--A Р.Р... Py» C2) 

сну * А а. 
где явный вид определяется выбором матриц т 

Кроме того, при AE SL(n ‚©) имеют место следующие равенства; 

4е$ В ' = деф Адеф вае$ А*=4е$ В, означающие, что 3“ (р) 

инвариантна относительно преобразований (9), а значит, и (11). 

Следует отметить, что в силу условий (6) фундаментальное 
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мхи -отношение (3) являегся неотрицательной величиной, Учи - 

тывая формулу (8), получаем окончательно: 

ik ere 3 n 

= эр) 20: (13) 
Geos Y 

Остается еще только заметить, что в соответствии с правилом ча- 
эзе А 

стного коэффициенты gry образуют тензор П-го ранга 

относительно преобразований (11). Все это позволяет интерпре - 

тировать (12) как метрическую функцию п2-мерного веществен - 

ного пространства, элементами которого являются Ру -Извест- 

но [8], что геометрии такого типа относятся к классу финслеро- 

вых. Итак, согласно (13) фундаментальное п х П-отношение 

структуры ранга (1141,20+4; 6) имеет смысл финслеровой мет- 

рики. При ШП = 2 получаем обычное псевдоевклидово простран- 

ство с сигнатурой (+ - - -) [1]. Случай ПД = 3 подробно рас - 

смотрен в работе [2]. 

Определенный интерес представляют важные для приложений 

группы $0 (п) Е si(n,e). Пусть в формулах (8) AE 50 (п) : 

т.е. 

At=a7', detA=i. (14) 

’ 
Тогда (9), очевидно, перепишется в следующем виде. В = 

— АВА . Таким образом, получаем еще один инвариант - 

$гВ' = trB. Поскольку в (10) все матрицы 8 бесследовые, 

то trB= пр, . Отсюда вытекает, что при ВЕ 50 (п) преоб - 

разования (11) сохраняют DP. неизменной: Ро = Py - 8 слу- 

чае ШП = 2 они соответствуют 3-мерным пространственным пово - 

ротам, а при n>? являются их аналогами. 

72



$2. Бинарная структура ранга (5,5;6) и группа 0(6) 

Сосредоточим теперь свое внимание на структуре ранга 

(5,5;6), поскольку она обладает особыми свойствами, не имеющи- 

ми аналогов в теории структур меньших рангов. Согласно формуле 

(2) при № = & парное отношение между элементами 4 и © 
_ 4_A . 22 а & & 1” ог 

имеет вид: G7 iat iva’+ dae io ‚ где % - 

комплексные параметры. В дальнейшем все рассуждения будут су - 

щественно опираться на 31(4,©)-инвариантные "скалярные 

произведения'', которые в соответствии с (5) записываются сле - 

дующим образом: 

(1.%,9,1)=е „рок Я; (авт, 6), „раб В yet. 
Ограничимся рассмотрением элементов множества We (для эле - 

ментов множества We все рассуждения совершенно аналогичны). 

Прежде всего заметим, что, используя, например, теорему Лапла- 

ca, (1,k,5,1) можно представить в виде 

(15: 2:1) 55" (3,5) 2* (3 ,1)451* (15) (1,1) 

+512 (1 ,к)5°2(3,1)+4523(1,к)ъ 1“ (3 1) 4 

+5**(1,к)513(3,1)+52°(1,к)ь"2(3,1), (5) 
где для удобства введены следующие обозначения: 

5" (5, = (16) b** (i .k)= , 
{ k* ae 1* 

e 

Величины (16), очевидно, являются бивекторными (антисимметрич- 

ными тензорами 2-го ранга) относительно преобразований (Ё), а 

при Де В бивекторы, как известно, образуют 6-мерное комплек- 

сное линейное пространство. Таким образом, (15) представляет 

собой симметричную билинейную форму на бивекторах. Совершим не- 

вырожденное линейное преобразование от переменных (1) 

к переменным x? ‚ т.е., иными словами, перейдем к новому ба- 

зису в пространстве бивекторов: 
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bl? (4, k)=x 4ix®, b?°(4,k)=x tix", 

p*3(4 ,ic)=x?gix*, b1* (i,k) =x?-ix*, (17) 

> 179(4 k)ax?4ix®, bY 74 ke) ax? mix’, 

и аналогично для переменных ®”8 (3,1) и y" „Нетрудно 

видеть, что преобразование (17) приводит билинейную форму 

(i,«,3,1) к диагональному виду“: 

о а_а 
(i sky deh) =Z ux y. (18) 

a=1 

а. а 
Необходимо помнить, что X и У ‚ вообще говоря, являют“ 

ся комплексными величинами. На самом деле (17) можно перепи - 

сать следующим образом: 

2х 1=Ъ 12 (1 ,К)463“(1 к), 21х2=512(1,к)-52“(1,Кк), 

2х2=Ъ?3(1,к)461“(1,к), 21х‘=Ъ23(1,к)-5'“ (1 К), (19) 

2х5=513{1 к)45“2(1 jk), 2ix°=b77(i,k)~b** (i,k). 

Поскольку ©" те (1 к) =АФАЗЬРЧ(1 К), то в силу (17) и (19) 
каждой матрице А из (4) отвечает вполне определенное линей - 

а. 
ное преобразование вектора =X Е 

ха = Px? , a,b= 1,6. (20) 

= 148 Явный вид элементов матрицы A = ИА можно определить с 

помощью соотношений (19) и легко проверяемой, но довольно гро- 

моздкой формулы; 
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p'*5(i ,k)+b(i,k)= 

                

хх р Р г ах р „р _ СА AZ| jaa Ae Js А, lg A, a 
s ,s8| 1,94 Е ,8 а „а Ao Ag) [АРА ПА. AG! IAG AE 

r ,2 Pp ,P x ,x р ,P 
+ if а a a Ps Balad hs Уж? + 

5 5 а а в 5 я ‚а aS AS} Jad ad lat ast [a2 a2 

хх 2 5 rar Pp „р 

+ (02 *3} [Pe 3] fs AQ] Ms хз 
Am afl | АЯ АЯ |458 4°| jam ao 2 “3 Вы 1 “4 1 ^ь 

гг р „о г ах Pp ,D 
+ if 2 3}, [Az Ay JA, A, aaa A x” 4 

6 ,8 а .q 5 ,8 Ч „а 
г А. A; А А. А,| |А. А, 

r ,.x Pp ,P r,r Pp „р 
+ ( А. А, а AS Js А, fe AD dx? 

вв 3 ,а в \5 Ч ‚9 * 
A, A; Ay A; A, Aa} JA, Ap 

x ,r DD x .F р ‚р 

+ if m4 83 + “3 i Ae i = )=°. (21) 
5 и a в 

1 3 Ay ad А, А,| |А, А, 

Как уже отмечалось, (+,К,3,1) является инвариантом относи- 

тельно преобразований (#), принадлежащих группе SL(4 С) 

Из этого факта, а также из формулы (18) непосредственно следу- 

ет, что при АЕ $814 jc) матрица А удовлетворяет услови- 

ям 

("а Ae = Be AA=T, 

т.е., иными словами, ДЕ 0(6 Cc) : 

Рассмотрим теперь частный случай, когда АЕ 50(4}. 

Прежде всего перепишем соотношения (14) в несколько ином виде: 

Ay = (ar)" , (22) 
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х 
где A* - алгебраическое дополнение элемента AY . Напом - 

ним [5], что имеет место важная формула, выражающая миноры об- 

ратной матрицы через миноры такого же порядка исходной матри - 

цы: 

4 + + 4 АТА" АТА. 
4 2 i +4 4k +k к к ss (=1) qe AS oe 1 $ . (23) 

1 1 => — 

2 2 i i 
Ак, Ак, А 2 A 2 

kK, К» 

Здесь 1.< 1, вместе с i, <i, < 2 К. <к, вместе с 

K, <k, образуют полную систему индексов: 1,2,3,4. Исполь- 

зуя последовательно соотношения (22), формулы (21), (23) и (19), 

приходим к выводу, что все элементы № вещественны, т.е. 

ЛЕ 0(6) ‚ Таким образом, каждое унитарное преобразование 

(4) индуцирхет вещественный ортогональный поворот (20) 6-BeK - 

тора ха ‚ Полученный результат находится в полном соответ - 

ствии с известным из теории представлений групп фактом двули - 

стного накрытия [6] ХХ: su(4) ~ 30(6) ; 

8 заключение следует отметить, что аналогичные рассуждения 

справедливы и в общем случае структуры ранга (1141 ‚041 36), 

где П=4К, К = 1,9,3,... Однако уже при К = 2 раз- 

мерность пространства векторов ха оказывается равной 70, и 

все соотношения приобретают чрезвычайно громоздкий вид. 

—- 
и 

Заключение 

В данной работе рассмотрены математические аспекты теории 

комплексифицированных бинарных структур ранга (5,5;6) и выше. 

Не обсуждались, однако, их возможные физические приложения. Со- 

гласно идеям бинарной геометрофизики, развиваемой в группе 
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Ю.С.Владимирова, структура paxra (4,4;a) ответственна за 

электрослабые взаимодействия, структуры ранга (#,4;6) и 

(5,5;а) позволяют описывать элементы теории сильных взаимодей- 

ствий (хромодинамики). Если этот ряд можно продлить и далее ‚то 

следует ожидать [7, с.55], что теория структуры ранга (5,5;5) 

окажется полезной для описания нового типа фундаментальных фи- 

зических взаимодействий. 
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