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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà àëãåáðàè÷åñêèì àñïåêòàì è
ïðèëîæåíèÿì ïðèíöèïà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè. Äàäèì ñíà÷àëà
åãî îáùåå îïèñàíèå.

Ïåðâîíà÷àëüíî ïîíÿòèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè áûëî ââåäå-
íî â 1960-õ ãîäàõ Þ. È. Êóëàêîâûì1,2,3,4 êàê îñíîâíàÿ èäåÿ åãî òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Îáùåå ñîäåðæàíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ ìîæíî âûðàçèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà M, N , R ïðîèçâîëüíîé ïðè-
ðîäû, ñâÿçàííûå îòîáðàæåíèåì 〈,〉 : M × N → R (ðåïðåçåíòàòîðîì,
èëè, êàê ìû áóäåì åãî íàçûâàòü, áèôîðìîé), îïèñûâàþùèì âçàèìîäåé-
ñòâèå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâM, N . Çàäàþòñÿ, êðîìå òîãî, äâà íàòóðàëüíûõ
÷èñëà m è n � ïîçäíåå áóäåò âèäíî, ÷òî îíè îïèñûâàþò ðàçìåðíîñòü (â
íåêîòîðîì ñìûñëå) ìíîæåñòâM è N íàä R. Ââåäåì äâà èíòóèòèâíûõ ïî-
íÿòèÿ, êîòîðûå áóäóò êîíêðåòèçèðîâàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò äîïîëíèòåëü-
íîé ñòðóêòóðû, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâàõ M, N , R, è ïîñòàíîâêè èí-
òåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è. Ýòî ïîíÿòèå ïîëíîãî ïîäìíîæåñòâà (äëÿ òîïîëî-
ãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ðå÷ü ìîæåò èäòè î âñþäó ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ,
äëÿ ïðîñòðàíñòâ ìàòðèö íàä òåëîì � î ìíîæåñòâå âñåõ íåîáðàòèìûõ ìàò-
ðèö, è ò. ï.; ìîæåò òðåáîâàòüñÿ è òî÷íîå ñîâïàäåíèå ïîëíîãî ïîäìíîæå-
ñòâà ñî âñåì ìíîæåñòâîì) è çàâèñèìîãî ïîäìíîæåñòâà (íàïðèìåð, íèãäå
íå ïëîòíîãî, äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, èëè, äëÿ ïðîñòðàíñòâ âèäà
Rk ñ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðîé R, ïîäìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ ãðàôèêîì
íåêîòîðîé ôóíêöèè Rk−1 → R).

Äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ ýëåìåíòîâ I = (i1, . . . , ik) ∈ Mk, A =
(α1, . . . , αl) ∈ N l îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈I, A〉 ìàòðèöó ðàçìåðà k× l, ñîñòàâëåí-
íóþ èç âñåâîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ âèäà 〈ip, αq〉, p = 1, . . . , k, q = 1, . . . , l.
Òàêèì îáðàçîì, 〈I, A〉 ∈ Rkl.

Ïðèíöèï ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè äëÿ ìíîãîîñíîâíîé àëãåáðà-
è÷åñêîé ñèñòåìû (M,N , R, 〈,〉) ìîæíî òåïåðü ïðåäñòàâèòü êàê òðåáîâàíèå
âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ Z è Ω, ñîîòâåòñòâåííî, íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ
1Êóëàêîâ Þ. È. Ýëåìåíòû òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (äîïîëíåíèå Ìèõàéëè÷åíêî Ã. Ã.). Íî-

âîñèáèðñê: ÍÃÓ, 1968.
2Êóëàêîâ Þ. È. Îá îäíîì ïðèíöèïå, ëåæàùåì â îñíîâàíèè êëàññè÷åñêîé ôèçèêè. // Äîêë. ÀÍ

ÑÑÑÐ, 1970, ò. 193, �1. ñ. 72�75.
3Êóëàêîâ Þ. È. Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðèè ôè-

çè÷åñêèõ ñòðóêòóð. // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1970, ò. 193, �5, ñ. 985�987.
4Êóëàêîâ Þ. È. Î íîâîì âèäå ñèììåòðèè, ëåæàùåì â îñíîâàíèè ôèçè÷åñêèõ òåîðèé ôåíîìåíî-

ëîãè÷åñêîãî òèïà. // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1971, ò. 201, �3. ñ. 570�572.
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BM ∈ Mn, BN ∈ Nm (ìíîæåñòâ áàç) ìíîæåñòâî 〈Z,N〉 = {〈Z, α〉 :
α ∈ N} ⊆ Rn ïîëíî â Rn, à ìíîæåñòâî 〈M, Ω〉 ⊆ Rm ïîëíî â Rm.

2. Ìíîæåñòâî P = {〈I, A〉 : I ∈ Mn+1, A ∈ Nm+1} ⊆ R(n+1)(m+1) çàâè-
ñèìî â R(n+1)(m+1).

Ñèñòåìà (M,N , R, 〈,〉), óäîâëåòâîðÿþùàÿ äâóì ïðèâåäåííûì óñëîâè-
ÿì, íàçûâàåòñÿ (áèíàðíîé) ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðàíãà (n+1,m+1).
Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ è ñîäåðæàòåëüíàÿ òåîðèÿ óíàðíûõ ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð3,5,6, îïðåäåëÿþùèõñÿ íà îäíîì ìíîæåñòâå M áëèçêèì îáðàçîì,
òåñíî ñâÿçàííàÿ ñ ãåîìåòðèåé ðàññòîÿíèé.

Ïåðâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèíöèïà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè áûëà
äàíà Êóëàêîâûì1 â êîíòåêñòå èññëåäîâàíèÿ è êëàññèôèêàöèè íåêîòîðîãî,
äîñòàòî÷íî ðàçíîîáðàçíîãî ïî ïðèðîäå èññëåäóåìûõ ÿâëåíèé, êëàññà ôè-
çè÷åñêèõ çàêîíîâ (âêëþ÷àþùåãî, íàïðèìåð, âòîðîé çàêîí Íüþòîíà è çà-
êîí Îìà äëÿ ïîëíîé öåïè). Ïðè ýòîì M è N ïîíèìàëèñü êàê ìíîæåñòâà
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ðåïðåçåíòàòîð 〈,〉 : M×N →
R � êàê ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ èõ âçàèìîäåéñòâèå, åå îáëàñòü çíà÷åíèé
R îòîæäåñòâëÿëàñü ñ ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (ýòèì ïðåäïîëà-
ãàëîñü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïàðîé îáúåêòîâ èç ðàññìàòðèâàåìûõ
ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü îïèñàíî âåùåñòâåííûì ÷èñëîì è èçìåðåíî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî). Äðóãàÿ ïðåäëîæåííàÿ Êóëàêîâûì èíòåðïðåòàöèÿ îòíîñèëàñü
ê ãåîìåòðèè, ãäå M è N ðàññìàòðèâàëèñü êàê ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíî-
ñòè m è n, ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàííûå ìåòðèêîé 〈,〉. Ïðè ýòîì âñþäó, ãäå
â ýòîì ìîãëà âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü, ïðåäïîëàãàëàñü àíàëèòè÷íîñòü
ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîíÿòèÿ ôè-
çè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòèì èíòåðïðåòàöèÿì, áûëà äàíà
Êóëàêîâûì1,2,4 è çàòåì óòî÷íÿëàñü è óëó÷øàëàñü åãî ó÷åíèêîì Ã. Ã. Ìè-
õàéëè÷åíêî7,8,9. Åå îáùàÿ ñóòü ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Ïóñòü R = R, äëÿ ðåïðåçåíòàòîðà 〈,〉 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåâûðîæ-
äåííîñòè (ñì. ñòð. 7), è ââåäåíà òîïîëîãèÿ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè íà

5Ëåâ Â. Õ. Òðåõìåðíûå ãåîìåòðèè â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. // Ìåòîäîëîãè÷åñêèå è òåõ-
íîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû èíôîðìàöèîííî-ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Íîâîñèáèðñê: Èí-ò ìàòåìàòèêè ÑÎÀÍ
ÑÑÑÐ, 1988. ñ. 90�103. (Âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû. Âûï. 125).

6Ìèõàéëè÷åíêî Ã. Ã. Î ãðóïïîâîé è ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèÿõ â ãåîìåòðèè. // Äîêë. ÀÍ
ÑÑÑÐ, 1983, ò. 269, �2, ñ. 284�288.

7Ìèõàéëè÷åíêî Ã. Ã. Ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. //
Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1972, ò. 206, �5, ñ. 1056�1058.

8Ìèõàéëè÷åíêî Ã. Ã. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ è ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèè â ãåîìåòðèè äâóõ ìíîæåñòâ
(òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð). // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1985, ò. 24, �1, ñ. 39�41.

9Ìèõàéëè÷åíêî Ã. Ã. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ãîðíî-Àëòàéñê:
ÃÀÃÓ, 1997.� 144 c.
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M è N (ò. å. ìèíèìàëüíàÿ òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå 〈,〉 ðàç-
äåëüíî íåïðåðûâíî, ñì. ñòð. 11). Ïåðâîå èç óñëîâèé ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé
ñèììåòðèè ïîíèìàåòñÿ êàê íàëè÷èå íà M è N ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò,
ââîäèìûõ ïîñðåäñòâîì íåâûðîæäåííûõ (â àíàëèòè÷åñêîì ñìûñëå) îòîá-
ðàæåíèé 〈·, Ω〉 : M → Rm è 〈Z, ·〉 : N → Rn. Çàâèñèìîñòü ìíîæå-
ñòâà P ïîíèìàåòñÿ êàê ñóùåñòâîâàíèå òàêîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè
Φ : R(n+1)(m+1) → R (ñ ãðàäèåíòîì, îòëè÷íûì îò íóëÿ ïî÷òè âñþäó), ÷òî

Φ(P ) = 0. (∗)

Â ýòîé ïîñòàíîâêå Ìèõàéëè÷åíêî7,9 áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà. Âî ââåäåííûõ âûøå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ
(îáîçíà÷àåì êîîðäèíàòû ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ýëåìåíòà i ∈ M êàê
(x1, . . . , xm), ýëåìåíòà α ∈ N êàê (ξ1, . . . , ξn)) ôóíêöèÿ 〈,〉 ïðåäñòàâëÿåòñÿ
(ïðè óñëîâèè n ≥ m) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. äëÿ n = m: 〈i, α〉 = ψ−1(x1ξ1 + . . .+xnξn) èëè 〈i, α〉 = ψ−1(x1ξ1 + . . .+
xn−1ξn−1 + xn + ξn) (ýòè äâà âàðèàíòà ýêâèâàëåíòíû ïðè n = m = 2);

2. äëÿ n = m + 1: 〈i, α〉 = ψ−1(x1ξ1 + . . . + xn−1ξn−1 + xn);

3. äëÿ n = 3, m = 1: 〈i, α〉 = ψ−1( (x1ξ1 + ξ2)/(x1 + ξ3) ),

ãäå ψ � ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì R. Äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé n ≥ m ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð íå ñóùåñòâóåò. Ïðè n ≤ m êëàññèôèêàöèÿ àíàëîãè÷íà.

Ñîáñòâåííî, âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàöèè è äåëàåò òåîðèþ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñîäåðæàòåëüíîé, ïîçâîëÿÿ íàõîäèòü êîíêðåòíûé
âèä îòîáðàæåíèÿ 〈,〉 ïî äîñòàòî÷íî îáùèì ñòðóêòóðíûì ñâîéñòâàì åãî
äåéñòâèÿ íà ìíîæåñòâàõ M, N .

Àíàëèòè÷åñêàÿ àêñèîìàòèêà ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àè R = Rk (k-ìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå
ñòðóêòóðû) èëè R = C, îäíàêî, èõ êëàññèôèêàöèÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå
è ïîëó÷åíà ëèøü â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ10,11,12.

Îòìåòèì, ÷òî â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé (òàêèõ,

10Ìèõàéëè÷åíêî Ã. Ã. Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n+1,2). // Ñèá. ìàò. æóðí.,
1993, ò. 34, �3, ñ. 132�143.

11Ëèòâèíöåâ À. À.Êîìïëåêñíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2,2). // Ìèõàéëè÷åíêî Ã. Ã.Ìàòåìà-
òè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ãîðíî-Àëòàéñê: ÃÀÃÓ, 1997.� 144 c. Ïðèëîæåíèå:
ñ. 133�144.

12Ëèòâèíöåâ À. À. Êîìïëåêñíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (3,2). // Ìàòåðèàëû XXXV ìåæäó-
íàðîäíîé ñòóäåí÷åñêîé êîíôåðåíöèè. Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ, 1997, ñ. 62�63.
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êàê àíàëèòè÷íîñòü Φ, ñîîòâåòñòâèå R ñ àíàëèòè÷åñêîé è àëãåáðàè÷åñêîé
ñòðóêòóðàìè R èëè C), íå ÿâëÿþùèõñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ êîððåêòíîé è
ñîäåðæàòåëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è � â óðàâíåíèè (∗) íå èñïîëüçóåòñÿ íè
àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèè Φ (êðîìå ïðåäïîëîæåíèÿ åå íåâûðîæäåííîñòè),
íè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà R, êîòîðûå, òåì íå ìåíåå, âîçíè-
êàþò â èòîãîâîì âûðàæåíèè 〈,〉.

Ýòî ïîäâîäèò ê ìûñëè î ñîäåðæàòåëüíîñòè èññëåäîâàíèÿ ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè â àëãåáðàè÷åñêîì êîíòåêñòå. Ïåðâàÿ àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ àêñèîìàòèêà òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð áûëà äàíà â 1990-ì ãîäó
Â. Ê. Èîíèíûì13 (äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàíãà (2,2) ñ îòîæäåñòâëåíèåì
M = R = N ). Èì áûëî ïîêàçàíî, äëÿ ðàíãà (2,2), íàëè÷èå íà R áèíàðíîé
îïåðàöèè, ñîãëàñóþùåéñÿ íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñ 〈,〉 (è îïè-
ñûâàþùåé åå äåéñòâèå) è çàäàþùåé íà R ñòðóêòóðó ãðóïïû. Òåì ñàìûì
áûëà, ñ îäíîé ñòîðîíû, äàíà àêñèîìàòèêà àáñòðàêòíîé ãðóïïû íà îñíîâå
ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñòðîåíà êëàññèôè-
êàöèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ (àáñòðàêòíûõ) ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàíãà (2, 2) (â
ïðåäëîæåííîé àêñèîìàòèêå).

Èîíèíûì14 áûëà ñôîðìóëèðîâàíà òàêæå àêñèîìàòèêà òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð â áîëüøîé ñòåïåíè îáùíîñòè è óêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîëó-
÷åíèÿ èç íåå, â ÷àñòíîñòè, àëãåáðàè÷åñêîé àêñèîìàòèêè.

Îòòàëêèâàÿñü îò ðàáîò Èîíèíà, À. À. Ñèìîíîâ15,16 ïîñòðîèë àëãåáðàè-
÷åñêóþ àêñèîìàòèêó áèíàðíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðîèçâîëüíîãî ðàí-
ãà. Íà åå îñíîâå èì áûëî äîêàçàíî (äëÿ ñòðóêòóð ðàíãà (n+1, 2) ïðè ïðî-
èçâîëüíîì n ≥ 2) ñóùåñòâîâàíèå ñîãëàñîâàííûõ ñ äåéñòâèåì 〈,〉 áèíàðíûõ
îïåðàöèé · è ⊕ íà R, îïðåäåëÿþùèõ íà R, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ, ñòðóêòóðó ïî÷òè êîëüöà, è óêàçàíû âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà ê êëàññèôèêàöèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ðàíãîâ. Èäåè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè ñòðóêòóðû
ðàíãà (3, 2) áûëè èñïîëüçîâàíû17 Ñèìîíîâûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâÿçè ìåæäó

13Èîíèí Â. Ê. Àáñòðàêòíûå ãðóïïû êàê ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû. // Ñèñòåìîëîãèÿ è ìåòîäîëîãè-
÷åñêèå ïðîáëåìû èíôîðìàöèîííî-ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Íîâîñèáèðñê, 1990. Âûï. 135: Âû÷èñëèòåëüíûå
ñèñòåìû, c. 40�43.

14Èîíèí Â. Ê. Ê îïðåäåëåíèþ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. // Òðóäû èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè. Íîâîñè-
áèðñê, 1992. Òîì 21, ñ. 42�51.

15Ñèìîíîâ À. À. Ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (3,2) íà àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâàõ. // Ìàòåðèàëû
XXXV Ìåæäóíàð. íàó÷. ñòóä. êîíô. "Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ"(Íîâîñèáèðñê, 22�24
àïð. 1997 ã.) Ìàòåìàòèêà. Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî ÍÃÓ, 1997. ñ. 100�101.

16Ñèìîíîâ À. À. Îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå êàê ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. // Êóëàêîâ Þ.È. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ì., 2004.� 847 ñ., èë. Ïðèëî-
æåíèå: ñ. 675�707.

17Ñèìîíîâ À. À. Î ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ïî÷òèîáëàñòÿìè è ãðóïïàìè. // Àëãåáðà è ëîãèêà. 2006.
45, � 2, c. 239�251.
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òî÷íî äâàæäû òðàíçèòèâíûìè ãðóïïàìè è àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè,
áëèçêèìè ê ïî÷òè îáëàñòè.

Íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëèìåòðè÷åñêèõ ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð ìàëûõ ðàíãîâ ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå Ìèõàéëè÷åíêî10 â ñâÿçè
ñ èíòåðïðåòàöèåé åãî êëàññèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Öåëü ðàáîòû

1. Èññëåäîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå àñïåêòû ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåò-
ðèè äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (M,N , R, 〈,〉) áîëüøèõ ðàíãîâ (áîëü-
øèõ, ÷åì (3,3)) è óêàçàòü ñïîñîá çàäàíèÿ ñ åå ïîìîùüþ ñòðóêòóðû
òåëà íà R è ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä R íà M, N .

2. Ïîñòðîèòü ñîäåðæàòåëüíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ áèôîðì
äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð áîëüøèõ ðàíãîâ.

3. Èññëåäîâàòü òîïîëîãî-àëãåáðàè÷åñêèå àñïåêòû ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé
ñèììåòðèè è ïîñòðîèòü ñîäåðæàòåëüíóþ êëàññèôèêàöèþ áèôîðì äëÿ
íåïðåðûâíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû óíèâåðñàëüíîé àë-
ãåáðû, ëèíåéíîé àëãåáðû íàä òåëàìè è òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Äàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ àêñèîìàòèêà (àáñòðàêòíîé) ôèçè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû (M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n + 1,m + 1), n,m ≥ 2, è ïðîâåäåíà èõ
êëàññèôèêàöèÿ â ñëó÷àå ðàíãà, îòëè÷íîãî îò (3, 3), äàþùàÿ ÿâíûé
âèä áèôîðìû è ñîãëàñîâàííóþ ñ íåé ñòðóêòóðó òåëà íà R.

2. Ïîñòðîåíà àêñèîìàòèêà ïàðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä òåëîì ñ
çàäàííîé íà íèõ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìîé, îñíîâàííàÿ
íà ïðèíöèïå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè è íå ïðåäïîëàãàþùàÿ
ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåííûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

3. Äàíà àêñèîìàòèêà íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû
(M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n + 1,m + 1), n,m ≥ 2, è ïðîâåäåíà èõ
êëàññèôèêàöèÿ â ñëó÷àå ðàíãà, îòëè÷íîãî îò (3, 3), äàþùàÿ ÿâíûé
âèä áèôîðìû è ñîãëàñîâàííóþ ñ íåé ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîãî òåëà
íà R. Äëÿ ñëó÷àÿ R = R, R = C èëè R = H (H � òîïîëîãè÷åñêîå
òåëî êâàòåðíèîíîâ) óêàçàíî ñîîòâåòñòâèå áèôîðìû ñ îïåðàöèÿìè
èñõîäíîãî òåëà.
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4. Äàíà àêñèîìàòèêà íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû
(M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n + 1, 2), è ïðîâåäåíà èõ êëàññèôèêàöèÿ â
ñëó÷àå ðàíãà n ≥ 2, äàþùàÿ ÿâíûé âèä áèôîðìû è óêàçûâàþùàÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòü òàêèõ ñòðóêòóð òî÷íî n-òðàíçèòèâíûì íåïðåðûâíûì
ãðóïïàì ïðåîáðàçîâàíèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâû-
ìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòå ïîäõîä ê àêñèîìàòè÷åñêîìó çà-
äàíèþ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è òîïîëîãî-àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàí â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî ëèíåéíîé è òîïîëîãè-
÷åñêîé àëãåáðå. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ÷òåíèè
ñïåöêóðñîâ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå è ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà Ìåæ-
äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Íîâîñèáèðñê, 2004,
2005) è äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå èì. À. È. Øèðøîâà ¾Òåîðèÿ êîëåö¿
ÈÌ èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ è íà Îìñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå.

Ïóáëèêàöèè Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-
áîòàõ [1]�[4]. Ðàáîòà [4] íàïèñàíà àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ À. À. Ñèìîíîâûì
ïðè ðàâíîì âêëàäå ñîàâòîðîâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 140 ñòðàíèöàõ è ñî-
ñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû
èç 33 íàèìåíîâàíèé. ×àñòü ðàçäåëîâ ðàçáèòà íà ïîäðàçäåëû. Íóìåðàöèÿ
îïðåäåëåíèé, òåîðåì, ïðåäëîæåíèé, ëåìì, ñëåäñòâèé, çàìå÷àíèé ðàçäåëü-
íàÿ, ñêâîçíàÿ âíóòðè êàæäîé ãëàâû. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë ñêâîçíàÿ â ïðå-
äåëàõ ðàçäåëà (íîìåð ãëàâû, íîìåð ðàçäåëà, íîìåð ôîðìóëû â ðàçäåëå).

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Â ïåðâîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû
áîëüøèõ ðàíãîâ.

Â ðàçäåëå 1.2 äàåòñÿ àêñèîìàòèêà àëãåáðàè÷åñêîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû â ñëó÷àå áîëüøîãî ðàíãà è ôîðìóëèðóþòñÿ êëàññèôèêàöèîííûå òåî-
ðåìû äëÿ íèõ.
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Â ïîäðàçäåëå 1.2.1 çàäàþòñÿ áàçîâûå àêñèîìû àáñòðàêòíîé ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû, èç êîòîðûõ çàòåì áóäóò âûâîäèòüñÿ îñòàëüíûå.

Ïóñòü äàíà (ìíîãîîñíîâíàÿ) àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (M,N , R, 〈,〉), ãäå
M, N , R � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà (R ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåí-
òà), 〈,〉 : M×N → R � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå áèôîðìîé è
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè (â äàëüíåéøåì íàçûâàåìî-
ìó òàêæå àêñèîìîé íåâûðîæäåííîñòè) :
• äëÿ ëþáûõ i, i′ ∈M, i 6= i′, íàéäåòñÿ α ∈ N , òàêîé, ÷òî 〈i, α〉 6= 〈i′, α〉,
• äëÿ ëþáûõ α, α′ ∈ N , α 6= α′, íàéäåòñÿ i ∈M, òàêîé, ÷òî 〈i, α〉 6= 〈i, α′〉.

Ìû ñ÷èòàåì çàäàííûìè òàêæå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà n è m; ïàðó
(n + 1,m + 1) áóäåì íàçûâàòü ðàíãîì äàííîé ñèñòåìû.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñîêðàùåííóþ ôîð-
ìó çàïèñè: äëÿ i1, . . . , ik, i ∈ M, α1, . . . , αl, α ∈ N ìû ìîæåì îáîçíà-
÷èòü (i1, . . . , ik) = I ∈ Mk, (α1, . . . , αl) = A ∈ N l. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì
ïîä 〈I, α〉 ïîíèìàòü ñòðîêó (〈i1, α〉, . . . , 〈ik, α〉) ∈ Rk, ïîä 〈i, A〉 � ñòðîêó
(〈i, α1〉, . . . , 〈i, αl〉) ∈ Rl, ïîä 〈I, A〉 � ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó k × l.

Ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ îòîáðàæåíèÿìè 〈I, ·〉 : N → Rk, I ∈ Mk,
îïðåäåëåííûìè ïî ïðàâèëó 〈I, ·〉 : α 7→ 〈I, α〉, α ∈ N . Ýòè îòîáðàæåíèÿ
áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ òàêæå êàê πI : N → Rk. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåííûå
îòîáðàæåíèÿ 〈· , A〉 : M→ Rk, A ∈ N k, áóäåì îáîçíà÷àòü πA : M→ Rk.

Ïóñòü çàäàíû íåêîòîðûå óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû Z = (z1, . . . , zn) ∈Mn

è Ω = (ω1, . . . , ωm) ∈ Nm. Ìû ìîæåì òåïåðü ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå
àêñèîìû íà (M,N , R, 〈,〉) (áóäåì íàçûâàòü èõ áàçîâûì íàáîðîì àêñèîì).
Àêñèîìà À1 Ïóñòü I ′ ∈ Mn, i, i′ ∈ M, A′ ∈ Nm, α, α′ ∈ N . Ïóñòü
〈Z, A′〉 = 〈I ′, Ω〉, 〈i′, Ω〉 = 〈i, A′〉, 〈Z, α′〉 = 〈I ′, α〉. Òîãäà 〈i′, α〉 = 〈i, α′〉.

Àêñèîìà À2 Äëÿ ëþáîãî r ∈ Rn íàéäåòñÿ òàêîé α ∈ N , ÷òî 〈Z, α〉 = r;
äëÿ ëþáîãî r ∈ Rm íàéäåòñÿ òàêîé i ∈M, ÷òî 〈i, Ω〉 = r.
Îïðåäåëåíèå 1.4 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî i ∈M çàâèñèò îò ñèñòåìû ýëå-
ìåíòîâ (i1, . . . , ik) = I ∈Mk, åñëè äëÿ ëþáûõ α, α′ ∈ N

〈I, α〉 = 〈I, α′〉 âëå÷åò 〈i, α〉 = 〈i, α′〉.
Îïðåäåëåíèå 1.5 Ñèñòåìó ýëåìåíòîâ i1, . . . , ik ∈ M áóäåì íàçû-
âàòü íåçàâèñèìîé, åñëè îíà íå çàâèñèò íè îò êàêîé ìåíüøåé ñèñòåìû
ýëåìåíòîâ M, òî åñòü íå ñóùåñòâóåò òàêîé ñèñòåìû i′1, . . . , i

′
k−1 ∈M

(ïóñòîé â ñëó÷àå k = 1), îò êîòîðîé çàâèñÿò âñå i1, . . . , ik.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ N .
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Àêñèîìà À3 Ïóñòü k ∈ {1, 2, 3}, (i1, . . . , ik) = I ∈Mk íåçàâèñèìû. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà r ∈ Rk íàéäåòñÿ òàêîé α ∈ N , ÷òî 〈I, α〉 = r. Ïóñòü
(α1, . . . , αk) = A ∈ N k íåçàâèñèìû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî r ∈ Rk íàéäåòñÿ
òàêîé i ∈M, ÷òî 〈i, A〉 = r.
Îïðåäåëåíèå 1.6 Ìíîãîîñíîâíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
(M,N , R, 〈,〉), óäîâëåòâîðÿþùóþ óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì (R ñî-
äåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, áèôîðìà íåâûðîæäåíà, âûïîëíÿþòñÿ
àêñèîìû À1, À2, À3) áóäåì íàçûâàòü (àáñòðàêòíîé) ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé ðàíãà (n + 1,m + 1).
Îïðåäåëåíèå 1.7 Äâå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû (M,N , R, 〈,〉) è
(M′,N ′, R′, 〈,〉′) ðàíãà (n + 1,m + 1) áóäåì íàçûâàòü ñèëüíî ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ µ : M→M′, ν :
N → N ′, ÷òî äëÿ ëþáûõ i ∈M, α ∈ N âûïîëíåíî 〈µ(i), ν(α)〉′ = 〈i, α〉.

Â ïîäðàçäåëå 1.2.2 âûâîäÿòñÿ ñëåäñòâèÿ àêñèîì À1 è À2, êîòîðûå áóäóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ çàòåì êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå àêñèîìû À4�À6.

Àêñèîìà À6 Åñëè α, α′ ∈ N , òî èç 〈Z, α〉 = 〈Z, α′〉 ñëåäóåò α = α′. Åñëè
i, i′ ∈M, òî èç 〈i, Ω〉 = 〈i′, Ω〉 ñëåäóåò i = i′.

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà i ∈ M ôóíêöèþ U [i] : Rn → R

ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:
U [i](〈Z, α〉) = 〈i, α〉 äëÿ âñåõ α ∈ N .

Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñèëó àêñèîìû À6; ôóíêöèè îïðåäåëåíû íà âñåì
Rn â ñèëó àêñèîìû À2. Ïóñòü òåïåðü Un

M = {U [i] | i ∈ M}. Äëÿ k =
0, . . . , n îïðåäåëèì Uk

M êàê ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Un
M, ïîñòîÿííûõ íà

ïîñëåäíèõ n− k êîîðäèíàòàõ (è ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ôóíêöèè Rk → R).
Îáîçíà÷èì UM =

⊔n
k=0 Uk

M. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð ôóíêöèé UN .

Àêñèîìà À4 Ìíîæåñòâà ôóíêöèé UM, UN çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî âçÿ-
òèÿ ñóïåðïîçèöèè (â êîòîðîé ó÷àñòâóþò ôóíêöèè ëèøü èç îäíîãî ìíîæå-
ñòâà).

Àêñèîìà À5 Ïóñòü I = (i1, . . . , ik) ∈ Mk, u ∈ Uk
M. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé

ýëåìåíò i ∈ [i1, . . . , ik], ÷òî äëÿ âñåõ α ∈ N âûïîëíÿåòñÿ 〈i, α〉 = u(〈I, α〉).
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ α1, . . . , αk ∈ N , u ∈ Uk

N .
Â ïîäðàçäåëå 1.2.3 ôîðìóëèðóþòñÿ êëàññèôèêàöèîííûå òåîðåìû äëÿ

àëãåáðàè÷åñêèõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð áîëüøèõ ðàíãîâ. Ïðèâåäåì èõ çäåñü
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â ñîêðàùåííîì âèäå (îïóñêàÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåì, äàþùèå ÿâíûé âèä
íàáîðà ôóíêöèé UM, UN ).
Òåîðåìà 1.4 Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n + 1,m + 1),
òàêîãî, ÷òî m,n ≥ 2, (n + 1,m + 1) 6= (3, 3), âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ñî-
âîêóïíîñòü àêñèîì: À2, À3, îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñî÷åòàíèé: À1; À4
è À6; À5 è À6, à òàêæå íåâûðîæäåííîñòü áèôîðìû è íàëè÷èå â R áîëåå,
÷åì îäíîãî ýëåìåíòà. Òîãäà

1. Ìû ìîæåì âûáðàòü ýëåìåíòû O, e ∈ R (ïðè ýòîì â êà÷åñòâå e

ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò R, íå ðàâíûé O) è çàäàòü íà
R áèíàðíûå îïåðàöèè + è · òàê, ÷òî (R, +, · , O, e) áóäåò òåëîì.

2. M è N ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì m-ìåðíûì è ïðàâûì n-
ìåðíûì ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä òåëîì R, îïðåäåëåííûì â
ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

3. m = n, m = n + 1 èëè m = n− 1.

4. Ìîæíî âûáðàòü òàêèå íàáîðû ýëåìåíòîâ (z′1, . . . , z
′
n) = Z ′ ∈ Mn,

(ω′1, . . . , ω
′
m) = Ω′ ∈ Nm, ÷òî îòîáðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉 : N → Rn è 〈·, Ω′〉 :

M → Rm áèåêòèâíû, è äëÿ ëþáûõ i ∈ M, α ∈ N áèôîðìà 〈,〉
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îäíîì èç ñëåäóþùèõ âèäîâ (â ïåðâîì è ïîñëåäíåì
ñëó÷àÿõ m = n, âî âòîðîì � m = n + 1, â òðåòüåì � m = n− 1) :

〈i, α〉 = x1 · ξ1 + . . . + xn · ξn;

〈i, α〉 = (x1 − xn+1) · ξ1 + . . . + (xn − xn+1) · ξn + xn+1;

〈i, α〉 = x1 · (ξ1 − ξn) + . . . + xn−1 · (ξn−1 − ξn) + ξn;

〈i, α〉 = (x1 − xn) · (ξ1 − ξn) + . . . +

(xn−1 − xn) · (ξn−1 − ξn) + xn + ξn,

ãäå 〈i, Ω′〉 = (x1, . . . , xm), 〈Z ′, α〉 = (ξ1, . . . , ξn), + è · � îïåðàöèè â
òåëå R.

Òåîðåìà 1.4 êëàññèôèöèðóåò àáñòðàêòíûå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñ òî÷-
íîñòüþ äî ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Áóäåò äîêàçûâàòüñÿ òàêæå áîëåå ÷àñòíàÿ òåîðåìà. Ðàññìîòðèì ñëåäó-
þùóþ äîïîëíèòåëüíóþ àêñèîìó.

Àêñèîìà À0 Â ìíîæåñòâåM åñòü òàêîé ýëåìåíò z0, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, α′ ∈
N âûïîëíåíî 〈z0, α〉 = 〈z0, α

′〉. Ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò ω0 ∈ N , ÷òî äëÿ
ëþáûõ i, i′ ∈M âûïîëíåíî 〈i, ω0〉 = 〈i′, ω0〉.
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Êðîìå òîãî, ìû áóäåì íàçûâàòü óòâåðæäåíèå àêñèîìû À3, áåðóùååñÿ
òîëüêî äëÿ k = 1, 2, àêñèîìîé À3'.
Òåîðåìà 1.5 Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n+1,m+1), òà-
êîãî, ÷òî m,n ≥ 1, (n+1,m+1) 6= (2, 2), âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ñîâîêóï-
íîñòü àêñèîì:À0, À2, À3', îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñî÷åòàíèé: À1; À4
è À6; À5 è À6, à òàêæå íåâûðîæäåííîñòü áèôîðìû è íàëè÷èå â R áîëåå,
÷åì îäíîãî ýëåìåíòà. Òîãäà
1. m = n.

2. Ìû ìîæåì âûáðàòü ýëåìåíòû O, e ∈ R (ïðè ýòîì â êà÷åñòâå e
ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò R, íå ðàâíûé O) è çàäàòü íà
R áèíàðíûå îïåðàöèè + è · òàê, ÷òî (R, +, · , O, e) áóäåò òåëîì.

3. M è N ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì è ïðàâûì n-ìåðíûìè
ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä òåëîì R, îïðåäåëåííûì â ïðåäû-
äóùåì ïóíêòå.

4. 〈,〉 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìîé íà âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ M, N .

5. Ìîæíî âûáðàòü òàêèå äóàëüíûå áàçèñû (z′1, . . . , z
′
n) = Z ′ ∈ Mn,

(ω′1, . . . , ω
′
n) = Ω′ ∈ N n ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ M è N , ÷òî îòîá-

ðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉 : N → Rn è 〈·, Ω′〉 : M→ Rn áóäóò áèåêòèâíû.
Êàê ïîêàçàíî â ïðèëîæåíèè 1, äëÿ ïàðû èç n-ìåðíûõ ëåâîãî è ïðàâîãî,

ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâM è N íàä òåëîì R, åñëè ïðèíÿòü
çà Z, Ω èõ äóàëüíûå áàçèñû, âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.5.

Ðàçäåë 1.3 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 1.4, 1.5. Åãî îñíîâíàÿ èäåÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè íàáîðîâ ôóíêöèé UM, UN è îïðåäåëåíèè ñ
èõ ïîìîùüþ îïåðàöèé íà R, M, N , óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáóåìûì íàìè
óñëîâèÿì.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ íåïðåðûâíûå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû
áîëüøèõ ðàíãîâ.

Â ðàçäåëå 2.2 äàåòñÿ àêñèîìàòèêà íåïðåðûâíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
áîëüøèõ ðàíãîâ è ôîðìóëèðóþòñÿ êëàññèôèêàöèîííûå òåîðåìû.

Êàê è â ãëàâå 1, ðàññìàòðèâàåì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (M,N , R, 〈,〉),
ãäå M, N , R � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà (R ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëå-
ìåíòà, M è N íåïóñòû), à áèôîðìà 〈,〉 : M × N → R óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè, è çàäàí ðàíã (n + 1,m + 1). Ïîëàãàåì òàêæå,
÷òî íà R çàäàíà ñòðóêòóðà õàóñäîðôîâîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ïóñòü çàäàíû íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà áàç BM ⊆ Mn è BN ⊆ Nm.
Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû íà (M,N , R, 〈,〉).

Àêñèîìà Ò1 Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ F : Rm × Rnm × Rn → R, îïðå-
äåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà ïîäìíîæåñòâå Rm × 〈BM,BN 〉 × Rn, ÷òî äëÿ
âñåõ I ∈ BM, i ∈M, A ∈ BN , α ∈ N âûïîëíåíî

〈i, α〉 = F (〈i, A〉, 〈I, A〉, 〈I, α〉).

Àêñèîìà Ò2 Äëÿ ëþáîé áàçû I ∈ BM ïîäìíîæåñòâî 〈I,BN 〉 = πI × · · · ×
πI(BN ) ⊆ Rnm âñþäó ïëîòíî â Rnm. Äëÿ ëþáîé áàçû A ∈ BN ïîäìíîæå-
ñòâî 〈BM, A〉 âñþäó ïëîòíî â Rnm.

Àêñèîìà Ò3 Ìíîæåñòâî 〈BM,BN 〉 ñîäåðæèò íåêîòîðîå îòêðûòîå ïîäìíî-
æåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rnm.

Ìû ñ÷èòàåì âûïîëíåííîé òàêæå àêñèîìó À3 ãëàâû 1. Àêñèîìà À2 æå
ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííîé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ áàç:

Àêñèîìà À2' Äëÿ ëþáûõ I ∈ BM, r ∈ Rn íàéäåòñÿ òàêîé α ∈ N , ÷òî
〈I, α〉 = r; äëÿ ëþáûõ A ∈ BN , r ∈ Rm íàéäåòñÿ òàêîé i ∈ M, ÷òî
〈i, A〉 = r.
Îïðåäåëåíèå 2.4 Ìíîãîîñíîâíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
(M,N , R, 〈,〉), óäîâëåòâîðÿþùóþ óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì è àê-
ñèîìàì áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðàíãà
(n + 1,m + 1), åñëè n,m ≥ 2.

ÝëåìåíòûM ìîãóò, ââèäó íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû, ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ êàê ðàçëè÷íûå ôóíêöèè íàN ñî çíà÷åíèÿìè â R:M⊆ RN , è àíàëîãè÷-
íî N ⊆ RM. Ââåäåì òåïåðü íà M (è íà N ) òîïîëîãèþ, èíäóöèðîâàííóþ
ñîîòâåòñòâóþùèìè òîïîëîãèÿìè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 2.5 Äâå íåïðåðûâíûå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû
(M,N , R, 〈,〉) è (M′,N ′, R′, 〈,〉′) ðàíãà (n + 1,m + 1) áóäåì íàçû-
âàòü ñèëüíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ãîìåîìîðôíûå
áèåêöèè µ : M→M′, ν : N → N ′, ÷òî äëÿ ëþáûõ i ∈ M, α ∈ N áóäåò
âûïîëíåíî 〈µ(i), ν(α)〉′ = 〈i, α〉.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâàM èN â âñåõ óñëîâèÿõ ñèììåòðè÷íû, ìû ìîæåì
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñëó÷àé m ≥ n.
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Òåîðåìà 2.4 Ïóñòü (M,N , R, 〈,〉) � íåïðåðûâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà ðàíãà (n + 1,m + 1), m ≥ n ≥ 2, (m,n) 6= (3, 3). Òîãäà
1. m = n èëè m = n + 1.

2. Ìû ìîæåì âûáðàòü ýëåìåíòû O, e ∈ R (ïðè ýòîì â êà÷åñòâå e

ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò R, íå ðàâíûé O) è çàäàòü íà
R áèíàðíûå îïåðàöèè + è · òàê, ÷òî (R, +, · , O, e) áóäåò òîïîëîãè-
÷åñêèì òåëîì.

3. M è N ñ ââåäåííîé âûøå òîïîëîãèåé ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
m-ìåðíûì òîïîëîãè÷åñêèì ëåâûì è n-ìåðíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðà-
âûì âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä òåëîì R.

4. Íàéäóòñÿ òàêèå Z ′ ∈ Mn è Ω′ ∈ Nm, ÷òî îòîáðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉 :
N → Rn è 〈· , Ω′〉 : M → Rn ÿâëÿþòñÿ (òîïîëîãè÷åñêèìè) èçîìîð-
ôèçìàìè M è N íà òîïîëîãè÷åñêîå ëåâîå è òîïîëîãè÷åñêîå ïðàâîå,
ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ñòðîê äëèíû m è n, ñî-
îòâåòñòâåííî, íàä R.

5. 〈,〉 ñîâìåñòíî íåïðåðûâíà è çàäàåòñÿ â ÿâíîì âèäå òàê æå, êàê â
òåîðåìå 1.4

Òåîðåìà 2.4 îïèñûâàåò íåïðåðûâíûå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ åå ñëåäñòâèåì.
Òåîðåìà 2.5 Ïóñòü (M,N , R, 〈,〉) � íåïðåðûâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà ðàíãà (n + 1,m + 1), òàêîãî, ÷òî m ≥ n ≥ 2, (n + 1,m + 1) 6= (3, 3),
ïðè÷åì R � ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C èëè
òåëî êâàòåðíèîíîâ H, ñ çàäàííîé íà íèõ êëàññè÷åñêîé òîïîëîãèåé. Òî-
ãäà m = n èëè m = n + 1, è íàéäóòñÿ òàêèå I ∈ Mn, A ∈ N n è òàêîé
ãîìåîìîðôèçì ϕ : R → R, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ òðåõ
ôîðìóë, ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ ëþáûõ i ∈ M, α ∈ N (â ïåðâîì è òðåòüåì
ñëó÷àå m = n, âî âòîðîì � m = n + 1).

〈i, α〉 = ϕ−1(ϕ(x1)ϕ(ξ1) + . . . + ϕ(xn)ϕ(ξn)); (†)
〈i, α〉 = ϕ−1((ϕ(x1)− ϕ(xn))ϕ(ξ1) + . . . + (‡)

(ϕ(x1)− ϕ(xn))ϕ(ξn)) + ϕ(xn+1);

〈i, α〉 = ϕ−1((ϕ(x1)− ϕ(xn−1))(ϕ(ξ1)− ϕ(ξn)) + . . . + (§)
(ϕ(x1)− ϕ(xn))(ϕ(ξn−1)− ϕ(ξn)) + ϕ(xn) + ϕ(ξn)),

ãäå (x1, . . . , xn) = 〈i, A〉, (ξ1, . . . , ξn) = 〈I, α〉. Îòîáðàæåíèÿ 〈I, ·〉 è 〈· , A〉
ïðè ýòîì ìîæíî âçÿòü áèåêòèâíûìè è ãîìåîìîðôíûìè.
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Ñôîðìóëèðîâàíà òàêæå îòäåëüíàÿ òåîðåìà (òåîðåìà 2.6) äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà À0.

Äàëåå â ãëàâå 2 äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìà 2.4 è âûòåêàþùèå èç íåå òåîðåìû
2.5, 2.6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4 â öåëîì âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ñïåðâà ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4 è ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ýêâèâàëåíòíîé îäíîé
èç àáñòðàêòíûõ ñòðóêòóð An(R), Bn(R), Cn(R), îïðåäåëåííûõ â ïðèëîæå-
íèè 1. Çàòåì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííîãî â ïðèëîæåíèè
1 èññëåäîâàíèÿ ýòèõ ñòðóêòóð, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû òîïîëîãèçóþòñÿ -
ïîêàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü òåëà R è âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ M, N .

Â ãëàâå 3 èññëåäóþòñÿ íåïðåðûâíûå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà
(n + 1, 2). Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î êëàññèôèêà-
öèè íåïðåðûâíûõ òî÷íî n-òðàíçèòèâíûõ ãðóïïàõ ïðåîáðàçîâàíèé ëîêàëü-
íî êîìïàêòíîãî, ñâÿçíîãî, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà18,19.

Ïðèâîäèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ19. Ïóñòü H � òåëî
êâàòåðíèîíîâ, Γ � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà åå ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû, òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà r

íàéäåòñÿ â òî÷íîñòè îäèí ýëåìåíò èç Γ ñ íîðìîé r (áóäåì îáîçíà÷àòü
åãî γ(r), ôóíêöèÿ γ : R+ → H íåïðåðûâíà). Îáîçíà÷èì çà GΓ ãðóïïó
ïðåîáðàçîâàíèé H, ñîñòîÿùóþ èç ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé:

y(x) = a · x · b + c (a, b, c ∈ H, |a| = 1, b ∈ Γ).

GΓ (ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåéH3) áóäåò íåïðåðûâíîé òî÷-
íî 2-òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé H.

Â ðàçäåëå 3.2 äàåòñÿ îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ðàíãà (n + 1, 2) è ôîðìóëèðóåòñÿ êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà, óêàçûâàþ-
ùàÿ âèä áèôîðìû.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîñíîâíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (M,N , R, 〈,〉), ãäå
M,N � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, R � õàóñäîðôîâî ëîêàëüíî êîìïàêò-
íîå, ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîé àê-
ñèîìå ñ÷åòíîñòè, 〈,〉 : M×N → R � îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå áèôîðìîé.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî áèôîðìà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåâûðîæäåííî-
ñòè â ñìûñëå ãëàâû 1.

18J. Tits. Sur les groupes doublement transitifs continus. // Comment. Math. Helv., 26, pp. 203-224
(1952).

19J. Tits. Sur les groupes doublement transitifs continus: Correction et compl�ements // Comment. Math.
Helv., 30, pp. 234-240 (1956).
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Ïóñòü çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Îáîçíà÷èì çà Rn ⊆ Rn ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ n-îê ýëåìåíòîâ R, âñå ýëåìåíòû â êàæäîé èç êîòîðûõ ïîïàðíî
ðàçëè÷íû. Îáîçíà÷èì çà BM ⊆ Mn ìíîæåñòâî âñåõ n-îê ýëåìåíòîâ M,
âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Îïðåäåëåíèå 3.3 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (M,N , 〈,〉, R) ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðàíãà (n + 1, 2), åñëè îíà óäî-
âëåòâîðÿåò, êðîìå çàäàííûõ âûøå óñëîâèé íà áèôîðìó è òîïîëîãèþ R,
ñëåäóþùèì àêñèîìàì Ò1', À2'.

Àêñèîìà Ò1' Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ F : R × Rn × Rn → R, îïðå-
äåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà ïîäìíîæåñòâå R × Rn × Rn, ÷òî äëÿ âñåõ
I ∈ BM, i ∈M, A ∈ BN , α ∈ N âûïîëíåíî

〈i, α〉 = F (〈i, A〉, 〈I, A〉, 〈I, α〉).

Àêñèîìà À2� Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α ∈ N è ëþáîãî r ∈ R íàéäåòñÿ
òàêîé i ∈M, ÷òî 〈i, α〉 = r. Äëÿ ëþáîé n-êè I ∈ BM è ëþáîé n-êè r ∈ Rn

íàéäåòñÿ òàêîé α ∈ N , ÷òî 〈I, α〉 = r.
Çàäàäèì íà M è N òîïîëîãèþ òàêèì æå îáðàçîì, êàê â ãëàâå 2.

Òåîðåìà 3.4 Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû
(M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n + 1, 2), n ≥ 2, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.
1. Ðàíã ñòðóêòóðû äîëæåí ïðèíèìàòü îäíî èç çíà÷åíèé (3, 2), (4, 2).
2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Z ∈ BM, ω ∈ N îòîáðàæåíèÿ 〈Z, ·〉 : N → Rn

è 〈·, ω〉 : M → R áóäóò ãîìåîìîðôèçìàìè (äàëåå â ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû òàêæå ñ÷èòàåì Z ∈ BM, ω ∈ N ïðîèçâîëüíûìè).

3. Â ñëó÷àå ðàíãà (3, 2) íàéäåòñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ : R → T , ãäå T
� òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë C èëè êâàòåðíèîíîâ H, ÷òî áóäåò èìåòü ìåñòî îäíî èç
ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ, âûïîëíåííîå äëÿ ëþáûõ i ∈ M, α ∈ N (îáî-
çíà÷àåì 〈i, ω〉 = x1, 〈Z, α〉 = (ξ1, ξ2), + è · � îáû÷íûå ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå â ñîîòâåòñòâóþùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ òåëàõ T ):
〈i, α〉 = ϕ−1((ϕ(ξ1)− ϕ(ξ2)) · ϕ(x1) + ϕ(ξ2)), T = R, C èëè H;

〈i, α〉 = ϕ−1(a · ϕ(x1) · b + ϕ(ξ2)),

ãäå T = H, Γ ⊂ H è îòîáðàæåíèå γ : H → R îïèñàíû âûøå, a =
(ϕ(ξ1)− ϕ(ξ2)) · b−1, b = γ(|ϕ(ξ1)− ϕ(ξ2)|).
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4. Â ñëó÷àå ðàíãà (4, 2) íàéäåòñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ : R → T (ãäå
T � ýòî âåùåñòâåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ RP1 = R ∪ {∞} èëè
CP1 = C ∪ {∞}), ÷òî äëÿ ëþáûõ i ∈M, α ∈ N

〈i, α〉 = ϕ−1
(

a · ϕ(x1) + b

c · ϕ(x1) + d

)
,

ãäå x1 = 〈i, ω〉, (ξ1, ξ2, ξ3) = 〈Z, α〉, a, b, c, d � òàêèå ýëåìåíòû T ,
÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå y(x) = ax+b

cx+d ïåðåâîäèò óïîðÿäî-
÷åííóþ òðîéêó òî÷åê (0, 1,∞) â (ϕ(ξ1), ϕ(ξ2), ϕ(ξ3)).

Çàìå÷àíèå 3.1 Âñå ïðåäñòàâëåííûå â äàííîé êëàññèôèêàöèè ñòðóê-
òóðû ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå ýëåìåíòû z1, . . . , zn ∈ M, òàêèå, ÷òî Z =

(z1, . . . , zn) ∈Mn, è ýëåìåíò ω ∈ N .
Îïðåäåëèì òàê æå, êàê â ãëàâå 1, îòíîøåíèå çàâèñèìîñòè íà N è ñâÿ-

çàííûé ñ íèì íàáîð ôóíêöèé UN = U 1
N . (Îáîçíà÷àåì ïðîñòî UN = U).

Ïðåäëîæåíèå 3.1 (À. À. Ñèìîíîâ, [4]) U ÿâëÿåòñÿ òî÷íî n-
òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà R.

Íà U åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàåòñÿ òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé U îêàçûâà-
åòñÿ ãîìåîìîðôíûì Rn (ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà Rn).
Ïðåäëîæåíèå 3.2 U ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé
ìíîæåñòâà R.

Ìû ñîïîñòàâèëè, òàêèì îáðàçîì, êàæäîé íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðå (M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n+1, 2) òî÷íî n-òðàíçèòèâíóþ íåïðåðûâ-
íóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R. Â ïðåäëî-
æåíèè 3.3 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ R ñ äîñòàòî÷íî
õîðîøèìè ñâîéñòâàìè (òðåáóåìûìè îïðåäåëåíèåì 3.3) ïî çàäàííîé òî÷-
íî n-òðàíçèòèâíîé íåïðåðûâíîé ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé ñ íåêîòîðûìè äî-
ïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè ìîæíî ïîñòðîèòü ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàíãà
(n + 1, 2), óäîâëåòâîðÿþùóþ àêñèîìàì Ò1' è À2�, äëÿ êîòîðîé U ñîîòâåò-
ñòâóåò ìíîæåñòâó U1

N . Â ÷àñòíîñòè, åñëè òîïîëîãèÿ R óäîâëåòâîðÿåò òðå-
áîâàíèÿì îïðåäåëåíèÿ 3.3, ïî çàäàííîé òî÷íî n-òðàíçèòèâíîé íåïðåðûâ-
íîé ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíóþ ôèçè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó, äëÿ êîòîðîé U = U 1

N , ÷òî äîêàçûâàåò çàìå÷àíèå 3.1 ê òåîðåìå
3.4 è äåëàåò òåîðåìó ñîäåðæàòåëüíîé. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðåäëîæåíèÿ
3.3 (ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé àáñòðàêòíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû)
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áûëà äîêàçàíà À. À. Ñèìîíîâûì, òîïîëîãèçàöèÿ ïðîâåäåíà àâòîðîì äèñ-
ñåðòàöèè.

Ïðåäëîæåíèÿ 3.1, 3.2 ïîêàçûâàþò, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ òî÷íî n-
òðàíçèòèâíîé íåïðåðûâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé. Òåïåðü ìû ìîæåì
âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíîé êëàññèôèêàöèåé òàêèõ ãðóïï äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ÿâíîãî âèäà áèôîðìû, ÷òî è äåëàåòñÿ â ðàçäåëå 3.5.

Â ïðèëîæåíèÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ è èçó÷àþòñÿ êàíîíè÷åñêèå ïðèìåðû
íåïðåðûâíûõ (à çíà÷èò, è àëãåáðàè÷åñêèõ) ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð áîëüøèõ
ðàíãîâ äëÿ m ≥ n: An(R), Bn(R), Cn(R), äëÿ êîòîðûõ M è N çàäàíû
êàê ïðîñòðàíñòâà ñòðîê íàä íåêîòîðûì òîïîëîãè÷åñêèì òåëîì R (â àëãåá-
ðàè÷åñêîì ñëó÷àå òîïîëîãèÿ R äèñêðåòíà). Òåîðåìû 1.4 è 2.4 ïîêàçûâàþò
ñèëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü àáñòðàêòíûõ è íåïðåðûâíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð áîëüøèõ ðàíãîâ, ñîîòâåòñòâåííî, îäíîé èç ñòðóêòóð An(R), Bn(R),
Cn(R) (ïðè m ≥ n).

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí Ë. À. Áîêóòþ, À. À. Ñèìîíîâó, Ã. Ã. Ìè-
õàéëè÷åíêî, À. Ñ. Øòåðíó, Â. Ì. Ãè÷åâó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ è
ïîääåðæêó.
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