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Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àëãåáðàè÷åñêèì àñïåêòàì è ïðèëîæåíèÿì ïðèí-
öèïà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè. Äàäèì ñíà÷àëà åãî îáùåå îïèñàíèå.

Ïåðâîíà÷àëüíî ïîíÿòèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè áûëî ââåäåíî â
1960-õ ãîäàõ Þ. È. Êóëàêîâûì [7]�[10] êàê îñíîâíàÿ èäåÿ åãî òåîðèè ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð. Åãî îáùåå ñîäåðæàíèå ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäûM,N , R ïðîèçâîëüíîé
ïðèðîäû, ñâÿçàííûå îòîáðàæåíèåì 〈,〉 : M×N → R (ðåïðåçåíòàòîðîì,
èëè, êàê ìû áóäåì åãî íàçûâàòü, áèôîðìîé), îïèñûâàþùèì âçàèìîäåéñòâèå
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâM, N . Çàäàþòñÿ, êðîìå òîãî, äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà
m è n � ïîçäíåå áóäåò âèäíî, ÷òî îíè îïèñûâàþò ðàçìåðíîñòü (â íåêî-
òîðîì ñìûñëå) ìíîæåñòâ M è N íàä R. Ââåäåì äâà èíòóèòèâíûõ ïîíÿ-
òèÿ, êîòîðûå áóäóò êîíêðåòèçèðîâàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò äîïîëíèòåëüíîé
ñòðóêòóðû, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâàõM, N è R, è ïîñòàíîâêè èíòåðå-
ñóþùåé íàñ çàäà÷è. Ýòî ïîíÿòèå ïîëíîãî ïîäìíîæåñòâà (äëÿ òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâ ðå÷ü ìîæåò èäòè î âñþäó ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ, äëÿ
ïðîñòðàíñòâ ìàòðèö íàä òåëîì � î ìíîæåñòâå âñåõ íåîáðàòèìûõ ìàòðèö,
è ò. ï.; ìîæåò òðåáîâàòüñÿ è òî÷íîå ñîâïàäåíèå ïîëíîãî ïîäìíîæåñòâà ñî
âñåì ìíîæåñòâîì) è çàâèñèìîãî ïîäìíîæåñòâà (íàïðèìåð, íèãäå íå ïëîò-
íîãî, äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, èëè, äëÿ ïðîñòðàíñòâ âèäà Rk ñ
ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðîé R, ïîäìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ ãðàôèêîì íåêî-
òîðîé ôóíêöèè Rk−1 → R).

Äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ ýëåìåíòîâ I = (i1, . . . , ik) ∈ Mk, A =

(α1, . . . , αl) ∈ N l îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈I,A〉 ìàòðèöó ðàçìåðà k × l, ñîñòàâ-
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ëåííóþ èç âñåâîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ âèäà 〈ip, αq〉, p = 1, . . . , k, q = 1, . . . , l.
Òàêèì îáðàçîì, 〈I,A〉 ∈ Rkl.

Ïðèíöèï ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè äëÿ ìíîãîîñíîâíîé àëãåáðàè-
÷åñêîé ñèñòåìû (M,N , R, 〈,〉) ìîæíî òåïåðü ïðåäñòàâèòü êàê òðåáîâàíèå
âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ Z è Ω, ñîîòâåòñòâåííî, íåêîòîðûõ ïîëíûõ âMn

è Nm ìíîæåñòâ BM ∈Mn, BN ∈ Nm (â íåêîòîðûõ ïîñòàíîâêàõ, êîãäà
ðå÷ü èäåò ëèøü î íàëè÷èè êàêîé-òî êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû, äîñòàòî÷íî
òðåáîâàíèå èõ íåïóñòîòû) ìíîæåñòâî 〈Z,N〉 = {〈Z, α〉 : α ∈ N} ⊆ Rn

ïîëíî â Rn, à ìíîæåñòâî 〈M,Ω〉 ⊆ Rm ïîëíî â Rm.

2. Ìíîæåñòâî P = {〈I,A〉 : I ∈ Mn+1, A ∈ Nm+1} ⊆ R(n+1)(m+1) çàâèñè-
ìî â R(n+1)(m+1).

Ñèñòåìà (M,N , R, 〈,〉), óäîâëåòâîðÿþùàÿ äâóì ïðèâåäåííûì óñëîâèÿì,
íàçûâàåòñÿ (áèíàðíîé) ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðàíãà (n+1,m+1). Îòìå-
òèì, ÷òî èìååòñÿ è ñîäåðæàòåëüíàÿ òåîðèÿ óíàðíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð [9], [15], [11], [16], [19], [20], îïðåäåëÿþùèõñÿ íà îäíîì ìíîæåñòâå M
áëèçêèì îáðàçîì, òåñíî ñâÿçàííàÿ ñ ãåîìåòðèåé ðàññòîÿíèé.

Ïåðâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèíöèïà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè áûëà
äàíà Êóëàêîâûì [7] â êîíòåêñòå èññëåäîâàíèÿ è êëàññèôèêàöèè íåêîòî-
ðîãî, äîñòàòî÷íî ðàçíîîáðàçíîãî ïî ïðèðîäå èññëåäóåìûõ ÿâëåíèé, êëàññà
ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ (âêëþ÷àþùåãî, íàïðèìåð, âòîðîé çàêîí Íüþòîíà è çà-
êîí Îìà äëÿ ïîëíîé öåïè). Ïðè ýòîìM è N ïîíèìàëèñü êàê ìíîæåñòâà
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ðåïðåçåíòàòîð 〈,〉 :M×N → R

� êàê ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ èõ âçàèìîäåéñòâèå, åå îáëàñòü çíà÷åíèé R
îòîæäåñòâëÿëàñü ñ ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (ýòèì ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïàðîé îáúåêòîâ èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ
ìîæåò áûòü îïèñàíî âåùåñòâåííûì ÷èñëîì è èçìåðåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî).
Äðóãàÿ ïðåäëîæåííàÿ Êóëàêîâûì èíòåðïðåòàöèÿ îòíîñèëàñü ê ãåîìåòðèè,
ãäåM è N ðàññìàòðèâàëèñü êàê ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè m è n, ñîîò-
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âåòñòâåííî ñâÿçàííûå ìåòðèêîé 〈,〉. Ïðè ýòîì âñþäó, ãäå â ýòîì ìîãëà âîç-
íèêíóòü íåîáõîäèìîñòü, ïðåäïîëàãàëàñü àíàëèòè÷íîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ
ôóíêöèé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòèì èíòåðïðåòàöèÿì, áûëà äàíà Êóëàêîâûì [7], [8], [10]
è çàòåì óòî÷íÿëàñü è óëó÷øàëàñü åãî ó÷åíèêîì Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî [14],
[17], [21]. Åå îáùàÿ ñóòü ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü R = R, äëÿ ðåïðåçåíòàòîðà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåâûðîæäåííî-
ñòè (ñì. îñíîâíîé òåêñò äàííîé ñòàòüè), è ââåäåíà òîïîëîãèÿ ïîòî÷å÷íîé
ñõîäèìîñòè íà M è N (ñì. òàì æå). Ïåðâîå èç óñëîâèé ôåíîìåíîëîãè-
÷åñêîé ñèììåòðèè ïîíèìàåòñÿ êàê íàëè÷èå íà M è N ëîêàëüíûõ êîîð-
äèíàò, ââîäèìûõ ïîñðåäñòâîì íåâûðîæäåííûõ (â àíàëèòè÷åñêîì ñìûñëå)
îòîáðàæåíèé 〈·,Ω〉 : M → Rm è 〈Z, ·〉 : N → Rn. Çàâèñèìîñòü ìíîæå-
ñòâà P ïîíèìàåòñÿ êàê ñóùåñòâîâàíèå òàêîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè
Φ : R(n+1)(m+1) → R (ñ ãðàäèåíòîì, îòëè÷íûì îò íóëÿ ïî÷òè âñþäó), ÷òî

Φ(P ) = 0. (0.0.1)

Â ýòîé ïîñòàíîâêå Ìèõàéëè÷åíêî áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ êëàññèôè-
êàöèîííàÿ òåîðåìà [14], [21]. Âî ââåäåííûõ âûøå ëîêàëüíûõ êîîðäèíà-
òàõ (îáîçíà÷àåì êîîðäèíàòû ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ýëåìåíòà i ∈ M êàê
(x1, . . . , xm), ýëåìåíòà α ∈ N êàê (ξ1, . . . , ξn)) ôóíêöèÿ 〈,〉 ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. äëÿ n = m: 〈i, α〉 = ψ−1(x1ξ1 + . . .+xnξn) èëè 〈i, α〉 = ψ−1(x1ξ1 + . . .+

xn−1ξn−1 + xn + ξn) (ýòè äâà âàðèàíòà ýêâèâàëåíòíû ïðè n = m = 2);

2. äëÿ n = m+ 1: 〈i, α〉 = ψ−1(x1ξ1 + . . .+ xn−1ξn−1 + xn);

3. äëÿ n = 3, m = 1: 〈i, α〉 = ψ−1( (x1ξ1 + ξ2)/(x1 + ξ3) ),

ãäå ψ � ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì R. Ïðè n ≤ m êëàññèôèêàöèÿ àíà-
ëîãè÷íà, äëÿ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ n ≥ m ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íå ñóùå-
ñòâóåò. Êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà Ìèõàéëè÷åíêî óêàçûâàåò äëÿ êàæäî-
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ãî èç îïèñàííûõ ñëó÷àåâ è âèä ôóíêöèè Φ (îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûìè
îïðåäåëèòåëÿìè).

Ñîáñòâåííî, âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàöèè è äåëàåò òåîðèþ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñîäåðæàòåëüíîé, ïîçâîëÿÿ íàõîäèòü êîíêðåòíûé âèä
îòîáðàæåíèÿ 〈,〉 ïî äîñòàòî÷íî îáùèì ñòðóêòóðíûì ñâîéñòâàì åãî äåéñòâèÿ
íà ìíîæåñòâàõM, N .

Àíàëèòè÷åñêàÿ àêñèîìàòèêà ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ñëó÷àé R = Rk (k-ìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå
ñòðóêòóðû), îäíàêî, èõ êëàññèôèêàöèÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå � òàê, óæå
äëÿ äâóìåòðè÷åñêèõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ äàíà
ëèøü â ñëó÷àå ðàíãà (n+1,2) [18]. Äëÿ âûøå êîìïëåêñíûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (R = C) êëàññèôèêàöèÿ ïîëó÷åíà ëèøü â ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ [12], [13], ïîçâîëÿþùèõ ïðåäïîëîæèòü î ñîâïàäåíèè ýòîé êëàññè-
ôèêàöèè, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèé, ñ êëàññèôèêàöèåé âåùåñòâåí-
íûõ îäíîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Îòìåòèì, ÷òî â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé (òàêèõ, êàê àíà-
ëèòè÷íîñòü Φ, ñîîòâåòñòâèå R ñ àíàëèòè÷åñêîé è àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðàìè R èëè C), íå ÿâëÿþùèõñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ êîððåêòíîé è ñîäåð-
æàòåëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è � â óðàâíåíèè (0.0.1) íå èñïîëüçóåòñÿ íè
àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèè Φ (êðîìå ïðåäïîëîæåíèÿ åå íåâûðîæäåííîñòè),
íè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà R, êîòîðûå, òåì íå ìåíåå, âîçíèêà-
þò â èòîãîâîì âûðàæåíèè 〈,〉.

Ýòî ïîäâîäèò ê ìûñëè î ñîäåðæàòåëüíîñòè èññëåäîâàíèÿ ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè â àëãåáðàè÷åñêîì êîíòåêñòå. Ïåðâàÿ àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ àêñèîìàòèêà òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð áûëà äàíà â 1990-ì ãîäó
Â. Ê. Èîíèíûì â ðàáîòå [5] (äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàíãà (2,2) ñ îòîæ-
äåñòâëåíèåìM = R = N ). Èì áûëî ïîêàçàíî, äëÿ ðàíãà (2,2), íàëè÷èå íà
R áèíàðíîé îïåðàöèè, ñîãëàñóþùåéñÿ íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì îáðàçîì
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ñ 〈,〉 (è îïèñûâàþùåé åå äåéñòâèå) è çàäàþùåé íà R ñòðóêòóðó ãðóïïû.
Òåì ñàìûì áûëà, ñ îäíîé ñòîðîíû, äàíà àêñèîìàòèêà àáñòðàêòíîé ãðóïïû
íà îñíîâå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñòðîåíà
êëàññèôèêàöèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ (àáñòðàêòíûõ) ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàí-
ãà (2, 2) (â ïðåäëîæåííîé àêñèîìàòèêå). Ïîçäíåå À. Í. Áîðîäèíûì [1] áûëà
ðàññìîòðåíà àêñèîìàòèêà ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2), áëèçêàÿ ê [5]
(íî áåç ÿâíî çàäàííîãî ñîîòâåòñòâèÿ M = R = N ), â êîòîðîé îí òàêæå
ïîêàçàë íàëè÷èå íà R ñîãëàñîâàííîé ñ äåéñòâèåì 〈,〉 ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû
(à òàêæå åùå áîëåå åñòåñòâåííî çàäàþùåéñÿ ñòðóêòóðû ãðóäû) è ðåøèë
êëàññèôèêàöèîííóþ çàäà÷ó.

Â ðàáîòå [6] Èîíèíûì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà àêñèîìàòèêà òåîðèè ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð â áîëüøîé ñòåïåíè îáùíîñòè è óêàçàíà âîçìîæíîñòü
ïîëó÷åíèÿ èç íåå, â ÷àñòíîñòè, àëãåáðàè÷åñêîé àêñèîìàòèêè.

Îòòàëêèâàÿñü îò ðàáîò Èîíèíà, À. À. Ñèìîíîâ [23], [24] ïîñòðîèë àëãåá-
ðàè÷åñêóþ àêñèîìàòèêó áèíàðíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðîèçâîëüíîãî
ðàíãà, íåêîòîðûì îáðàçîì êîíêðåòèçèðóþùóþ àêñèîìàòèêó [6]. Íà åå îñíî-
âå èì áûëî äîêàçàíî (äëÿ ñòðóêòóð ðàíãà (n+1, 2) ïðè ïðîèçâîëüíîì n ≥ 2)
ñóùåñòâîâàíèå ñîãëàñîâàííûõ ñ äåéñòâèåì 〈,〉 áèíàðíûõ îïåðàöèé · è ⊕ íà
R, îïðåäåëÿþùèõ íà R, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ñòðóêòóðó
ïî÷òè êîëüöà, è óêàçàíû âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðå-
çóëüòàòà ê êëàññèôèêàöèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàíãîâ.
Â ðàáîòå [25] èäåè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè ñòðóêòóðû ðàíãà (3, 2)

áûëè èñïîëüçîâàíû Ñèìîíîâûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâÿçè ìåæäó òî÷íî äâà-
æäû òðàíçèòèâíûìè ãðóïïàìè è àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, áëèçêèìè ê
ïî÷òè îáëàñòè.

Íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëèìåòðè÷åñêèõ ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð ìàëûõ ðàíãîâ ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå Ìèõàéëè÷åíêî [18] â ñâÿçè
ñ èíòåðïðåòàöèåé åãî êëàññèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå àñïåêòû ôåíîìåíîëî-
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ãè÷åñêîé ñèììåòðèè äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð áîëåå âûñîêèõ ðàíãîâ, à
òàêæå íàäåëåííûõ òîïîëîãèåé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ àêñèîìà-
òèêà áèíàðíîé ôèçè÷åñêîé (M,N , R, 〈,〉) ñòðóêòóðû ïðîèçâîëüíîãî ðàí-
ãà (n + 1,m + 1) (n,m ≥ 2), ðîäñòâåííàÿ àêñèîìàòèêå Ñèìîíîâà. Äëÿ
çíà÷èòåëüíîãî ðàíãà, îòëè÷íîãî îò (3, 3), ïðîâîäèòñÿ èõ ïîëíàÿ êëàññè-
ôèêàöèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, äàòü îñíîâàííóþ íà ïðèíöèïå ôå-
íîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè àêñèîìàòèêó ïàðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
íàä òåëîì R, ñâÿçàííóþ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìîé (íå çàäàâàÿ
ïðè ýòîì ÿâíûì îáðàçîì ñòðóêòóðû òåëà íà R). Ïîñòðîåíà òàêæå òîïî-
ëîãî àëãåáðàè÷åñêàÿ àêñèîìàòèêó, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîâåñòè êëàññèôèêàöèþ
íåïðåðûâíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàíãà (n+ 1,m+ 1) êàê ïðè n,m ≥ 2,
(n+1,m+1) 6= (3, 3) (â ýòîì ñëó÷àå R îêàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì òåëîì,
àM è N � òîïîëîãè÷åñêèìè âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñòðîê íàä íèì),
òàê è äëÿ ðàíãà (n + 1, 2) (â ýòîì ñëó÷àå ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ
ýêâèâàëåíòíà íàëè÷èþ ñîãëàñîâàííîé ñ áèôîðìîé òî÷íî n-òðàíçèòèâíîé
íåïðåðûâíîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R).

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû óíèâåðñàëüíîé àë-
ãåáðû, ëèíåéíîé àëãåáðû íàä òåëàìè è òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Äàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ àêñèîìàòèêà (àáñòðàêòíîé) ôèçè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû (M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n + 1,m + 1), n,m ≥ 2, è ïðîâåäåíà èõ
êëàññèôèêàöèÿ â ñëó÷àå ðàíãà, îòëè÷íîãî îò (3, 3), äàþùàÿ ÿâíûé
âèä áèôîðìû è ñîãëàñîâàííóþ ñ íåé ñòðóêòóðó òåëà íà R.

2. Ïîñòðîåíà àêñèîìàòèêà ïàðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä òåëîì ñ çà-
äàííîé íà íèõ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìîé, îñíîâàííàÿ íà
ïðèíöèïå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè è íå ïðåäïîëàãàþùàÿ ïðåä-
âàðèòåëüíî ââåäåííûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.
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3. Äàíà àêñèîìàòèêà íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû (M,N , R, 〈,〉)

ðàíãà (n+1,m+1), n,m ≥ 2, è ïðîâåäåíà èõ êëàññèôèêàöèÿ â ñëó÷àå
ðàíãà, îòëè÷íîãî îò (3, 3), äàþùàÿ ÿâíûé âèä áèôîðìû è ñîãëàñîâàí-
íóþ ñ íåé ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîãî òåëà íà R. Äëÿ ñëó÷àÿ R = R,
R = C èëè R = H (H � òîïîëîãè÷åñêîå òåëî êâàòåðíèîíîâ) óêàçàíî
ñîîòâåòñòâèå áèôîðìû ñ îïåðàöèÿìè èñõîäíîãî òåëà.

4. Äàíà àêñèîìàòèêà íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû (M,N , R, 〈,〉)
ðàíãà (n+ 1, 2), n ≥ 2, è ïðîâåäåíà èõ êëàññèôèêàöèÿ â ñëó÷àå ðàíãà,
äàþùàÿ ÿâíûé âèä áèôîðìû è óêàçûâàþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü òàêèõ
ñòðóêòóð òî÷íî n-òðàíçèòèâíûì íåïðåðûâíûì ãðóïïàì ïðåîáðàçîâà-
íèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà Ìåæ-
äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ � 2004"(Íîâîñèáèðñê,
2004), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ � 2005"(Íîâîñè-
áèðñê, 2005). Ðåçóëüòàòû òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå èì. À. È.Øèð-
øîâà "Òåîðèÿ êîëåö"ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, è Îìñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå.

Ïóáëèêàöèè Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáî-
òàõ [30]-[33]. Ðàáîòà [33] íàïèñàíà àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ À. À. Ñèìîíîâûì
ïðè ðàâíîì âêëàäå ñîàâòîðîâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 138 ñòðàíèöàõ è ñî-
ñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ àêñèîìàòèêà (àáñòðàêò-
íîé) ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû (M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n+ 1,m+ 1), n,m ≥ 2, è
äëÿ ðàíãà, îòëè÷íîãî îò (3, 3) ïðîâîäèòñÿ èõ êëàññèôèêàöèÿ. Â ðàçäåëå 1.1
ïðèâîäÿòñÿ ôàêòû òåîðèè áèëèíåéíûõ ôîðì, çàäàííûõ íà ëèíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ íàä òåëîì, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. Â ðàçäåëå
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1.2 ñòðîèòñÿ áàçîâàÿ ñèñòåìà àêñèîì (àêñèîìû À1�À3) àáñòðàêòíîé ôèçè-
÷åñêîé ñòðóêòóðû (ïîäðàçäåë 1.2.1), â ïîäðàçäåëå 1.2.2 èç íèõ âûâîäÿòñÿ
àëüòåðíàòèâíûå àêñèîìû À4�À6, à çàòåì â ïîäðàçäåëå 1.2.3 ôîðìóëèðó-
þòñÿ êëàññèôèêàöèîííûå òåîðåìû â íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ àê-
ñèîìàòèêè (ìîãóùèõ âêëþ÷àòü ñôîðìóëèðîâàííûå â òîì æå ïîäðàçäåëå
äîïîëíèòåëüíûå àêñèîìû À0 (àêñèîìà íóëåé) è À3'). Ñîãëàñíî êëàññèôè-
êàöèîííûì òåîðåìàì, íà R ìîæíî çàäàòü ïîñðåäñòâîì áèôîðìû ñòðóêòó-
ðó òåëà òàê, ÷òîáû M è N áûëè, ñîîòâåòñòâåííî, m-ìåðíûì ëåâûì è n-
ìåðíûì ïðàâûì ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä ýòèìè òåëàìè, à 〈,〉 çàäà-
âàëàñü îäíîé èç ôîðìóë (1.2.1)�(1.2.4). Ïðè âûïîëíåíèè àêñèîìû íóëåé 〈,〉
áóäåò íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìîé, çàäàþùåéñÿ ôîðìóëîé (1.2.1).

Â ðàçäåëå 1.3 ïðîâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî êëàññèôèêàöèîííûõ òåîðåì. Â
ïîäðàçäåëå 1.3.1 äîêàçûâàþòñÿ ïðîñòûå ïðåäâàðèòåëüíûå ëåììû è óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ðàçáèåíèå õîäà äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íà òðè ñëó÷àÿ: ñëó÷àé
âûïîëíåíèÿ àêñèîìû íóëåé (íàëè÷èÿ íóëåé â M è N ), ñëó÷àé íàëè÷èÿ
íóëåé â M è îòñóòñòâèÿ â N (åìó ñèììåòðè÷åí ñëó÷àé íàëè÷èÿ íóëåé â
N è îòñóòñòâèÿ â M) è ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ íóëåé â M è N . Ïåðâûé èç
ýòèõ ñëó÷àåâ ðàçáèðàåòñÿ â ïîäðàçäåëå 1.3.2, âòîðîé � â ïîäðàçäåëå 1.3.3,
ïîñëåäíèé � â ïîäðàçäåëå 1.3.4.

Â ãëàâå 2 òîïîëîãèçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ãëàâû 1: äàåòñÿ àêñèîìàòèêà
íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû (M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n + 1,m + 1),
n,m ≥ 2, è äëÿ ðàíãà, îòëè÷íîãî îò (3, 3) ïðîâîäèòñÿ èõ êëàññèôèêàöèÿ.
Â ðàçäåëå 2.1 ïðèâîäÿòñÿ ôàêòû èç òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû, íåîáõîäèìûå
äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. Â ðàçäåëå 2.2 äàåòñÿ àêñèîìàòèêà íåïðåðûâ-
íîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû è ôîðìóëèðóþòñÿ êëàññèôèêàöèîííûå òåîðå-
ìû. Ïåðâàÿ èç íèõ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðîé ðàíãà (n + 1,m + 1), îòëè÷íîãî îò (3, 3) (ïðè n,m ≥ 2) íà R ìîæíî
çàäàòü ïîñðåäñòâîì áèôîðìû ñòðóêòóðó òåëà, ñîãëàñîâàííóþ ñ òîïîëîãè-
åé. Ïðè ýòîì M è N áóäóò, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì m-ìåðíûì è ïðàâûì
n-ìåðíûì òîïîëîãè÷åñêèìè âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä R, à áèôîðìà
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áóäåò çàäàâàòüñÿ îäíîé èç ôîðìóë (1.2.1)�(1.2.4) ãëàâû 1. Âòîðàÿ òåîðåìà
äàåò âûðàæåíèå áèôîðìû â ñîîòâåòñòâèè ñ óæå çàäàííîé íà R ñòðóêòóðîé
òîïîëîãè÷åñêîãî òåëà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èëè êâàòåð-
íèîíîâ.

Â ðàçäåëå 2.3 âûâîäÿòñÿ ïðîñòûå ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì íåïðåðûâíîé ôè-
çè÷åñêîé ñòðóêòóðû è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ñòðóêòóðà áóäåò
(àáñòðàêòíîé) ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé â ñìûñëå ãëàâû 1, ÷òî äàåò âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíèòü ê íèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êëàññèôèêàöèîííóþ òåîðåìó. Â
ðàçäåëå 2.4 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû À. À. Ñèìîíîâà [24], ñâÿçàííûå ñ ââå-
äåííîé èì êîíöåïöèåé îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, è ïîñòðîåííûé
èì ÿâíûé âèä ôóíêöèè F èç àêñèîìû Ò1 (áëèçêàÿ ê êîòîðîé áûëà ñôîðìó-
ëèðîâàíà èì â [24]). Â ðàçäåëå 2.5 ïðîâîäèòñÿ òîïîëîãèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ
ïðåäûäóùèõ äâóõ ðàçäåëîâ è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî êëàññèôèêàöè-
îííûõ òåîðåì.

Â ãëàâå 3 äàåòñÿ àêñèîìàòèêà íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû
(M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n+1, 2), ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè è òî÷íî n-
òðàíçèòèâíûìè íåïðåðûâíûìè ãðóïïàìè ïðåîáðàçîâàíèé òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà R è äàåòñÿ âèä ñîîòâåòñòâóþùèõ áèôîðì. Â ðàçäåëå 3.1 ïðè-
âîäÿòñÿ èçâåñòíûå êëàññèôèêàöèîííûå ðåçóëüòàòû äëÿ n-òðàíçèòèâíûõ
íåïðåðûâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëî-
æåíèÿ. Â ðàçäåëå 3.2 äàåòñÿ àêñèîìàòèêà íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû ðàíãà (n + 1, 2) (íåìíîãî îòëè÷àþùàÿñÿ îò àêñèîìàòèêè ñòðóêòóð
áîëüøèõ ðàíãîâ, äàííîé â ãëàâå 2) è ôîðìóëèðóåòñÿ êëàññèôèêàöèîííàÿ
òåîðåìà, óêàçûâàþùàÿ äëÿ íèõ, â ñëó÷àå ðàíãà, îòëè÷íîãî îò (2, 2), âèä
áèôîðìû (ñëó÷àé ðàíãà (2, 2) ðàçîáðàí ðàíåå Â. Ê. Èîíèíûì [5], åãî òîïî-
ëîãèçàöèÿ òðèâèàëüíà).

Â ðàçäåëå 3.3 äîêàçûâàþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ëåììû, ÿâëÿþùèåñÿ ïåðå-
íåñåíèåì â ðàññìàòðèâàåìóþ ñèòóàöèþ íóæíûõ íàì óòâåðæäåíèé èç ãëàâ
1 è 2. Â ðàçäåëå 3.4 çàäàííîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðå ïðèâîäèòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèå òî÷íî n-òðàíçèòèâíàÿ íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà U ïðåîáðàçîâàíèé R.
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Îòìåòèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ÷àñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà (áåç ïðåäïîëîæåíèÿ
íåïðåðûâíîñòè ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû è âûâîäà î íåïðåðûâíîñòè U ; ãîâîðÿ
áîëåå ñòðîãî, ðåçóëüòàò, ñôîðìóëèðîâàííûé â ïðåäïîëîæåíèè äèñêðåòíî-
ñòè òîïîëîãèè íà R) ïðèíàäëåæèò À. À. Ñèìîíîâó [33], â òî âðåìÿ êàê
âñå åãî òîïîëîãè÷åñêèå àñïåêòû � àâòîðó íàñòîÿùåé ðàáîòû. Ñèìîíîâó
ïðèíàäëåæèò, òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå 3.1 è äèñêðåòíàÿ ÷àñòü ïðåä-
ëîæåíèÿ 3.3, àâòîðó äèññåðòàöèè � ïðåäëîæåíèå 3.2 è íåïðåðûâíàÿ ÷àñòü
ïðåäëîæåíèÿ ??. Â ðàçäåëå 3.5 âûâîäèòñÿ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ áèôîðìû.
Â ïîäðàçäåëå 3.5.1 ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé n = 3, â ïîäðàçäåëå 3.5.2 � ñëó÷àé
n = 4. Ñëó÷àé n ≥ 5 íåâîçìîæåí.

Â ïðèëîæåíèè 1 ïðèâîäÿòñÿ êàíîíè÷åñêèå ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð áîëüøèõ ðàíãîâ (ñîãëàñíî ðàçäåëó 2.3 ãëàâû 2, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ òàêæå è àáñòðàêòíûìè) è äîêàçûâàåòñÿ âûïîëíåíèå äëÿ íèõ âñåõ
òðåáóåìûõ àêñèîì. Â ïðèëîæåíèè 2 äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ äîêàçûâà-
þòñÿ èçâåñòíûå, êàê ïðåäïîëàãàåò àâòîð (åìó íå óäàëîñü íàéòè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ññûëîê â ëèòåðàòóðå), ëåììû î âñþäó ïëîòíîñòè ïîäìíîæåñòâà
îáðàòèìûõ ìàòðèö íàä òîïîëîãè÷åñêèõ òåëîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà, è î íàëè÷èè â ýòîì
ïîäìíîæåñòâå íåêîòîðîé îòêðûòîé îáëàñòè òîãî æå ïðîñòðàíñòâà, íåîáõî-
äèìûå, ÷òîáû ïðîâåðèòü äëÿ ñòðóêòóð èç ïðèëîæåíèÿ 1 àêñèîìû Ò2 è Ò3
ãëàâû 2.

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí Ë. À. Áîêóòþ, À. À. Ñèìîíîâó, Ã. Ã. Ìè-
õàéëè÷åíêî, À. Ñ. Øòåðíó, Â. Ì. Ãè÷åâó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ è
ïîääåðæêó.



Ãëàâà 1

Àëãåáðàè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð áîëüøîãî ðàíãà

1.1 Íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè áèëèíåéíûõ ôîðì

Ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè áèëèíåéíûõ
ôîðì, íà êîòîðûå ìû áóäåì îïèðàòüñÿ â ýòîé ãëàâå. Âñå ôàêòû, äàþòñÿ
ïî [3].

Äàëåå â ýòîì ïóíêòå F � òåëî, V � ëåâîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F ,
W � ïðàâîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F , Φ : V ×W → F � áèëèíåéíàÿ
ôîðìà.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ôîðìà Φ íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé ñïðàâà (ñîîòâåò-
ñòâåííî ñëåâà), åñëè ñóùåñòâóåò îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíò y0 ∈ W

(x0 ∈ V ) òàêîé, ÷òî Φ(x, y0) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ V (ñîîòâåòñòâåííî
Φ(x0, y) = 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ W ). Ôîðìà Φ íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé, åñëè
îíà âûðîæäåíà ñïðàâà èëè ñëåâà.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü V è W êîíå÷íîìåðíû íàä F . Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Φ íåâûðîæäåíà ñëåâà;

2. Φ íåâûðîæäåíà ñïðàâà;

3. Φ íåâûðîæäåíà.
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Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü V , W êîíå÷íîìåðíû íàä F , áèëèíåéíàÿ ôîðìà Φ,
îïðåäåëåííàÿ íàä íèìè, íåâûðîæäåíà. Òîãäà dimV = dimW , è äëÿ âñÿ-
êîãî áàçèñà (ek) ïðîñòðàíñòâà V ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ (fl) ïðîñòðàí-
ñòâà W , ÷òî Φ(ek, fl) = δkl (k, l = 1, . . . , dimV , δkl � ñèìâîë Êðîíåêåðà).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Áàçèñû (ek), (fl), îïèñàííûå â òåîðåìå 1.2, áóäåì íà-
çûâàòü äóàëüíûìè áàçèñàìè ïðîñòðàíñòâ V , W .

Ëåììà 1.1. Ïóñòü (ek), (fl) � äóàëüíûå áàçèñû êîíå÷íîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ V , W , ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìà Φ íåâûðîæäåíà. Òîãäà äëÿ ëþ-
áûõ x ∈ V , y ∈ W

Φ(x, y) = x1y1 + . . .+ xnyn, (1.1.1)

ãäå n = dimV = dimW , xk = Φ(x, fk), yk = Φ(ek, y), k = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x =
∑n

k=1 x
′
k · ek � ðàçëîæåíèå x ïî áàçèñó ek.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k = 1, . . . , n xk = Φ(x, fk) =
∑n

l=1 x
′
l · Φ(el, fk) =

x′k. Òàêèì îáðàçîì, x =
∑n

k=1 xk · ek, è àíàëîãè÷íî y =
∑n

k=1 fk · yk. Òåïåðü,
ðàñïèñûâàÿ Φ(x, y) ïî áèëèíåéíîñòè è ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì Φ(ek, fl) =

δkl, ñðàçó ïîëó÷àåì (1.1.1).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V . Îáîçíà÷èì

L⊥ = {y ∈ W | Φ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ L} ⊆ W.

L⊥ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â W è íàçûâàåòñÿ îðòîãî-
íàëüíûì ê ïîäïðîñòðàíñòâó L. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà ê ïðîñòðàíñòâàì W .

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà V , W êîíå÷íîìåðíû, áèëèíåéíàÿ
ôîðìà Φ íåâûðîæäåíà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L
ïðîñòðàíñòâà V èëè W âûïîëíåíî L⊥⊥ = L.

1.2 Àêñèîìàòèêà è ôîðìóëèðîâêà òåîðåì
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1.2.1 Áàçîâàÿ ñèñòåìà àêñèîì

Ïóñòü äàíà (ìíîãîîñíîâíàÿ) àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (M,N , R, 〈,〉), ãäåM,
N , R � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà (R ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà),
〈,〉 :M×N → R � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå áèôîðìîé è óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè:

äëÿ ëþáûõ i, i′ ∈M, i 6= i′, íàéäåòñÿ α ∈ N , òàêîé, ÷òî 〈i, α〉 6= 〈i′, α〉,

äëÿ ëþáûõ α, α′ ∈ N , α 6= α′, íàéäåòñÿ i ∈M, òàêîé, ÷òî 〈i, α〉 6= 〈i, α′〉.
(òî åñòü ýëåìåíòû M è, ñîîòâåòñòâåííî, N , ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè 〈,〉
äåéñòâóåò íà íèõ îäèíàêîâî).

Ìû ñ÷èòàåì çàäàííûìè òàêæå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà n è m; ïàðó
(n+ 1,m+ 1) áóäåì íàçûâàòü ðàíãîì äàííîé ñèñòåìû.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñîêðàùåííóþ ôîð-
ìó çàïèñè: äëÿ i1, . . . , ik, i ∈ M, α1, . . . , αl, α ∈ N ìû ìîæåì îáîçíà÷èòü
(i1, . . . , ik) = I ∈Mk, (α1, . . . , αl) = A ∈ N l. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïîä 〈I, α〉
ïîíèìàòü âåêòîð (çäåñü è äàëåå ìû, äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü â óïî-
òðåáëåíèè òåðìèíîâ, íàçûâàåì òàê óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû ýëåìåíòîâ R, íå
ïîäðàçóìåâàÿ ýòèì íàëè÷èÿ ëèíåéíîé ñòðóêòóðû) (〈i1, α〉, . . . , 〈ik, α〉) ∈ Rk,
ïîä 〈i,A〉 � âåêòîð (〈i, α1〉, . . . , 〈i, αl〉) ∈ Rl, ïîä 〈I,A〉 � ìàòðèöó

〈I,A〉 =



〈i1, α1〉 . . . 〈i1, αl〉
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

〈ik, α1〉 . . . 〈ik, αl〉


 ∈ Rkl.

Ìû áóäåì ÷àñòî èìåòü äåëî ñ îòîáðàæåíèÿìè 〈I, ·〉 : N → Rk, I ∈ Mk,
îïðåäåëåííûìè ïî ïðàâèëó 〈I, ·〉 : α 7→ 〈I, α〉, α ∈ N . Áóäåì, â ñëó÷àÿõ,
êîãäà ñî÷òåì ýòî óäîáíûì, îáîçíà÷àòü òàêèå îòîáðàæåíèÿ êàê πI : N → Rk.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåííûå îòîáðàæåíèÿ 〈· ,A〉 : M → Rk, A ∈ N k, áóäåì
îáîçíà÷àòü πA :M→ Rk.

Ïóñòü çàäàíû íåêîòîðûå óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû Z = (z1, . . . , zn) ∈ Mn

è Ω = (ω1, . . . , ωm) ∈ Nm; ìû áóäåì äàëåå íàçûâàòü èõ áàçàìè M è N ,
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ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû íà (M,N , R, 〈,〉) (áóäåì íàçû-
âàòü èõ áàçîâûì íàáîðîì àêñèîì).

Àêñèîìà À1 Ïóñòü I ′ ∈ Mn, i, i′ ∈ M, A′ ∈ Nm, α, α′ ∈ N . Ïóñòü
〈Z,A′〉 = 〈I ′,Ω〉, 〈i′,Ω〉 = 〈i,A′〉, 〈Z, α′〉 = 〈I ′, α〉. Òîãäà 〈i′, α〉 = 〈i, α′〉.

Àêñèîìà À2 Äëÿ ëþáîãî r ∈ Rn íàéäåòñÿ òàêîé α ∈ N , ÷òî 〈Z, α〉 = r;
äëÿ ëþáîãî r ∈ Rm íàéäåòñÿ òàêîé i ∈M, ÷òî 〈i,Ω〉 = r.

Ââåäåì íàM ñëåäóþùåå îòíîøåíèå çàâèñèìîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
i ∈M çàâèñèò îò ñèñòåìû ýëåìåíòîâ (i1, . . . , ik) = I ∈Mk, åñëè äëÿ ëþáûõ
α, α′ ∈ N

〈I, α〉 = 〈I, α′〉 âëå÷åò 〈i, α〉 = 〈i, α′〉.
Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâM, çàâèñÿùèõ îò i1, . . . , ik ∈ M, áóäåì îáî-
çíà÷àòü [i1, . . . , ik]. Áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó ýëåìåíòîâ i1, . . . , ik ∈M íåçà-
âèñèìîé, åñëè îíà íå çàâèñèò íè îò êàêîé ìåíüøåé ñèñòåìû ýëåìåíòîâM,
òî åñòü íå ñóùåñòâóåò òàêèõ i′1, . . . , i′k−1 ∈ M, ÷òî i1, . . . , ik ∈ [i′1, . . . , i

′
k−1].

Â ñëó÷àå k = 1 íåçàâèñèìîñòü ýëåìåíòà i îçíà÷àåò, ÷òî i /∈ [∅]. Çíà÷åíèå
çàâèñèìîñòè òàêîãî ðîäà áóäåò äåòàëüíî ðàññìîòðåíî ïîçæå.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå çàâèñèìîñòè íà N è âûòåêàþùèå
èç íåãî ïîíÿòèÿ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííîé ñëåäóþùóþ àêñèîìó.

Àêñèîìà À3 Ïóñòü k ∈ {1, 2, 3}, (i1, . . . , ik) = I ∈ Mk íåçàâèñèìû. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà r ∈ Rk íàéäåòñÿ òàêîé α ∈ N , ÷òî 〈I, α〉 = r. Ïóñòü
(α1, . . . , αk) = A ∈ N k íåçàâèñèìû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî r ∈ Rk íàéäåòñÿ
òàêîé i ∈M, ÷òî 〈i,A〉 = r.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ìíîãîîñíîâíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
(M,N , R, 〈,〉), óäîâëåòâîðÿþùóþ óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì (R ñî-
äåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, áèôîðìà íåâûðîæäåíà, âûïîëíÿþòñÿ
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àêñèîìû À1, À2, À3) áóäåì íàçûâàòü (àáñòðàêòíîé) ôèçè÷åñêîé ñòðóê-
òóðîé ðàíãà (n+ 1,m+ 1).

Îïðåäåëåíèå 1.5. Äâå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû (M,N , R, 〈,〉) è
(M′,N ′, R′, 〈,〉′) ðàíãà (n+ 1,m+ 1) áóäåì íàçûâàòü ñèëüíî ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ µ : M → M′,
ν : N → N ′, ÷òî äëÿ ëþáûõ i ∈M, α ∈ N áóäåò âûïîëíåíî

〈µ(i), ν(α)〉′ = 〈i, α〉.

1.2.2 Ñëåäñòâèÿ áàçîâûõ àêñèîì

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ àêñèîì À1 è À2.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Åñëè α, α′ ∈ N , òî èç 〈Z, α〉 = 〈Z, α′〉 ñëåäóåò α = α′.
Åñëè i, i′ ∈M, òî èç 〈i,Ω〉 = 〈i′,Ω〉 ñëåäóåò i = i′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü i = i′ �
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò M. Îáîçíà÷èì A′ = Ω ∈ Nm. Òîãäà, â ñèëó àêñè-
îìû À1, äëÿ ëþáûõ α, α′ ∈ N , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèåì ïðåäëîæåíèÿ,
ïîëó÷àåì 〈i, α〉 = 〈i, α′〉, à ïîñêîëüêó ýòî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî
i ∈M, òî α = α′ èç íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû.

Íàìè ïîëó÷åíà, ñ ó÷åòîì àêñèîìû À2, áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèé πZ è
πΩ (áóäåì íàçûâàòü èõ êîîðäèíàòèçóþùèìè îòîáðàæåíèÿìè). Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ýëåìåíòà i ∈M áóäåì òåïåðü íàçûâàòü âåêòîð 〈i,A〉 ∈ Rm äóàëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè i (â áàçå Ω); àíàëîãè÷íî äëÿ α ∈ N áóäåì íàçûâàòü
〈I, α〉 ∈ Rn äóàëüíûìè êîîðäèíàòàìè α (â áàçå Z).

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà i ∈ M ôóíêöèþ U [i] : Rn → R ñëå-
äóþùèì ðàâåíñòâîì:

U [i](〈Z, α〉) = 〈i, α〉 äëÿ âñåõ α ∈ N .
Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1; ôóíêöèè îïðåäåëåíû íà
âñåì Rn â ñèëó àêñèîìû À2. Ïóñòü òåïåðü

Un
M = {U [i] | i ∈M}.
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Äëÿ k = 0, . . . , n îïðåäåëèì Uk

M êàê ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Un
M, ïî-

ñòîÿííûõ íà ïîñëåäíèõ n − k êîîðäèíàòàõ (è ðàññìàòðèâàåìûõ ëèøü íà
ïåðâûõ k � ýëåìåíòû Uk

M ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Rk → R). Îáîçíà÷èì
UM =

⊔n
k=0 U

k
M. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð U : M → Un

M íå òîëüêî ñþðúåê-
òèâåí, íî è èíúåêòèâåí. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü i, i′ ∈M, U [i] = U [i′]. Òîãäà
〈i, α〉 = U [i](〈Z, α〉) = 〈i′, α〉 äëÿ ëþáîãî α ∈ N , îòêóäà, ââèäó íåâûðîæ-
äåííîñòè áèôîðìû, i = i′. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð U îáðàòèì. Äàëåå ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü çà V : Un

M → M îáðàòíûé îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé
êàæäîé ôóíêöèè èç Un

M ýëåìåíòM, êîòîðûì îíà çàäàíà.
Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ áàçû Ω îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð ôóíêöèé UN è îïå-

ðàòîðû U : N → Um
N è V : Um

N → N .
Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé ñëåäóþùèå îïåðàòîðû: Lk : Uk

M →
Un
M, Pk : Un

M → Uk
M, Lkl : U l

M → Uk
M, P k

l : Uk
M → U l

M, k, l = 0, . . . , n,
l ≤ k. Pk � ýòî îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé ôóíêöèè èç Un

M, ïîñòîÿííîé
íà ïîñëåäíèõ n − k êîîðäèíàòàõ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ èç Uk

M (åå
îãðàíè÷åíèå íà ïåðâûå k êîîðäèíàò). Íà äðóãèõ ôóíêöèÿõ èç Un

M Pk íå
îïðåäåëÿåòñÿ. Lk � ýòî îïåðàòîð, îáðàòíûé ê Pk. Îí îïðåäåëåí íà âñåì
Uk
M, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ Uk

M. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì Lkl = Pk ◦ Ll,
P k
l = Ll◦Pk. Àíàëîãè÷íî äåéñòâóþùèå îïåðàòîðû ââîäÿòñÿ è äëÿ ôóíêöèé

èç UN . Îáîçíà÷àòü ìû èõ áóäåì òàêæå � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âñÿêèé ðàç
áóäåò î÷åâèäíà èç êîíòåêñòà.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà UM, UN .

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ìíîæåñòâà ôóíêöèé UM, UN çàìêíóòû îòíîñè-
òåëüíî âçÿòèÿ ñóïåðïîçèöèè (â êîòîðîé ó÷àñòâóþò ôóíêöèè ëèøü èç
îäíîãî ìíîæåñòâà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ UM, äëÿ UN îíî ïîëó÷àåò-
ñÿ òàê æå. Ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâîëüíóþ ñóïåðïîçèöèþ u(u1, . . . , uk). Âñå
ôóíêöèè u1, . . . , uk, u ïîäíèìàåì ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà Lk äî ôóíêöèé èç
Un
M (ïðè ýòîì íàáîð u1, . . . , uk äëÿ êîððåêòíîñòè çàïèñè ìîæíî äîïîë-
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íèòü ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè uk+1, . . . , un ∈ Un

M � u âñå ðàâíî íå
çàâèñèò îò ïîñëåäíèõ n − k êîîðäèíàò). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé k = n. Ïóñòü i′1 = V [u1], . . . , i′n = V [un],
i = V [u]. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé α ∈ N . Íàõîäèì (ïîëüçóÿñü àêñè-
îìîé À2) A′ ∈ Nm : 〈Z,A′〉 = 〈I ′,Ω〉, α′ ∈ N : 〈Z, α′〉 = 〈I ′, α〉,
i′ ∈ M : 〈i′,Ω〉 = 〈i,A′〉, òîãäà 〈i′, α〉 = 〈i, α′〉 â ñèëó àêñèîìû À1. Ôóíê-
öèÿ U [i′] ∈ UM è áóäåò òîãäà èñêîìîé ñóïåðïîçèöèåé. Äåéñòâèòåëüíî,
〈i′, α〉 = 〈i, α′〉 = u(〈Z, α′〉) = u(〈I ′, α〉) = u(u1(〈Z, α〉), . . . , un(〈Z, α〉)), ÷òî
è òðåáîâàëîñü.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü I = (i1, . . . , ik) ∈Mk, u ∈ Uk
M. Òîãäà íàéäåòñÿ

òàêîé ýëåìåíò i ∈ [i1, . . . , ik], ÷òî äëÿ âñåõ α ∈ N âûïîëíÿåòñÿ 〈i, α〉 =

u(〈I, α〉). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ α1, . . . , αk ∈ N , u ∈
Uk
N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Âîçüìåì ñóïåðïîçèöèþ
u′ = u(U [i1], . . . , U [ik]) ∈ Un

M (ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2). Òîãäà ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ýëåìåíò i = V [u′] ∈ M. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ α ∈ N
âûïîëíåíî 〈i, α〉 = u′(〈Z, α〉) = u(U [i1](〈Z, α〉), . . . , U [ik](〈Z, α〉)) =

u(〈i1, α〉, . . . , 〈ik, α〉), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ìû ìîæåì òåïåðü ââåñòè äëÿ êàæäîãî íàáîðà I = (i1, . . . , ik) ∈ Mk

îïåðàòîð VI [u] : Uk
M → [i1, . . . , ik] ⊆ M, îïðåäåëåííûé íà âñåì Uk

M, ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: äëÿ u ∈ Uk

M ïîëàãàåì VI [u] = i ∈ [i1, . . . , ik], òàêîìó, ÷òî
äëÿ ëþáîãî α ∈ N âûïîëíÿåòñÿ 〈i, α〉 = u(〈I, α〉).

Ìû îïðåäåëèì òàêæå îáðàòíûå îïåðàòîðû UI : [i1, . . . , ik] → RRk , ñîïî-
ñòàâëÿþùèå êàæäîìó ýëåìåíòó i ∈ [i1, . . . , ik] ôóíêöèþ u : Rk → R (íå
îáÿçàòåëüíî ëåæàùóþ â Uk

M), òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ N âûïîëíÿåòñÿ
〈i, α〉 = u(〈I, α〉).

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ îïåðàòîðû VA, UA, A ∈ N k.

Çàìå÷àíèå 1.1. Ðàññóæäåíèå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1.3 ìîæíî îáðà-
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òèòü, òî åñòü âûâåñòè óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 1.2 èç óòâåðæäåíèÿ ïðåä-
ëîæåíèÿ 1.3, ïîëüçóÿñü ëèøü îïðåäåëåíèåì UM, UN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì çàìêíóòîñòü UM îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè.
Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.2, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàì
äàíû u1, . . . , un, u ∈ Un

M. Ïóñòü i1 = V [u1], . . . , ik = V [uk]. Îáîçíà-
÷èì I = (i1, . . . , ik) ∈ Mk. Ïóñòü i = VI [u], u′ = U [i] ∈ Uk

M. Òîãäà
äëÿ âñåõ α ∈ N ïîëó÷àåì u′(〈Z, α〉) = 〈i, α〉 = u(〈i1, α〉, . . . , 〈ik, α〉) =

u(u1(〈Z, α〉), . . . , uk(〈Z, α〉). Ïîñêîëüêó â ñèëó àêñèîìû À2 {〈Z, α〉 | α ∈
N} = Rn, ïîëó÷àåì îòñþäà u′ = u(u1, . . . , un), òî åñòü ñóïåðïîçèöèÿ äåé-
ñòâèòåëüíî ëåæèò â UM.

Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèé 1.1�1.3 êàê äî-
ïîëíèòåëüíûå àêñèîìû. Íàçîâåì ïðåäëîæåíèå 1.2 (çàìêíóòîñòü UM è UN
îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè) àêñèîìîé À4, ïðåäëîæåíèå 1.3 (ïîëíîòàM è
N îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè) � àêñèîìîé À5, ïðåäëîæåíèå 1.1 (èíúåêòèâ-
íîñòü êîîðäèíàòèçóþùèõ îòîáðàæåíèé) � àêñèîìîé À6. Âñÿ ñîâîêóïíîñòü
àêñèîì À1�À6 ïðè ýòîì, êîíå÷íî, áóäåò çàâèñèìà, è ïðè ôîðìóëèðîâêå
îñíîâíûõ òåîðåì ìû áóäåì âêëþ÷àòü â óñëîâèÿ ëèøü ÷àñòü ýòîãî ñïèñêà.

1.2.3 Ôîðìóëèðîâêà òåîðåì

Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå òåëî. Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ íàä F .

Lln(F ) = {f(x1, . . . , xn) = a1 · x1 + . . .+ an · xn | a1, . . . , an ∈ F};
Ll,an (F ) = {f(x1, . . . , xn) = a1 · x1 + . . .+ an · xn + an+1 | a1, . . . , an+1 ∈ F};
Ll,sn (F ) = {f(x1, . . . , xn) = a1 · x1 + . . .+ an · xn |

a1, . . . , an ∈ F, a1 + . . . an = e};
Ll,s,an (F ) = {f(x1, . . . , xn) = a1 · x1 + . . .+ an · xn + an+1 |

a1, . . . , an+1 ∈ F, a1 + . . . an = e}.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íî ñ äîìíîæåíèåì ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn íà
a1, . . . , an ñïðàâà, îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé Lrn(F ), Lr,an (F ),
Lr,sn (F ), Lr,s,an .

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n + 1,m + 1),
òàêîãî, ÷òî m,n ≥ 2, (n + 1,m + 1) 6= (3, 3), âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ñî-
âîêóïíîñòü àêñèîì: À2, À3, îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñî÷åòàíèé: À1; À4
è À6; À5 è À6, à òàêæå íåâûðîæäåííîñòü áèôîðìû è íàëè÷èå â R áîëåå,
÷åì îäíîãî ýëåìåíòà. Òîãäà

1. Ìû ìîæåì âûáðàòü ýëåìåíòû O, e ∈ R (ïðè ýòîì â êà÷åñòâå e
ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò R, íå ðàâíûé O) è çàäàòü íà
R áèíàðíûå îïåðàöèè + è · òàê, ÷òî (R,+, · , O, e) áóäåò òåëîì.

2. M è N ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì m-ìåðíûì è ïðàâûì n-
ìåðíûì ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä òåëîì R, îïðåäåëåííûì â
ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

3. m = n, m = n+ 1 èëè m = n− 1.

4. Ìîæíî âûáðàòü òàêèå íàáîðû ýëåìåíòîâ (z′1, . . . , z
′
n) = Z ′ ∈ Mn,

(ω′1, . . . , ω
′
m) = Ω′ ∈ Nm, ÷òî îòîáðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉 : N → Rn è

〈·,Ω′〉 :M→ Rm áèåêòèâíû, è äëÿ ëþáûõ i ∈M, α ∈ N áèôîðìà 〈,〉
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îäíîì èç ñëåäóþùèõ âèäîâ (â ïåðâîì è ïîñëåäíåì
ñëó÷àÿõ m = n, âî âòîðîì � m = n+ 1, â òðåòüåì � m = n− 1) :

〈i, α〉 = x1 · ξ1 + . . .+ xn · ξn; (1.2.1)
〈i, α〉 = (x1 − xn+1) · ξ1 + . . .+ (xn − xn+1) · ξn + xn+1; (1.2.2)
〈i, α〉 = x1 · (ξ1 − ξn) + . . .+ xn−1 · (ξn−1 − ξn) + ξn; (1.2.3)
〈i, α〉 = (x1 − xn) · (ξ1 − ξn) + . . .+ (1.2.4)

(xn−1 − xn) · (ξn−1 − ξn) + xn + ξn,

ãäå 〈i,Ω′〉 = (x1, . . . , xm), 〈Z ′, α〉 = (ξ1, . . . , ξn), + è · � îïåðàöèè â
òåëå R.
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5. Íàáîðû ôóíêöèé Un

M è Um
N , îïðåäåëåííûõ â àêñèîìàõ À4 è À5, èìåþò

ñëåäóþùèé âèä, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç ôîðìóë (1.2.1)�
(1.2.4) çàäàíà 〈,〉.

(1.2.1) : Un
M = Lln(R), Um

N = Lrn(R);

(1.2.2) : Un
M = Ll,an (R), Um

N = Lr,sn+1(R);

(1.2.3) : Un
M = Ll,sn (R), Um

N = Lr,an−1(R);

(1.2.4) : Un
M = Ll,s,an (R), Um

N = Lr,s,an (R).

Çàìå÷àíèå 1.2. Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ðàíãà (ïðè óñëîâèè m > n) ñèëüíî ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç
ñòðóêòóð An(R), Bn(R), Cn(R), ðàññìîòðåííûõ â ïðèëîæåíèè 1, åñëè íà
R çàäàíà ñòðóêòóðà òåëà, îïðåäåëåííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû. Â êà÷å-
ñòâå çàäàþùèõ ýêâèâàëåíòíîñòü îòîáðàæåíèé äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü
îòîáðàæåíèÿ µ = πΩ′, ν = πZ ′.

Â ïðèëîæåíèè 1 ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû An(R),
Bn(R), Cn(R) óäîâëåòâîðÿþò âñåì àêñèîìàì ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû è, çíà-
÷èò, óñëîâèÿì òåîðåìû, ÷òî äåëàåò åå ñîäåðæàòåëüíîé.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, âàðèàíò àêñèîìàòèêè À2, À3, À4 (èëè À5), À6
ÿâëÿåòñÿ ñëàáåéøèì èç ðàññìàòðèâàþùèõñÿ â óñëîâèè, ïîýòîìó íàì äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó òîëüêî äëÿ íåãî, ïðè÷åì ìû ìîæåì ñ÷èòàòü
âûïîëíåííûìè ñðàçó îáå àêñèîìû À4, À5 êàê ýêâèâàëåíòíûå ïî ìîäóëþ
îñòàëüíûõ.

Ìû áóäåì òàêæå äîêàçûâàòü áîëåå ÷àñòíóþ òåîðåìó. Ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùóþ äîïîëíèòåëüíóþ àêñèîìó.

Àêñèîìà À0 Â ìíîæåñòâåM åñòü òàêîé ýëåìåíò z0, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, α′ ∈
N âûïîëíåíî 〈z0, α〉 = 〈z0, α

′〉. Ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò ω0 ∈ N , ÷òî äëÿ
ëþáûõ i, i′ ∈M âûïîëíåíî 〈i, ω0〉 = 〈i′, ω0〉.

Êðîìå òîãî, ìû áóäåì íàçûâàòü óòâåðæäåíèå àêñèîìû À3, áåðóùååñÿ
òîëüêî äëÿ k = 1, 2, àêñèîìîé À3'.
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Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n + 1,m + 1),
òàêîãî, ÷òî m,n ≥ 1, (n + 1,m + 1) 6= (2, 2), âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ñîâî-
êóïíîñòü àêñèîì:À0, À2, À3', îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñî÷åòàíèé: À1; À4
è À6; À5 è À6, à òàêæå íåâûðîæäåííîñòü áèôîðìû è íàëè÷èå â R áîëåå,
÷åì îäíîãî ýëåìåíòà. Òîãäà

1. m = n.

2. Ìû ìîæåì âûáðàòü ýëåìåíòû O, e ∈ R (ïðè ýòîì â êà÷åñòâå e
ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò R, íå ðàâíûé O) è çàäàòü íà
R áèíàðíûå îïåðàöèè + è · òàê, ÷òî (R,+, · , O, e) áóäåò òåëîì.

3. M è N ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì è ïðàâûì n-ìåðíûìè ëè-
íåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä òåëîì R, îïðåäåëåííûì â ïðåäûäóùåì
ïóíêòå.

4. 〈,〉 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìîé íà âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõM, N .

5. Ìîæíî âûáðàòü òàêèå äóàëüíûå áàçèñû (z′1, . . . , z
′
n) = Z ′ ∈ Mn,

(ω′1, . . . , ω
′
n) = Ω′ ∈ N n, âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâM è N , ÷òî îòîá-

ðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉 : N → Rn è 〈·,Ω′〉 :M→ Rn áóäóò áèåêòèâíû.

6. Íàáîðû ôóíêöèé Un
M è Un

N , îïðåäåëåííûõ â àêñèîìàõ À4 è À5, åñòü
ìíîæåñòâà Lln(R) è Lrn(R), ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê ïîêàçàíî â ïðèëîæåíèè 1, äëÿ ïàðû èç n-ìåðíûõ ëåâîãî è ïðàâîãî,
ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâM è N íàä òåëîì R, åñëè ïðèíÿòü
çà Z, Ω èõ äóàëüíûå áàçèñû, âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.5.

1.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì

Ìû ïðåäïîëàãàåì äàëåå âûïîëíåííûìè óòâåðæäåíèÿ àêñè-
îì À2, À3, À4, À5, À6 (êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â ëþáîì èç âàðèàíòîâ
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àêñèîìàòèêè òåîðåìû 1.4). Àêñèîìà À1 ïðÿìî èñïîëüçîâàòüñÿ íå áóäåò.
Àêñèîìà À0 áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî â îäíîì èç ïóíêòîâ, ÷òî áóäåò
ñïåöèàëüíî îãîâîðåíî.

1.3.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ëåììû

Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâàM èN â óñëîâèÿõ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû ñèì-
ìåòðè÷íû. Ïîýòîìó, ïîìèìî êàæäîãî èç ñôîðìóëèðîâàííûõ çäåñü óòâåð-
æäåíèé, áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ âûïîëíåííûì òàêæå è óòâåðæäåíèå, ïî-
ëó÷àåìîå èç íåãî ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâ M è N ðîëÿìè (ìû íå áóäåì
ôîðìóëèðîâàòü èõ îòäåëüíî). Èíîãäà ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå óòâåðæäå-
íèÿ äóàëüíûìè.

Â ýòîì ïóíêòå íå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ àêñèîìà À3.

Îáùèå óòâåðæäåíèÿ

Äàëåå âñþäó, ãäå íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîãî, k ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì
öåëûì ÷èñëîì îò 1 äî n.

Ïîêàæåì ñèììåòðè÷íîñòü íàáîðà UM îòíîñèòåëüíî âûáîðà ïîðÿäêà êî-
îðäèíàò.

Ëåììà 1.2. Íàáîð Uk
M ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè ut : Rk → R, òàêèå, ÷òî

ρt(r1, . . . , rk) = rt äëÿ ëþáûõ r1, . . . , rk ∈ R, t = 1, . . . , k. Áóäåì íàçûâàòü
òàêèå ôóíêöèè êîîðäèíàòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ρt = Pk(U [zt]) ∈ Uk
M.

Äàëåå ìû çàêðåïèì îáîçíà÷åíèå ρt (t �öåëîå) äëÿ êîîðäèíàòíûõ ôóíê-
öèé Rk → R (âñþäó, ãäå ýòî áóäåò íåî÷åâèäíî, ìû áóäåì ÿâíî óêàçûâàòü
k).

Ëåììà 1.3. Ïóñòü τ : Rk → Rk � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà êîîð-
äèíàò â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè: äëÿ ëþáûõ r1, . . . , rk ∈ Rk ïîëàãà-
åì τ(r1, . . . , rk) = (rσ(1), . . . , rσ(k)), ãäå σ ∈ Sk. Ïóñòü u ∈ Uk

M. Òîãäà
u ◦ τ ∈ Uk

M.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ1, . . . , ρk ∈ Uk

M � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè. Òîãäà,
î÷åâèäíî, u ◦ τ = u(ρσ(1), . . . , ρσ(k)) ∈ Uk

M ïî àêñèîìå À4.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ôîðìóëèðóþùååñÿ íåñêîëüêî áîëåå îáùèì îá-
ðàçîì) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèè èç íàáîðîâ UM è UN êîììóòèðóþò ìåæäó
ñîáîé, ïðè íàäëåæàùåì ïîíèìàíèè èõ ñóïåðïîçèöèè.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé.

1. (i1, . . . , ik) = I ∈ Mk, (α1, . . . , αl) = A ∈ N l, apq = 〈ip, αq〉, p =

1, . . . , k, q = 1, . . . , l, è çàäàíû íåêîòîðûå ôóíêöèè: u∗ ∈ U l
N ; u :

Rk → R, îïðåäåëåííàÿ êàê u = UI [i] äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ [i1, . . . , ik].

2. apq, p = 1, . . . , k, q = 1, . . . , l � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû R, u ∈ Uk
M,

u∗ ∈ U l
N .

Òîãäà

u(u∗(a11, . . . , a1l), . . . , u
∗(ak1, . . . , akl)) =

u∗(u(a11, . . . , ak1), . . . , u(a1l, . . . , akl)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü α = VA[u∗]. Òî-
ãäà u(u∗(a11, . . . , a1l), . . . , u

∗(ak1, . . . , akl)) = u(u∗(〈i1,A〉), . . . , u∗(ik,A〉)) =

u(〈i1, α〉, . . . , 〈ik, α〉) = 〈i, α〉. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì
u∗(u(a11, . . . , ak1), . . . , u(a1l, . . . , akl)) = u∗(〈i,A〉) = 〈i, α〉.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïîëîæèì i1 = z1, . . . , ik = zk, îáîçíà-
÷èì (i1, . . . , ik) = I. Òîãäà, ñîãëàñíî àêñèîìå À2, ìû ìîæåì âûáðàòü òàêèå
α1, . . . , αl ∈ N , ÷òî 〈ik, αl〉 = 〈zk, αl〉 = apq, p = 1, . . . , k, q = 1, . . . , l. Ïî-
ëîæèì òåïåðü i = VI [u] ∈ [i1, . . . , ik]. Òîãäà u = UI [i], è ìû ïîïàäàåì â
óñëîâèÿ ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåìîãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì åùå ñëåäóþùèå äâà òðèâèàëüíûõ óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàí-
íûõ ñ ïîíÿòèåì çàâèñèìîñòè.
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Ëåììà 1.4. Åñëè i1, . . . , ik ∈ M, i′1, . . . , i′l ∈ [i1, . . . , ik], òî [i′1, . . . , i

′
l] ⊆

[i1, . . . , ik].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì (i1, . . . , ik) = I, (i′1, . . . , i
′
l) = I ′. Ïóñòü i ∈

[i′1, . . . , i
′
l]. Ïîêàæåì, ÷òî i ∈ [i1, . . . , ik]. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè α, α′ ∈ N ,

〈I, α〉 = 〈I, α′〉, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè èìååì 〈I ′, α〉 = 〈I ′, α′〉,
îòêóäà è ñëåäóåò íóæíîå íàì 〈i, α〉 = 〈i, α′〉.
Ëåììà 1.5. [z1, . . . , zn] =M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α, α′ ∈ N , 〈Z, α〉 = 〈Z, α′〉, òî èç àêñèîìû À6 ïîëó-
÷àåì α = α′, îòêóäà 〈i, α〉 = 〈i, α′〉 äëÿ âñåõ i ∈M, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ñâÿçûâàþò ïîíÿòèå çàâèñèìîñòè ñ ôóíê-
öèÿìè èç UM íà óðîâíå äóàëüíûõ êîîðäèíàò.

Ëåììà 1.6. Ïóñòü ýëåìåíòû i1, . . . , ik, i ∈ M èìåþò â áàçå Ω äóàëüíûå
êîîðäèíàòû (a1

1, . . . , a
m
1 ), . . . , (a1

k, . . . , a
m
k ), (a1, . . . , am), ñîîòâåòñòâåííî,

è ñóùåñòâóåò òàêàÿ u ∈ Uk
M, ÷òî at = u(at1, . . . , a

t
k), t = 1, . . . ,m. Òî-

ãäà i = VI [u] ∈ [i1, . . . , ik], ãäå I = (i1, . . . , ik).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì i′ = VI [u] ∈ [i1, . . . , ik]. Òîãäà äëÿ âñåõ α ∈
N âûïîëíÿåòñÿ 〈i′, α〉 = u(〈i1, α〉, . . . , 〈ik, α〉). Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà íà ìåñòî
α ýëåìåíòû ω1, . . . , ωm, ïîëó÷àåì 〈i′,Ω〉 = (a1, . . . , am) = 〈i,Ω〉, îòêóäà, â
ñèëó àêñèîìû À6, i = i′.

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç èñõîäíûõ ïîñûëîê ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåð-
æäåíèé íîñÿò èñêóññòâåííûé õàðàêòåð, íî áóäóò äîêàçàíû â äàëüíåéøåì
ïðè ìàëûõ k.

Ëåììà 1.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ I = (i1, . . . , ik) ∈Mk îáëàñòü çíà÷å-
íèé îïåðàòîðà UI ëåæèò â Uk

M. Ïóñòü ýëåìåíòû i1, . . . , ik, i ∈M èìåþò
â áàçå Ω äóàëüíûå êîîðäèíàòû (a1

1, . . . , a
m
1 ), . . . , (a1

k, . . . , a
m
k ), (a1, . . . , am),

ñîîòâåòñòâåííî, è ïðè ýòîì i ∈ [i1, . . . , ik]. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
u ∈ Uk

M, ÷òî at = u(at1, . . . , a
t
k), t = 1, . . . ,m (ïðè÷åì u = UI [i]).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè i ∈ [i1, . . . , ik], òî äëÿ u = UI [i] ∈ Uk

M âûïîë-
íåíî 〈i, α〉 = u(〈i1, α〉, . . . , 〈ik, α〉) (äëÿ âñåõ α ∈ N ). Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà
α = ω1, . . . , ωm, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ïðè êîòîðîì áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäó-
þùåå ïðåäëîæåíèå 1.5, óäîáíî áóäåò ñôîðìóëèðîâàòü îòäåëüíî. Îòìåòèì,
÷òî ýòî áóäåò, ôàêòè÷åñêè, íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ, ïðåäïîëîæåíèé, ìîãó-
ùèõ áûòü ñôîðìóëèðîâàííûìè îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî èíòåðåñóþùåãî íàñ
çíà÷åíèÿ k.

Óñëîâèå Ó1 Ôèêñèðóåì k. Ïóñòü (i′1, . . . , i
′
k) = I ′ ∈ Mk, i1, . . . , ik ∈

[i′1, . . . , i
′
k] ⊆ M íåçàâèñèìû, u1 = UI ′[i1], . . . , uk = UI ′[ik]. Òîãäà îòîá-

ðàæåíèå (u1, . . . , uk) : Rk → Rk (äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå k îòîáðàæåíèé
Rk → R) áèåêòèâíî, è íàéäóòñÿ òàêèå u′1, . . . , u′k ∈ Uk

M, ÷òî îòîáðàæåíèå
(u′1, . . . , u

′
k) : Rk → Rk ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ (u1, . . . , uk).

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ôèêñèðóåì k, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ó1.
Ïóñòü i1, . . . , ik ∈ M íåçàâèñèìû, i′1, . . . , i′k ∈ M, i1, . . . , ik ∈ [i′1, . . . , i

′
k].

Òîãäà [i1, . . . , ik] = [i′1, . . . , i
′
k].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì (i′1, . . . , i
′
k) = I ′, u1 = UI ′[i1], . . . , uk =

UI ′[ik]. Òîãäà ïî óñëîâèþ Ó1 íàéäóòñÿ òàêèå u′1, . . . , u
′
k ∈ Uk

M, ÷òî
(u1, . . . , uk) ◦ (u′1, . . . , u

′
k) = id. Îòñþäà äëÿ âñåõ α ∈ N ïîëó÷àåì 〈i′p, α〉 =

u′p(u1(〈I ′, α〉), . . . , uk(〈I ′, α〉)) = u′p(〈i1, α〉, . . . , 〈ik, α〉), p = 1, . . . , k, ÷òî äà-
åò i′1, . . . , i′k ∈ [i1, . . . , ik]. Îòñþäà ñëåäóåò, ñîãëàñíî ëåììå 1.4, [i′1, . . . , i

′
k] ⊆

[i1, . . . , ik], à èç óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ è òîé æå ëåììû � îáðàòíîå âêëþ÷å-
íèå.

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü äëÿ ôèêñèðîâàííîãî k âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ó1.
Ïóñòü i1, . . . , ik ∈ M íåçàâèñèìû, i ∈ M, i1, . . . , ik, i � çàâèñèìû. Òîãäà
i ∈ [i1, . . . , ik].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç çàâèñèìîñòè i1, . . . , ik, i ñëåäóåò, ÷òî i1, . . . , ik, i ∈
[i′1, . . . , i

′
k] äëÿ íåêîòîðûõ i′1, . . . , i

′
k ∈ M. Òîãäà ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.5

[i1, . . . , ik] = [i′1, . . . , i
′
k], îòêóäà è ñëåäóåò i ∈ [i1, . . . , ik].

Óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íóëåì

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé âàæíûì áóäåò ïîíÿòèå íóëåé â ìíîæåñòâàõ
(äàëåå äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü èõ ïðîñòðàí-
ñòâàìè, ïîäðàçóìåâàÿ ýòèì íàëè÷èå îïðåäåëÿåìîé áèôîðìîé ñòðóêòóðû)
M è N . Áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíò i ∈ M íóëåâûì, âûðîæäåííûì, èëè
æå ïðîñòî íóëåì ïðîñòðàíñòâà M, åñëè i ∈ [∅], òî åñòü, åñëè äëÿ ëþáûõ
α, α′ ∈ N 〈i, α〉 = 〈i, α′〉. Èíûìè ñëîâàìè, íóëåâîé ýëåìåíò i ïðîñòðàí-
ñòâàM � òàêîé ýëåìåíò, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ 〈i, ·〉 : N → R ïîñòîÿííà
(î÷åâèäíî, ïîñòîÿííîé â ýòîì ñëó÷àå áóäåò è ôóíêöèÿ U [i]). Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ íóëåâûå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà N .

Îòìåòèì, ÷òî êàê âM, òàê è â N ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ èëè íå áûòü âîâñå. Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ
áóäåì íàçûâàòü òàêæå íåâûðîæäåííûìè. Çàìåòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû áàç
Z è Ω ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè - â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå àê-
ñèîìû À2 î÷åâèäíî íå âûïîëíÿëîñü áû.

Ïóñòü äàëåå z0 � íåêîòîðûé íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà M, òàêîé,
÷òî äëÿ âñåõ α ∈ N 〈z0, α〉 = O, ãäå O � íåêîòîðûé ýëåìåíò R. Óñëî-
âèÿ óòâåðæäåíèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ äàëåå â ýòîì ïóíêòå, ïðåäïîëàãàþò
íàëè÷èå òàêîãî ýëåìåíòà.

Î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ÷òî U [z0] åñòü ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ
íóëåâîìó ýëåìåíòó R.

Îòñþäà ëåãêî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.8. Ïóñòü u ∈ Uk
M (çäåñü è äàëåå ýòîé çàïèñüþ ïîäðàçóìåâàåòñÿ

0 ≤ k ≤ n). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u′ : Rl → R, l ≤ k, ñëåäóþùèì ðàâåí-
ñòâîì: u′(r1, . . . , rl) = u(r1, . . . , rl, O, . . . , O) äëÿ âñåõ r1, . . . , rl ∈ R. Òîãäà
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u′ ∈ U l

M.

Äîêàçàòåëüñòâî. u′ = u(Pl(U [z1]), . . . , Pl(U [zk]), Pl(U [z0]), . . . , Pl(U [z0])).
Òàêèì îáðàçîì, u′ ∈ U l

M, ââèäó àêñèîìû À4.

Ìû ìîæåì òåïåðü ââåñòè îïåðàòîðû Ok
l : Uk

M → U l
M, 0 ≤ l ≤ k ≤ n,

ñîïîñòàâëÿþùèå êàæäîé u ∈ Uk
M ôóíêöèþ u′ ∈ U l

M, îïðåäåëåííóþ, êàê â
ëåììå 1.8.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé íó-
ëåâîãî ýëåìåíòà R è íàáîðà UN .

Ëåììà 1.9. Ïóñòü u = UA[a] äëÿ íåêîòîðûõ A = (α1, . . . , αk) ∈ N k,
α ∈ [α1, . . . , αk] (â ÷àñòíîñòè, u ∈ Uk

N ). Òîãäà u(O, . . . , O) = O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ çàâèñèìîñòè äëÿ âñåõ i ∈ M âûïîë-
íÿåòñÿ 〈i, α〉 = u(〈i, α1〉, . . . , 〈i, αk〉). Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà i = z0, ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå.

Äëÿ äàëüíåéøåãî õîäà äîêàçàòåëüñòâà èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå
íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå íóëåé â ïðîñòðàíñòâàõ M è N . Ìû ïîëó÷àåì,
òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñëó÷àÿ: "âM è â N åñòü íóëè", "âM
åñòü íóëü, â N íåò íóëåé", "âM íåò íóëåé, â N åñòü íóëü", "âM è â N
íåò íóëåé".

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîé è òðåòèé èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðó-
ãà, åñëè ïîìåíÿòü ðîëÿìè ïðîñòðàíñòâà M è N , ïîýòîìó íàì äàëåå äî-
ñòàòî÷íî áóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü òîëüêî îäèí èç íèõ. Ïîýòîìó äàëåå
ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òðè îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿ.

1.3.2 ÂM åñòü íóëü, â N åñòü íóëü. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.5

Óñëîâèå íàëè÷èÿ íóëÿ âM è â N ñîâïàäàåò ñ àêñèîìîé À0. Â ýòîì ïóíê-
òå ìû áóäåì äîêàçûâàòü íå òåîðåìó 1.4, à òåîðåìó 1.5, ïðåäïîëàãàþùóþ,
ïîìèìî âûïîëíåíèÿ àêñèîìû À0, áîëåå ñëàáûå òðåáîâàíèÿ íà m è n è
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îñëàáëåííóþ âåðñèþ àêñèîìû À3. Â ñâÿçè ñ ýòèì âñå ïðîâîäèìûå çäåñü
ðàññóæäåíèÿ áóäóò ïðèìåíèìû òàêæå è ê óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4, è äàäóò,
êàê ìû óâèäèì èç äàëüíåéøåãî, èñ÷åðïûâàþùèé ðàçáîð òîãî ñëó÷àÿ ýòîé
òåîðåìû, êîãäà âM è â N åñòü íóëü, íåñìîòðÿ íà îñëàáëåíèå äðóãèõ óñëî-
âèé.

Èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèé èç UM, UN

M è N â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ðàâíîïðàâíû, ïîýòîìó ìû áóäåì äî-
êàçûâàòü âñå óòâåðæäåíèÿ, ðàññìàòðèâàÿM êàê îñíîâíîå ìíîæåñòâî; ïðè
ýòîì óòâåðæäåíèÿ, â ôîðìóëèðîâêå êîòîðûõ M è N ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè,
òàêæå áóäóò âåðíû.

Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî íàëè÷èå â R âûäåëåííîãî ("íóëåâîãî") ýëåìåíòà.

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Â R ìîæíî íàéòè òàêîé ýëåìåíò O, à âM è N �
òàêèå ýëåìåíòû z0 è ω0, ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî 〈z0, α〉 = O äëÿ âñåõ α ∈ N
è 〈i, ω0〉 = O äëÿ âñåõ i ∈ M. Ýëåìåíòû O ∈ R, z0 ∈ M, ω0 ∈ N ,
óäîâëåòâîðÿþùèå äàííûì ñîîòíîøåíèÿì, åäèíñòâåííû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z0, ω0 � íåêîòîðûå íóëåâûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ
M è N , ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i ∈ M, α ∈ N âû-
ïîëíÿåòñÿ 〈z0, α〉 = 〈z0, ω0〉 = 〈i, ω0〉. Îáîçíà÷èâ 〈z0, ω0〉 = O, ïîëó-
÷àåì ïåðâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü,
÷òî íåêîòîðûé z′0 ∈ M òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ. Íî
〈z′0, ω0〉 = 〈z0, ω0〉 = O, è òîãäà 〈z′0, α〉 = O äëÿ âñåõ α ∈ N . Èç íåâûðîæäåí-
íîñòè 〈,〉 òåïåðü ñëåäóåò z′0 = z0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü
ω0.

Îòìåòèì, ÷òî ýëåìåíò O èìååò îäèíàêîâûé ñìûñë äëÿ ïðîñòðàíñòâM è
N , ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèÿ ñ ó÷àñòèåì íóëÿ
òîëüêî äëÿM.

Áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü íóëåâûå ýëåìåíòû M è N êàê z0 è ω0, ñîîò-
âåòñòâåííî. Áóäåì îáîçíà÷àòü R \ {O} = R∗. Ìû âèäèì òåïåðü, ÷òî âM
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[∅] = {z0}, U 0

M = {O}. Îáîçíà÷èìM\ {z0} = M+; âîîáùå, åñëè L ⊆ M,
îáîçíà÷èì L \ {z0} = L+.

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò e ∈ R∗.

Ïðåäëîæåíèå 1.7. Ïóñòü a, r ∈ R, a 6= O. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u ∈ U 1

M, òàêàÿ, ÷òî u(a) = r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü a, r ∈ R, a 6= O. Âîçü-
ìåì ýëåìåíò α ∈ N ñ äóàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (a,O, . . . , O). Ïîñêîëü-
êó a 6= O, α íåâûðîæäåí, è ïî àêñèîìå À3 íàéäåòñÿ òàêîé i ∈ M, ÷òî
〈i, α〉 = r. Òîãäà U [i](a,O, . . . , O) = U [i](〈Z, α〉) = 〈i, α〉 = r, è äëÿ
u = On

1 (U [i]) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå u(a) = r.
Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü u, u′ ∈ U1

M óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ ïðåäëîæåíèÿ. Âîçüìåì ýëåìåíò j ∈ M ñ äóàëüíûìè êîîðäèíàòà-
ìè (a,O, . . . , O). Îáîçíà÷èì i = V(j)[u], i′ = V(j)[u

′]. Òîãäà (ìû ïîëü-
çóåìñÿ ëåììîé 1.9) 〈i,Ω〉 = (u(a), u(O), . . . , u(O)) = (r, O, . . . , O) =

(u′(a), u(O), . . . , u(O)) = 〈i′,Ω〉, îòêóäà, ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.2, i = i′.
Òîãäà u(〈j, α〉) = 〈i, α〉 = 〈i′, α〉 = u′(〈j, α〉) äëÿ ëþáîãî α ∈ N . Ïðè ýòîì,
ïîñêîëüêó α 6= O, j íåâûðîæäåí, è 〈j, α〉 äëÿ ðàçëè÷íûõ α ∈ N áóäåò, ââè-
äó àêñèîìû À3, ïðèíèìàòü ïîëíûé íàáîð çíà÷åíèé èç R, îòêóäà ñëåäóåò
u = u′.

Ïðåäëîæåíèå 1.8. Ïóñòü i ∈M, j ∈ [i]. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ u ∈ U1
M,

÷òî äëÿ âñåõ α ∈ N âûïîëíÿåòñÿ 〈j, α〉 = u(〈i, α〉) Èíûìè ñëîâàìè, U(i)[j]

áóäåò ëåæàòü â U1
M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì 〈i,Ω〉 = (a1, . . . , am), 〈j,Ω〉 = (b1, . . . , bm).
Â ñèëó ëåììû 1.6 íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ôóíêöèþ u ∈ U1

M, òàêóþ, ÷òî
u(aq) = bq, q = 1, . . . ,m. Ñëó÷àé âûðîæäåííîãî i íàì íå èíòåðåñåí (òî-
ãäà j òîæå âûðîæäåí, è çà u áåðåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ ôóíêöèÿ u =

P2(U [z0])), ïîýòîìó äàëåå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî íå âñå aq (q = 1, . . . ,m)
ðàâíû íóëþ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ïîëàãàòü a1 6= O. Òîãäà,
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ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.7 (òî÷íåå, äóëüíîìó ê íåìó óòâåðæäåíèþ), äëÿ
q = 2, . . . ,m íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè uq ∈ U1

N , ÷òî aq = uq(a1). Åñëè
ôóíêöèÿ v : R → R òàêîâà, ÷òî 〈j, α〉 = v(〈i, α〉), äëÿ âñåõ α ∈ N (åå
ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç j ∈ [i], ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ çàâèñèìîñòè; ìû
íå ïðåäïîëàãàåì çäåñü v ∈ U1

M), òî ïðè ïîäñòàíîâêå íà ìåñòî α ýëåìåíòîâ
ω1, . . . , ωm ïîëó÷àåì bt = v(at), t = 1, . . . ,m. Òîãäà, ïîëüçóÿñü ïðåäëîæåíè-
åì 1.4, ïîëó÷àåì bq = v(aq) = v(uq(a1)) = uq(v(a1)) = uq(b1), q = 2, . . . ,m.
Â êà÷åñòâå u âîçüìåì (ñóùåñòâóþùóþ, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.7) ôóíê-
öèþ èç U1

M, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ u(a1) = b1. Äëÿ q = 2, . . . ,m òåïåðü
èìååì: u(aq) = u(uq(a1)) = uq(u(a1))) = uq(b1) = bq, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.

Ëåììà 1.10. Ïóñòü i′ ∈M, i ∈ [i′] íåâûðîæäåíû, u = U(i′)[i] (u ∈ U1
M ïî

ïðåäëîæåíèþ 1.8). Òîãäà îòîáðàæåíèå u : R→ R áèåêòèâíî, è íàéäåòñÿ
òàêàÿ u′ ∈ U 1

M, ÷òî îòîáðàæåíèå u′ : R → R ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê
îòîáðàæåíèþ u. Èíûìè ñëîâàìè, âûïîëíåíî óñëîâèå Ó1 äëÿ k = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(〈i′,Ω〉) = (a1, . . . , am). Òîãäà (a1, . . . , am) =

(u(〈i′, ω1〉), . . . , u(〈i′, ωm〉)) = (〈i, ω1〉, . . . , 〈i, ωm〉) = 〈i,Ω〉.
Ïîñêîëüêó i íåâûðîæäåí, íå âñå ýëåìåíòû èç m-êè 〈i,Ω〉 ðàâíû O. Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü a1 6= O. Çàäàäèì, ïîëüçóÿñü
ïðåäëîæåíèåì 1.7 ôóíêöèþ u′ ∈ U 1

M òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû u′(a1) = 〈i′, ω1〉.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2, u ◦ u′ = v äëÿ íåêîòîðîé v ∈ U1

M. Ïðè ýòîì
v(a1) = u(〈i′, ω1〉) = a1, îòêóäà, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ïðåä-
ëîæåíèÿ 1.7, v = id, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü u ∈ U1
M, u íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé ôóíêöè-

åé. Òîãäà u îáðàòèìà, è îáðàòíàÿ åé ôóíêöèÿ òàêæå ëåæèò â U 1
M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåðÿ i′ = z1 (îí íåâûðîæäåí, íàïðèìåð, â ñèëó àêñèî-
ìû À2), i = V(z1)[u], ìû ïîëó÷àåì, ÷òî u = U(i)[i

′], è ýëåìåíòû i, i′ óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû. Òðåáóåìîå íàì óòâåðæäåíèå òåïåðü ñëåäóåò èç
óòâåðæäåíèÿ ëåììû.
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Ëåììà 1.11. Â ñëó÷àå m ≥ 2 ýëåìåíòû i1, i2 ∈ M ñ äóàëüíûìè êîîðäè-
íàòàìè (e,O, . . . , O), (O, e,O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî, íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ýëåìåíòû i1, i2 çàâèñèìû, òî, â ñèëó íåâûðîæäåí-
íîñòè i1 è ñëåäñòâèÿ 1.1 ïðåäëîæåíèÿ 1.5 (óñëîâèå Ó1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
k = 1 ââèäó ëåììû 1.10), i2 ∈ [i1], îòêóäà, â ñèëó ëåììû 1.7 (ïðèìåíèìîé â
íàøåì ñëó÷àå ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.8), u(e) = O è u(O) = e äëÿ íåêîòîðîé
u ∈ U1

M, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1.9.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå m ≥ 2 íåîáõîäèìî â ýòîé ëåììå äëÿ òîãî, ÷òîáû
îïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ i1, i2, çàäàííûõ â åå óñëîâèè, èìåëî ñìûñë.

Ïðåäëîæåíèå 1.9. m,n ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏîñêîëüêóM èN ðàâíîïðàâíû â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.5,
ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàòü m ≥ n. Òîãäà èç m,n ≥ 1 è
(n+ 1,m+ 1) 6= (2, 2) âûòåêàåò m ≥ 2. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû i1, i2 ∈M
ñ äóàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (e,O, . . . , O), (O, e,O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî,
áóäóò íåçàâèñèìû, ñîãëàñíî ëåììå 1.11. Åñëè òåïåðü n = 1, òî ââèäó ëåì-
ìû 1.5 M = [z1], îòêóäà i1, i2 ∈ [z1]. Íî ýòî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ
íåçàâèñèìîñòüþ i1, i2, èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî n ≥ 2.

Ïðåäëîæåíèå 1.10. Äëÿ ëþáûõ r1, r2 ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ u ∈ U 2

M, òàêàÿ, ÷òî u(e,O) = r1, u(O, e) = r2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì òàêèå α1, α2 ∈ N , ÷òî 〈Z, α1〉 = (e,O, . . . , O),
〈Z, α2〉 = (O, e,O, . . . , O). Ñîãëàñíî ëåììå 1.11, α1, α2 íåçàâèñèìû, è ìû ìî-
æåì, ïîëüçóÿñü àêñèîìîé À3, ïîäîáðàòü òàêîé ýëåìåíò i ∈M, ÷òî 〈i, α1〉 =

r1, 〈i, α2〉 = r2. Òîãäà U [i](e,O, . . . , O) = U [i](〈Z, α1〉) = 〈i, α1〉 = r1,
U [i](O, e,O, . . . , O) = r2, è ôóíêöèÿ u = On

2 (U [i]) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì ïðåäëîæåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü äâå ôóíêöèè u, u′ ∈ U 2
M óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ïðåäëî-

æåíèÿ. Âîçüìåì j1, j2 ∈ M òàê, ÷òîáû 〈j1,Ω〉 = (e,O, . . . , O), 〈j2,Ω〉 =

(O, e,O, . . . , O). Ñîãëàñíî ëåììå 1.11 j1, j2 íåçàâèñèìû. Îáîçíà÷èì i =
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V(j1,j2)[u], i′ = V(j1,j2)[u

′]. Òîãäà 〈i,Ω〉 = (r1, r2, O, . . . , O) = 〈i′,Ω〉, îòêó-
äà i = i′. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ N u(〈j1, α〉, 〈j2, α〉) = 〈i, α〉 = 〈i′, α〉 =

u′(〈j1, α〉, 〈j2, α〉). Ïîñêîëüêó j1, j2 íåçàâèñèìû, {(〈j1, α〉, 〈j2, α〉) |α ∈ N} =

R2 ââèäó àêñèîìû À3, è u = u′.

Îòìåòèì, ÷òî âûøå íàìè áûëî äîêàçàíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ó1 äëÿ
k = 1 (ëåììà 1.10). Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ñâîáîäíî ññûëàòüñÿ â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñèòóàöèÿõ íà ïðåäëîæåíèå 1.5 è åãî ñëåäñòâèå 1.1.

Ñòðóêòóðà òåëà íà R è âèä 〈,〉

Ââåäåì íà R îïåðàöèþ · (áóäåì íàçûâàòü åå óìíîæåíèåì) ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ïóñòü a, b ∈ R. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.7, íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ ϕa ∈ U1

M, òàêàÿ, ÷òî ϕa(e) = a. Ïîëîæèì òåïåðü ïî îïðåäåëåíèþ

a · b := ϕa(b), ϕa ∈ U1
M : ϕa(e) = a.

Ïîêàæåì, ÷òî óìíîæåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü äâîéñòâåííûì îáðàçîì ñ ïî-
ìîùüþ U 1

N , à èìåííî, åñëè ϕb � òàêàÿ (àíàëîãè÷íî ϕa, ñóùåñòâóþùàÿ è
åäèíñòâåííàÿ) ôóíêöèÿ èç U 1

N , ÷òî ϕb(e) = b, òî äëÿ îïðåäåëåííîé âûøå
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà R âåðíî ñëåäóþùåå:

a · b = ϕb(a), ϕb ∈ U 1
N : ϕb(e) = b. (1.3.1)

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.4, ϕb(a) = ϕb(ϕa(e)) = ϕa(ϕ
b(e)) =

ϕa(b) = a · b.
Ââåäåì òåïåðü íà R îïåðàöèþ + (áóäåì íàçûâàòü åå ñëîæåíèåì) ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Ïóñòü f ∈ U 2
M òàêîâà, ÷òî f(e,O) = e, f(O, e) = e (ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 1.10, îíà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà). Äëÿ a, b ∈ R ïîëîæèì
ïî îïðåäåëåíèþ

a+ b := f(a, b).

Äàëåå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b ∈ R ÷åðåç ϕa, ϕb, f áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ
îïðåäåëåííûå âûøå ôóíêöèè.
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Ïðåäëîæåíèå 1.11. (R,+, · , O, e) � òåëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ R âåðíî e · a = a · e = a. Îò-
ìåòèì, ÷òî, ââèäó óòâåðæäåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ïðåäëîæåíèÿ 1.7, ϕe ñîâ-
ïàäàåò ñ òîæäåñòâåííîé ôóíêöèåé (ðàâíîé P1(U [z1]) è ëåæàùåé â U1

M), è
ïîòîìó e · a = ϕe(a) = a. Àíàëîãè÷íî, ϕe ∈ U 1

N ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé, è
a · e = ϕe(e) = a.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ R âûïîëíÿåòñÿ (a · b) · c = a · (b · c).
Äåéñòâèòåëüíî, a · (b · c) = ϕa(b · c) = ϕa(ϕb(c)) = ϕ(c), ãäå ϕ = ϕa ◦ ϕb ∈
U1
M. Ïðè ýòîì ϕ(e) = ϕa(ϕb(e)) = ϕa(b) = a · b, îòêóäà ϕ = ϕa·b è, ïî

îïðåäåëåíèþ óìíîæåíèÿ, ϕ(c) = (a · b) · c, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ R∗ íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò b ∈ R,

òàêîé, ÷òî a · b = b · a = e. Ôóíêöèÿ ϕa îáðàòèìà â U 1
M, ïî ñëåäñòâèþ 1.2

ëåììû 1.10. Ïóñòü ϕ−1
a = ϕ ∈ U 1

M. Âîçüìåì b = ϕ(e). Òîãäà, ââèäó ïðåä-
ëîæåíèÿ 1.7, ϕ = ϕb, è b · a = ϕ(a) = e. Àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ (1.3.1)
ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò b′ ∈ R, äëÿ êîòîðîãî a · b′ = e. Ðàâåíñòâî b = b′

è åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà ñëåäóþò òåïåðü èç ðàíåå äîêàçàííûõ
àññîöèàòèâíîñòè è ñâîéñòâà åäèíèöû.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R âûïîëíÿåòñÿ a + b = b + a. Ïóñòü
τ : R2 → R2 � ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3, f ′ = f ◦ τ ∈
U2
M. Çàìåòèì, ÷òî f ′(e,O) = f(O, e) = e, f ′(O, e) = e. Òîãäà èç ïðåäëîæå-

íèÿ 1.10 ñëåäóåò f ′ = f . Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, b + a = f(b, a) = f ′(a, b), è
ïîòîìó b+ a = a+ b.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ R âåðíî a+O = a. Îáîçíà÷èì f ′ = O2
1(f) ∈

U1
M. Òîãäà f ′(e) = e, è f ′ ÿâëÿåòñÿ, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.7, òîæäåñòâåííîé

ôóíêöèåé. Òåïåðü a+O = f(a,O) = f ′(a) = a.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ R âûïîëíÿåòñÿ (a+b)+c = a+(b+c).

Ìû ìîæåì äàëåå ñ÷èòàòü a îòëè÷íûì îò O � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñðàçó
ïîëó÷àåì èç óæå äîêàçàííîãî (O+b)+c = b+c = O+(b+c). Ïóñòü β ∈ N
òàêîâî, ÷òî 〈z1, β〉 = a, 〈z2, β〉 = c. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.7, íàéäåòñÿ
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ôóíêöèÿ ϕ ∈ U 1

M, òàêàÿ, ÷òî ϕ(a) = b. Îáîçíà÷èì j = V(z1)[ϕ] ∈ [z1]. Òîãäà
〈j, β〉 = ϕ(〈z1, β〉) = b. Ïóñòü j1 = V(z1,j)[f ], j2 = V(j,z2)[f ] � òîãäà 〈j1, β〉 =

f(〈z1, β〉, 〈j, β〉) = a + b, 〈j2, β〉 = b + c. Íàêîíåö, ïóñòü i1 = V(j1,z2)[f ],
i2 = V(z1,j2)[f ]. Òîãäà

〈i1, β〉 = (a+ b) + c , 〈i2, β〉 = a+ (b+ c). (1.3.2)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 1.4 è ïîñòðîåíèÿ âñå ýëåìåíòû j, j1, j2, i1,
i2 ëåæàò â [z1, z2]. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû (ε1, ε2) = E ∈ N 2 ñ äóàëüíû-
ìè êîîðäèíàòàìè (e,O, . . . , O), (O, e,O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî, â áàçå Z.
Îáîçíà÷èì (〈j, E〉) = (x, y). Ïî ïîñòðîåíèþ, 〈i1, ε1〉 = f(〈j1, ε1〉, 〈z2, ε1〉) =

f(f(〈z1, ε1〉, 〈j, ε1〉), 〈z2, ε1〉) = f(f(e, x), O) = f(e, x). Àíàëîãè÷íî ïîëó-
÷àåì 〈i1, ε2〉 = f(f(O, y), e) = f(y, e), 〈i2, ε1〉 = f(e, f(x,O)) = f(e, x),
〈i2, ε2〉 = f(O, f(y, e)) = f(y, e). Òàêèì îáðàçîì, 〈i1, E〉 = 〈i2, E〉. Îáîçíà-
÷èì u1 = U(z1,z2)[i1], u2 = U(z1,z2)[i2]. Òîãäà u1(e,O) = u1(〈z1, ε1〉, 〈z2, ε1〉) =

〈i1, ε1〉 = 〈i2, ε1〉 = u2(e,O), è àíàëîãè÷íî u1(O, e) = u2(O, e). Òîãäà, â
ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.10, u1 = u2. Ïîýòîìó 〈i1, β〉 = u1(〈z1, β〉, 〈z2, β〉) =

u2(〈z1, β〉, 〈z2, β〉) = 〈i2, β〉, ÷òî, â ñèëó ðàâåíñòâ (1.3.2), è äàåò íàì òðåáóå-
ìóþ àññîöèàòèâíîñòü.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî a ∈ R íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò b ∈ R,
äëÿ êîòîðîãî a+b = O. Ïóñòü z = V(z1,z2)[f ]. Ïîñêîëüêó f íå ÿâëÿåòñÿ òîæ-
äåñòâåííûì íóëåì, z íåâûðîæäåí. z1 íåâûðîæäåí ââèäó àêñèîìû À2. Åñëè
áû âûïîëíÿëîñü z ∈ [z1], òî, ââèäó ëåììû 1.7 è ïðåäëîæåíèÿ 1.8, äëÿ ýëå-
ìåíòà α ∈ N ñ äóàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (O, e,O, . . . , O) äîëæíî áûëî áû
áûòü âåðíî 〈z, α〉 = u(〈z1, α〉) äëÿ íåêîòîðîé u ∈ U 1

M, òîãäà êàê â äåéñòâè-
òåëüíîñòè 〈z, α〉 = f(O, e) = e, 〈z1, α〉 = O � ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 1.9.
Îòñþäà, ïî ñëåäñòâèþ 1.1 ïðåäëîæåíèÿ 1.5, z, z1 íåçàâèñèìû. Âîçüìåì òå-
ïåðü, ïîëüçóÿñü àêñèîìîé À3, òàêîé α ∈ N , ÷òî 〈z, α〉 = O, 〈z1, α〉 = a. Îáî-
çíà÷èì 〈z2, α〉 = b. Òîãäà a + b = f(a, b) = f(〈z1, α〉, 〈z2, α〉) = 〈z, α〉 = O,
÷òî è òðåáîâàëîñü. Åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî ñëîæåíèþ ñëå-
äóåò òåïåðü èç àññîöèàòèâíîñòè, äîêàçàííîé ðàíåå.
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Íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü äèñòðèáóòèâíîñòü. Ïóñòü a, b, c ∈ R. c · (a+ b) =

ϕc(f(a, b)). Îáîçíà÷èì u = ϕc◦f ∈ U 2
M. Òîãäà u(e,O) = ϕc(e) = c, u(O, e) =

c. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, c · a + c · b = f(ϕc(a), ϕc(b)) = u′(a, b) äëÿ íåêîòîðîé
u′ ∈ U2

M. Ïðè ýòîì u′(e,O) = f(c , O) = c, u′(O, e) = c. Òàêèì îáðàçîì, â
ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.10, u = u′, ÷òî äàåò ëåâóþ äèñòðèáóòèâíîñòü.

Ïîêàæåì òåïåðü ïðàâóþ äèñòðèáóòèâíîñòü. (a + b) · c = ϕc(f(a, b)).
Ïðåîáðàçóåì äàëåå, ïîëüçóÿñü ïðåäëîæåíèåì 1.4: ϕc(f(a, b)) =

f(ϕc(a), ϕc(b)) = a · c + b · c � ïðàâàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ñòðóêòóðû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà
M è N . Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.12. f ∈ U 2
N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∗ ∈ U 2
N òàêîâà, ÷òî f ∗(e,O) = e, f ∗(O, e) = e (åå

ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñëåäóþò èç äóàëüíîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåä-
ëîæåíèÿ 1.10). Ïîêàæåì, ÷òî f ∗ = f . Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå a, b ∈ R.
Ðàâåíñòâà f ∗(a,O) = f ∗(O, b) = O äîêàçûâàþòñÿ äîñëîâíî òàê æå, êàê
àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ f â ïðåäëîæåíèè 1.11 (òîëüêî âñå èñïîëüçó-
åìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ôóíêöèè áóäóò òåïåðü èç UN ). Ïîëüçóÿñü äîêà-
çàííûìè ðàíåå ñâîéñòâàìè ñëîæåíèÿ è ïðåäëîæåíèåì 1.4, ïîëó÷àåì òåïåðü
f ∗(a, b) = f ∗(f(a,O), f(O, b)) = f(f ∗(a,O), f ∗(O, b)) = f(a, b), ÷òî è òðåáî-
âàëîñü.

Çàäàäèì òåïåðü îïåðàöèè íà M è N . Ïóñòü i, j ∈ M. Ïîëîæèì ïî
îïðåäåëåíèþ

i+ j := V(i,j)[f ]; a · i := V(i)[ϕa].

Ïóñòü òåïåðü α, β ∈ N , a ∈ R. Òîãäà ïîëîæèì

α + β := V(α,β)[f ]; α · a := V(α)[ϕ
a].

Â êà÷åñòâå íóëåéM è N (â ñìûñëå ýòèõ îïåðàöèé) áóäåì ðàññìàòðèâàòü,
ñîîòâåòñòâåííî, z0 è ω0.
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Ïðåäëîæåíèå 1.13.M è N ñ ââåäåííûìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ëåâûì
ðàçìåðíîñòè m è ïðàâûì ðàçìåðíîñòè n, ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè íàä òåëîì R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì èçîìîðôèçì (áèåêöèþ, ñîõðàíÿþùóþ îïåðà-
öèè è íóëü)M è N ñ ëåâûì è ïðàâûì, ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðíûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè ñòðîê äëèíû m è n, ñîîòâåòñòâåííî, íàä R.

Ñîãëàñíî àêñèîìàì À2 è À6, îòîáðàæåíèå 〈· ,Ω〉 : M → Rm ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé. Î÷åâèäíî, 〈z0,Ω〉 = (O, . . . , O). Ïîêàæåì, ÷òî 〈· ,Ω〉 ñîõðàíÿåò
îïåðàöèè. Äëÿ i, j ∈M â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà V(i,j) ïîëó÷èì: 〈(i+

j),Ω〉 = 〈V(i,j)[f ],Ω〉 = (f(〈i, α1〉, 〈j, α1〉), . . . , f(〈i, αn〉, 〈j, αn〉)) = 〈i,Ω〉 +

〈j,Ω〉, ãäå ñëîæåíèå ñòðîê èç Rm îïðåäåëåíî îáû÷íûì îáðàçîì. Äàëåå, åñëè
a ∈ R, òî 〈a · i,Ω〉 = (ϕa(〈i, α1〉), . . . , ϕa(〈i, αn〉)) = a · 〈i,Ω〉, ÷òî íàì è
òðåáóåòñÿ.

Äîêàæåì òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ ìíîæåñòâà N .
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ íà R ðàâåí-
ñòâî (1.3.1). òîãäà äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå 〈Z, ·〉 : N → Rn

èçîìîðôíî, ïðîâîäèòñÿ òîãäà òî÷íî òàê æå, êàê è äîêàçàòåëüñòâî èçîìîðô-
íîñòè îòîáðàæåíèÿ 〈· ,Ω〉 :M→ Rn âûøå, ñ èñïîëüçîâàíèåì äîêàçàííîãî
ïðåäëîæåíèÿ 1.12 è çàìåíîé âñþäó ïðîñòðàíñòâà M íà N è ôóíêöèé èç
UM íà ôóíêöèè èç UN . Óìíîæåíèå íà ñêàëÿð ïåðåìåùàåòñÿ ïðè ýòîì ñëåâà
íàïðàâî ââèäó ñîîòâåòñòâóþùåãî îòëè÷èÿ ðàâåíñòâà (1.3.1) îò îïðåäåëåíèÿ
óìíîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.14. Ïðè çàäàííûõ îïåðàöèÿõ íàM, N , R îòîáðàæåíèå
〈,〉 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i, j ∈ M, α ∈ N , a ∈ R. Òîãäà 〈i + j, α〉 =

〈V(i,j)[f ], α〉 = f(〈i, α〉, 〈j, α〉) = 〈i, α〉 + 〈j, α〉, è àíàëîãè÷íî 〈a · i, α〉 =

ϕa(〈i, α〉) = a · 〈i, α〉. Ñâÿçü ñ îïåðàöèÿìè äëÿ ïðàâîãî àðãóìåíòà äîêà-
çûâàåòñÿ òàê æå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåíèÿ 1.12 è ðàâåíñòâà (1.3.1).
Åñëè òåïåðü i ∈ M òàêîâî, ÷òî 〈i, α〉 = O ïðè âñåõ α ∈ M, òî ïî ïðåä-
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ëîæåíèþ 1.6, íàïðèìåð, i = z0, îòêóäà 〈,〉 íåâûðîæäåíà ñëåâà. Òîãäà ïî
òåîðåìå 1.1 〈,〉 íåâûðîæäåíà.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, èç òåîðåìû 1.2, ðàâåíñòâî ðàçìåðíîñòåé n è m.
Áåðÿ â êà÷åñòâå Z ′, Ω′ äóàëüíûå áàçèñû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ M è N
ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì èç ëåììû 1.1, ÷òî 〈,〉 áóäåò çàäàâàòüñÿ ôîðìó-
ëîé (1.2.1).

Ïðåäëîæåíèå 1.15. Îòîáðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉 : N → Rn, 〈·,Ω′〉 : M → Rn

áèåêòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïå-
ðàöèé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âM, ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåí-
òîâ z′1, . . . , z′n ëåæèò â [z′1, . . . , z

′
n], à, ïîñêîëüêó z′1, . . . , z′n � ëèíåéíûé áàçèñ

M, òî [z′1, . . . , z
′
n] =M. Òîãäà åñëè äëÿ α, α′ ∈ N 〈Z ′, α〉 = 〈Z ′, α′〉, òî è äëÿ

ëþáîãî i ∈ M 〈i, α〉 = 〈i, α′〉, îòêóäà α = α′. Ýòî îçíà÷àåò èíúåêòèâíîñòü
îòîáðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉.

Ïîñêîëüêó áèôîðìà áèëèíåéíà, òî è îòîáðàæåíèå 〈Z ′, ·〉 (äåéñòâóþùåå
èç N â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû n) ëèíåéíî. Ïðè ýòîì îáðàçû
ýëåìåíòîâ ω′1, . . . , ω′n, áóäó÷è ñòðîêàìè âèäà (e,O, . . . , O), . . . , (O, . . . , O, e),
ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñòðîê Rn, ïîýòîìó ëþáàÿ
ñòðîêà èç Rn ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê îáðàç íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè ýòèõ ýëåìåíòîâ. Îòñþäà ñëåäóåò ñþðúåêòèâíîñòü 〈Z ′, ·〉.

Èíúåêòèâíîñòü è ñþðúåêòèâíîñòü 〈·,Ω′〉 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 1.16. Îïðåäåëåííîå íàìè â àêñèîìàòèêå ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ïîíÿòèå çàâèñèìîñòè îòâå÷àåò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (ïðè-
íàäëåæíîñòè ëèíåéíîé îáîëî÷êå) â âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõM è N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð, I = (i1, . . . , ik) ∈ Mn,
i = a1 · i1 + . . . + ak · ik ∈ M, a1, . . . , ak ∈ R, òî äëÿ ëþáîãî α ∈ N èìååì,
ââèäó áèëèíåéíîñòè, 〈i, α〉 = a1 · 〈i1, α〉 + . . . + an · 〈in, α〉, òî åñòü 〈i, α〉
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ 〈I, α〉, è i ∈ [i1, . . . , ik].
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Îáðàòíî, ïóñòü i ∈ [i1, . . . , ik], u = UI [i]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ëèíåéíóþ

îáîëî÷êó âåêòîðîâ i1, . . . , ik. Ïóñòü α ∈ L⊥ ⊆ N (îðòîãîíàëüíîñòü áåðåò-
ñÿ îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû 〈,〉). Èç îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè è
ëåììû 1.9 ñëåäóåò, ÷òî

〈i, α〉 = u(〈i1, α〉, . . . , 〈ik, α〉) = u(O, . . . , O) = O.

Ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ i ∈ [i1, . . . , ik] è α ∈ L⊥,
ïîëó÷àåì òîãäà, ÷òî i ∈ L⊥⊥ = L , ÷òî íàì è òðåáóåòñÿ.

Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ î çàâèñèìîñòè ñðàçó ñëåäóåò îäíîðîäíàÿ
ëèíåéíîñòü ôóíêöèé èç UM è UN , îòêóäà Un

M = Lln(R), Um
N = Lrn(R).

Çàìå÷àíèå 1.3. Èç ïîñòðîåíèÿ Z ′, Ω′ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ k, l = 1, . . . , n

〈z′k, ω′l〉 = e, åñëè k = l, è 〈z′k, ω′l〉 = O, åñëè k 6= l.

1.3.3 Â M åñòü íóëü, â N íåò íóëÿ

Èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèé èç UM, UN

Îáîçíà÷èì íóëåâîé ýëåìåíòM êàê z0, 〈z0,Ω〉 = (O, . . . , O). Ñîãëàñíî àê-
ñèîìå À2, â N íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò ω0 ∈ N , ÷òî 〈Z, ω0〉 = (O, . . . , O).
Ìû áóäåì ññûëàòüñÿ íà íåãî â äàëüíåéøåì. Îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó â N
íåò íóëåé, ýëåìåíò ω0 áóäåò, â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ,
íåâûðîæäåííûì.

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò e ∈ R,
e 6= O.

Ïðåäëîæåíèå 1.17. Äëÿ ëþáîãî r ∈ R ñóùåñòâóåò (î÷åâèäíî, åäèí-
ñòâåííàÿ) ôóíêöèÿ u ∈ U0

M, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì r ∈ R. Ñîãëàñíî àêñèîìå À3, ñóùåñòâóåò ýëå-
ìåíò i ∈ M, òàêîé, ÷òî 〈i, ω0〉 = r. Âîçüìåì u = On

0 (U [i]). Ïîñêîëüêó
U [i](O, . . . , O) = U [i](〈Z, ω0〉) = 〈i, ω0〉 = r, ôóíêöèÿ u áóäåò òîæäåñòâåííî
ðàâíà r.
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Ïðåäëîæåíèå 1.18. Ïóñòü α, α′ ∈ N , α′ ∈ [α]. Òîãäà α′ = α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ v : R→ R òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈M
〈i, α′〉 = v(〈i, α〉). Ôèêñèðóåì i. Îáîçíà÷èì çà u′ ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ èç
U1
M, ðàâíóþ 〈i, α〉 (ìû ìîæåì ïîäíÿòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ èç U0

M
äî ôóíêöèè èç U1

M îïåðàòîðîì L1
0). Òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.4, 〈i, α′〉 =

v(〈i, α〉) = v(u′(〈i, α〉)) = u′(〈i, α〉) = 〈i, α〉. Ïîñêîëüêó ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
ëþáîãî i, îòñþäà ñëåäóåò α = α′.

Ñëåäñòâèå 1.3. Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ôóíê-
öèåé, ëåæàùåé â U1

N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.18, [ω1] = {ω1}. Òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ U1

N ,

Ïðåäëîæåíèå 1.19. Äëÿ ëþáûõ a1, a2, r1, r2 ∈ R, a1 6= a2, ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ u ∈ U 1

M, òàêàÿ, ÷òî u(a1) = r1, u(a2) = r2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Âîçüìåì α1, α2 ∈ N ñ äóàëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè (a1, O, . . . , O), (a2, O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî. Ââèäó
ïðåäëîæåíèÿ 1.18, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé α ∈ N , ÷òî α1, α2 ∈ [α], òî
α1 = α = α2 � ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó α1, α2 íåçàâèñèìû. Âîçüìåì, ïîëü-
çóÿñü àêñèîìîé À3, i ∈ M, òàêîé, ÷òî 〈i, α1〉 = r1, 〈i, α2〉 = r2. Âîçüìåì
u = On

1 (U [i]). Òîãäà u(a1) = U [i](a1, O, . . . , O) = U [i](〈Z, α1〉) = 〈i, α1〉 = r1

è àíàëîãè÷íî u(a2) = r2.
Ïóñòü íàøëèñü äâå ôóíêöèè u, u′ ∈ U 1

M, óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâà-
íèÿì âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ. Âîçüìåì j ∈ N ñ äóàëüíû-
ìè êîîðäèíàòàìè (a1, a2, a2, . . . , a2). Ïîñêîëüêó a1 6= a2, 〈j, ω1〉 6= 〈j, ω2〉,
è j íåâûðîæäåí. Îáîçíà÷èì i = V(j)[u], i′ = V(j)[u

′]. Òîãäà 〈i,Ω〉 =

(r1, r2, r2, . . . , r2) = 〈i′,Ω〉, îòêóäà, ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.2, i = i′. Òåïåðü
u(〈j, α〉) = 〈i, α〉 = 〈i′, α〉 = u′(〈j, α〉) äëÿ ëþáîãî α ∈ N , è ïîñêîëüêó,
ââèäó àêñèîìû À3, 〈j, α〉 ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç R, u = u′.
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Ïðåäëîæåíèå 1.20. Äëÿ ëþáûõ a1, a2, r ∈ R, a1 6= a2, ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u ∈ U 2

N , äëÿ êîòîðîé u(a1, a2) = r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Âîçüìåì i ∈ M ñ äóàëüíû-
ìè êîîðäèíàòàìè (a1, a2, a2, . . . , a2). Ïîñêîëüêó a1 6= a2, îí íåâûðîæ-
äåí. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé α ∈ N , ÷òî 〈i, α〉 = r. Ïóñòü òåïåðü u =

U [α] ◦ (ρ1, ρ2, ρ2, . . . , ρ2), ãäå ρ1, ρ2 ∈ U2
N � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè (ñì.

ïðåäëîæåíèå 1.7). Êàê ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèè èç Um
N ñ m ôóíêöèÿìè èç

U2
N , îíà áóäåò, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2, ïðèíàäëåæàòü U 2

N . Ïðè ýòîì
u(a1, a2) = U [α](a1, a2, . . . , a2) = 〈i, α〉 = r, ïîýòîìó ôóíêöèÿ u óäîâëåòâî-
ðÿåò òðåáóåìûì íàìè óñëîâèÿì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðàññìîòðèì β1, β2 ∈ N ñ äóàëüíû-
ìè êîîðäèíàòàìè (a1, . . . , a1), (a2, . . . , a2), ñîîòâåòñòâåííî. β1, β2 íå ðàâíû,
è çíà÷èò, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.18, íåçàâèñèìû. Ïóñòü u, u′ ∈ U2

N óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ. Îáîçíà÷èì α = V(β1,β2)[u], α′ = V(β1,β2)[u

′].
Òîãäà 〈Z, α〉 = (r, . . . , r) = 〈Z, α′〉, α = α′, îòêóäà, êàê è ðàíüøå, êîãäà ìû
äîêàçûâàëè åäèíñòâåííîñòü, u = u′.

Ïðåäëîæåíèå 1.21. Ïóñòü i ∈ M, j ∈ [i]. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ u ∈
U1
M, ÷òî j = V(i)[u].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì 〈i,Ω〉 = (a1, . . . , am), 〈j,Ω〉 = (b1, . . . , bm). Â
ñèëó ëåììû 1.6 íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ôóíêöèþ u ∈ U 1

M, òàêóþ, ÷òî u(aq) =

bq, q = 1, . . . ,m.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî i íåâûðîæäåí, òî åñòü íå âñå a1, . . . , am ðàâ-

íû äðóã äðóãó. Ïóñòü s òàêîâî, ÷òî as 6= a1. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 1.20, äëÿ q = 2, . . . , ŝ, . . . ,m íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè uq ∈ U2

N , ÷òî
aq = uq(a1, as). Ïóñòü v = U(i)[j], òî åñòü 〈j, α〉 = v(〈i, α〉) äëÿ âñåõ
α ∈ N . Òîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå íà ìåñòî α ýëåìåíòîâ ω1, . . . , ωm ïîëó÷à-
åì bt = v(at), t = 1, . . . ,m. Ïîëüçóÿñü ïðåäëîæåíèåì 1.4, ïîëó÷èì òåïåðü
bq = v(aq) = v(uq(a1, as)) = uq(v(a1), v(as)) = uq(b1, bs), q = 2, . . . , ŝ, . . . ,m.
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Â êà÷åñòâå u âîçüìåì ôóíêöèþ èç U 1

M, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
u(a1) = b1, u(as) = bs. Äëÿ q = 2, . . . , ŝ, . . . ,m òåïåðü èìååì â ñèëó ðà-
íåå äîêàçàííîãî : u(aq) = u(uq(a1, as)) = uq(u(a1), u(as)) = uq(b1, bs) = bq,
÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.

Â ñëó÷àå âûðîæäåííîãî i ýëåìåíò j ∈ [i], î÷åâèäíî, òîæå âûðîæäåí, è â
êà÷åñòâå u ìîæíî âçÿòü ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ.

Ëåììà 1.12. Ïóñòü i′ ∈ M, i ∈ [i′] ⊆ M íåâûðîæäåí, è u = U(i′)[i]

(u ∈ U 1
M ïî ïðåäëîæåíèþ 1.21). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ u′ ∈ U 1

M, ÷òî
u ◦ u′ = id : R → R. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ k = 1 è ïðîñòðàíñòâà M
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ó1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì u(〈i′, ωq〉) = aq, q = 1, . . . ,m. Òîãäà
(a1, . . . , am) = (u(〈i′, ω1〉, . . . , 〈i′, ωm〉)) = 〈i,Ω〉. Ïîñêîëüêó i íåâûðîæ-
äåí, íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ s, ÷òî as 6= a1. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 1.19, ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ u′ ∈ U1

M, òàêóþ, ÷òî u′(a1) = 〈i′, ω1〉,
u′(as) = 〈i′, ωs〉. Ïîêàæåì, ÷òî u′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû. Îáîçíà-
÷èì u ◦ u′ = v. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2, v ∈ U 1

M. Ïðè ýòîì v(a1) = a1,
v(as) = as, ÷òî, ââèäó óòâåðæäåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ïðåäëîæåíèÿ 1.19, äàåò
òðåáóåìîå v = id.

Ñëåäñòâèå 1.4. Ïóñòü u ∈ U1
M, u íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé ôóíêöè-

åé. Òîãäà u îáðàòèìà, è îáðàòíàÿ åé ôóíêöèÿ òàêæå ëåæèò â U 1
M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåðÿ i′ = z1 (îí íåâûðîæäåí, íàïðèìåð, â ñèëó àêñèî-
ìû À2), i = V(z1)[u], ìû ïîëó÷àåì, ÷òî u = U(i′)[i], è ýëåìåíòû i, i′ óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû. Òðåáóåìîå íàì óòâåðæäåíèå òåïåðü ñëåäóåò èç
óòâåðæäåíèÿ ëåììû.

Ïðåäëîæåíèå 1.22. Ïóñòü α1, α2 ∈ N , α1 6= α2. Ïóñòü α ∈ [α1, α2].
Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ u ∈ U2

N , ÷òî α = V(α1,α2)[u].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì 〈Z, α〉 = (b1, . . . , bn), 〈Z, αp〉 = (ap1, . . . , apn),
p = 1, 2. Ïîñêîëüêó α1 6= α2, íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ s, ÷òî a1s 6= a2s. Îáîçíà-
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÷èì çà uq ∈ U1

M, q = 1, . . . , ŝ, . . . , n, ôóíêöèè, çàäàííûå ñëåäóþùèìè ñîîò-
íîøåíèÿìè: uq(a1s) = a1q, uq(a2s) = a2q. Åñëè v = U(α1,α2)[α], òî åñòü 〈i, α〉 =

v(〈i, α1〉, 〈i, α2〉), äëÿ âñåõ i ∈M, òî ïðè ïîäñòàíîâêå íà ìåñòî i ýëåìåíòîâ
z1, . . . , zn ïîëó÷àåì bt = v(a1t, a2t), t = 1, . . . , n. Òîãäà bq = v((a1q, a2q) =

v(uq(a1s), uq(a2s)) = uq(v(a1s, a2s)) = uq(bs), q = 1, . . . , ŝ, . . . , n. Áåðÿ â êà÷å-
ñòâå u ôóíêöèþ èç U 2

N , äëÿ êîòîðîé u(a1s, a2s) = bs, ïîëó÷àåì òåïåðü äëÿ
q 6= s: u(a1q, a2q) = u(uq(a1s), uq(a2s)) = uq(u(a1s, a2s)) = uq(bs) = bq, ÷òî, ñ
ó÷åòîì, ëåììû 1.6, è äàåò íàì òðåáóåìîå.

Ëåììà 1.13. Ïóñòü (α′1, α
′
2) = A′ ∈ N k, α1, α2 ∈ [α′1, α

′
2] ⊆ N íåçàâèñè-

ìû, u1 = UA′[α1], u2 = UA′[α2] (u1, u2 ∈ U2
N ïî ïðåäëîæåíèþ 1.22). Òîãäà

îòîáðàæåíèå (u1, u2) : R2 → R2 (äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ îòîáðà-
æåíèé R2 → R) áèåêòèâíî, è íàéäóòñÿ òàêèå u′1, u′2 ∈ U2

N , ÷òî îòîá-
ðàæåíèå (u′1, u

′
2) : R2 → R2 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ (u1, u2).

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ k = 2 è ïðîñòðàíñòâà N âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ó1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì (u1, u2)(〈zq,A′〉) = (a1q, a2q), q = 1, . . . , n. Òî-
ãäà (ap1, . . . , apn) = (up(〈z1,A

′〉), . . . , up(〈zn,A′〉)) = (〈z1, αp〉, . . . , 〈zn, αp〉) =

〈Z, αp〉, p = 1, 2.
Ïîñêîëüêó α1, α2 íåçàâèñèìû, íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ s, ÷òî a1s 6= a2s.

Îïðåäåëèì u′p ∈ U2
N ðàâåíñòâîì u′p(a1s, a2s) = 〈zs, α′p〉, p = 1, 2. Ñî-

ãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2 (u1, u2) ◦ (u′1, u
′
2) = (v1, v2) : R2 → R2 äëÿ

íåêîòîðûõ v1, v2 ∈ U 2
N . Ïîêàæåì, ÷òî v1, v2 ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè

ôóíêöèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, vp(a1s, a2s) = up(u
′
1(a1s, a2s), u

′
2(a1s, a2s)) =

up(〈zs, α′〉, 〈zs, α′2〉) = aps, p = 1, 2, ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèé vp. Ïîñêîëüêó
êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ëåæàò â U 2

N , îòñþäà ñëåäóåò, â ñèëó åäèíñòâåííî-
ñòè, ÷òî ôóíêöèè v1, v2 ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè, è, çíà÷èò, îòîáðàæåíèå
(v1, v2) òîæäåñòâåííî.

Ëåììà 1.14. Ïóñòü ýëåìåíòû α1, α2 ∈ N èìåþò äóàëüíûå êîîðäèíàòû
(e,O, . . . , O), (O, e,O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñèñòåìà α1, α2, ω0

íåçàâèñèìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ω0 /∈ [α1, α2]. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ñîãëàñíî ëåììå 1.7 (óñëîâèå Ó1 âûïîëíÿåòñÿ ââèäó ëåììû 1.13)
íàøëàñü áû òàêàÿ ôóíêöèÿ u ∈ U 2

N , ÷òî u(e,O) = O, u(O, e) = O. Íî
èç ïåðâîãî èç ýòèõ óñëîâèé, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ïðåäëî-
æåíèÿ 1.20, ñëåäóåò, ÷òî u ñîâïàäàåò ñî âòîðîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé
(ïîñêîëüêó êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ëåæàò â U 2

N è äëÿ âòîðîé êîîðäèíàò-
íîé ôóíêöèè ρ2 òàêæå âûïîëíåíî ρ2(e,O) = O). Àíàëîãè÷íî, èç óñëîâèÿ
u(O, e) = O ñëåäóåò, ÷òî u ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé
� ïðîòèâîðå÷èå. Ïîñêîëüêó, ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.18, α1 è α2 íåçàâèñè-
ìû, îòñþäà ñëåäóåò, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1 ïðåäëîæåíèÿ 1.5, ÷òî ñèñòåìà
ýëåìåíòîâ α1, α2, ω0 íåçàâèñèìà.

Ïðåäëîæåíèå 1.23. m ≥ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå �m = 2. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåä-
ëîæåíèþ 1.5, N = [ω1, ω2]. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû α1, α2 ∈ N , èìåþùèå
äóàëüíûå êîîðäèíàòû (e,O, . . . , O), (O, e,O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî. Ñî-
ãëàñíî ëåììå 1.14, ñèñòåìà α1, α2, ω0 íåçàâèñèìà. Íî α1, α2, ω0 ∈ [ω1, ω2]

� ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåäëîæåíèå 1.24. Äëÿ ëþáûõ r1, r2, r3 ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ u ∈ U 2

M, òàêàÿ, ÷òî u(e,O) = r1, u(O, e) = r2, u(O,O) = r3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Âîçüìåì α1, α2 ∈ N , ñ äóàëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè (e,O, . . . , O), (O, e,O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñ-
íî ëåììå 1.14, ñèñòåìà ýëåìåíòîâ α1, α2, ω0 íåçàâèñèìà. Òîãäà ìû ìîæåì
âûáðàòü i ∈ M òàê, ÷òîáû 〈i, α1〉 = r1, 〈i, α2〉 = r2, 〈i, ω0〉 = r3. Ôóíêöèÿ
u = On

2 (U [i]), ëåãêî âèäåòü, áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íàøèì òðåáîâàíèÿì.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè âîçüìåì j1, j2 ∈ M ñ äóàëüíûìè

êîîðäèíàòàìè (e,O, . . . , O), (O, e,O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, j2

íåâûðîæäåí. Çàìåòèì, ÷òî j1 /∈ [j2], òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëàñü
áû, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.21 è ëåììå 1.7 (ìû ïîëüçóåìñÿ òàêæå äîêàçàí-
íûì m ≥ 3) , òàêàÿ ôóíêöèÿ v ∈ U 1

M, ÷òî v(O) = e, v(e) = O, v(O) = O �
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ïðîòèâîðå÷èå. Òåïåðü ââèäó ñëåäñòâèÿ 1.1 ïðåäëîæåíèÿ 1.5 (óñëîâèå Ó1
âûïîëíåíî ïî ëåììå 1.12), ïîëó÷àåì, ÷òî j1 è j2 íåçàâèñèìû. Åñëè òå-
ïåðü u, u′ ∈ U2

M óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ, òî äëÿ ýëåìåíòîâ
i = V(j1,j2)[u], i′ = V(j1,j2)[u

′] ïîëó÷àåì 〈i,Ω〉 = (r1, r2, r3, . . . , r3) = 〈i′,Ω〉,
îòêóäà i = i′, è, ïðèìåíÿÿ äëÿ j1, j2, àêñèîìó À3, êàê è â äðóãèõ äîêàçà-
òåëüñòâàõ åäèíñòâåííîñòè, ïîëó÷àåì u = u′.

Ïðåäëîæåíèå 1.25. Äëÿ ëþáûõ r1, r2 ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ u ∈ U 3

N , òàêàÿ, ÷òî u(e,O,O) = r1, u(O, e,O) = r2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Âîçüìåì i1, i2 ∈M òàê, ÷òîáû
〈i1,Ω〉 = (e,O, . . . , O), 〈i2,Ω〉 = (O, e,O, . . . , O). Êàê ìû ïîêàçàëè ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.24, îíè íåçàâèñèìû. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé α ∈
N , ÷òî 〈i1, α〉 = r1, 〈i2, α〉 = r2. Âîçüìåì u = U [α] ◦ (ρ1, ρ2, ρ3, ρ3, . . . , ρ3) ∈
U3
N , ãäå ρ1, ρ2, ρ3 ∈ U3

N � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè. Êàê è â ïðåäûäóùèõ
ñëó÷àÿõ, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò íàøèì òðåáîâàíèÿì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðàññìîòðèì ýëåìåíòû α1, α2 ∈ N
ñ äóàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (e,O, . . . , O), (O, e,O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ u, u′ ∈ U 3

N , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ, îáîçíà÷àåì
α = V(α1,α2,ω0)[u], α′ = V(α1,α2,ω0)[u

′], è, ïðèìåíÿÿ îáû÷íûå ðàññóæäåíèÿ,
ïîëó÷àåì, ÷òî i = i′ è, ââèäó íåçàâèñèìîñòè α1, α2, ω0 (ëåììà 1.14), u = u′.

Îòìåòèì, ÷òî âûøå íàìè áûëî äîêàçàíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ó1 äëÿ
ïðîñòðàíñòâàM ïðè k = 1 (ëåììà 1.12) è äëÿ ïðîñòðàíñòâà N ïðè k = 1, 2

(ñëåäñòâèå 1.3, ëåììà 1.13). Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ñâîáîäíî ññûëàòüñÿ â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèòóàöèÿõ íà ïðåäëîæåíèå 1.5 è åãî ñëåäñòâèå 1.1.

Ñòðóêòóðà òåëà íà R è âèä 〈,〉

Ââåäåì íà R îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ · ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü a, b ∈ R.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.19 íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕa ∈ U1

M, òàêàÿ,



48
÷òî ϕa(e) = a, ϕa(O) = O. Óìíîæåíèå â R îïðåäåëÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê
ôóíêöèè ϕa òàê æå, êàê è â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íóëåé âM è N :

a · b := ϕa(b), ϕa ∈ U 1
M : ϕa(e) = a, ϕa(O) = O.

Ââåäåì íà R îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü f ∈ U2
M �

ôóíêöèÿ, ñóùåñòâóþùàÿ ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.24, òàêàÿ, ÷òî f(e,O) = e,
f(O, e) = e, f(O,O) = O. Äëÿ a, b ∈ R ïîëîæèì

a+ b := f(a, b).

Ïîêàæåì, ÷òî óìíîæåíèå íà R ìîæíî ââåñòè äâîéñòâåííûì îáðàçîì ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèé èç UN . Ïóñòü a, b ∈ R. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.20 íàéäåòñÿ
åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕb ∈ U2

N , òàêàÿ, ÷òî ϕb(e,O) = a. Ïîêàæåì, ÷òî

a · b = ϕb(a,O).

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.4, ϕb(a,O) = ϕb(ϕa(e), ϕa(O)) =

ϕa(ϕ
b(e,O)) = ϕa(b) = a · b.

Äàëåå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b ∈ R ÷åðåç ϕa, ϕb, f áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ
îïðåäåëåííûå âûøå ôóíêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 1.26. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (R,+· , O, e) ÿâëÿåòñÿ òå-
ëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ïî÷òè ïîëíîñòüþ
ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðåäëîæåíèÿ 1.11, íóæíî ëèøü ïðîâåðÿòü
óñëîâèå ϕ(O) = O äëÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ϕ ∈ U 1

M.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ R âåðíî e · a = a · e = a. Ââèäó óòâåð-

æäåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ïðåäëîæåíèÿ 1.19, ϕe ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííîé
ôóíêöèåé (î÷åâèäíî ëåæàùåé â U1

M), è ïîòîìó e · a = ϕe(a) = a. ×òî
æå êàñàåòñÿ ôóíêöèè ϕe ∈ U2

N , ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.20 îíà ñîâïàäà-
åò ñ êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé ρ1 ∈ U 2

N , äëÿ êîòîðîé òàêæå ρ1(e,O) = e,
ρ1(O,O) = O. Òåïåðü, âñëåäñòâèå äâîéñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ
a · e = ϕe(a,O) = ρ1(a,O) = a.
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Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ R âûïîëíÿåòñÿ (a · b) · c = a · (b · c).

Äåéñòâèòåëüíî, a · (b · c) = ϕa(b · c) = ϕa(ϕb(c)) = ϕ(c), ãäå ϕ = ϕa ◦ ϕb ∈
U1
M. Ïðè ýòîì ϕ(e) = ϕa(ϕb(e)) = ϕa(b) = a · b, ϕ(O) = ϕa(ϕb(O)) = O,

îòêóäà ϕ = ϕa·b è, ïî îïðåäåëåíèþ óìíîæåíèÿ, ϕ(c) = (a · b) · c, ÷òî íàì è
òðåáîâàëîñü.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ R∗ íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò b ∈ R,
òàêîé, ÷òî a·b = b·a = e. Ôóíêöèÿ ϕa îáðàòèìà â U1

M, ïî ñëåäñòâèþ 1.4 ëåì-
ìû 1.12. Îáîçíà÷èì ϕ−1

a = ϕ. Âîçüìåì b = ϕ(e). ϕ(O) = O ïî ïîñòðîåíèþ,
è èç ïðåäëîæåíèÿ 1.19 ïîëó÷àåì ϕ = ϕb. Òîãäà b · a = ϕ(a) = e.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òàêóþ (ñóùåñòâóþùóþ, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.20)
ôóíêöèþ ϕ′ ∈ U 2

N , ÷òî ϕ(a,O) = e, ϕ(O,O) = O. Îáîçíà÷èì ϕ(e,O) = b′.
òîãäà, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.20, ϕ = ϕb

′, è a · b′ = ϕ(a,O) = e. Ðàâåíñòâî b = b′

è åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà ñëåäóþò òåïåðü èç ðàíåå äîêàçàííûõ
àññîöèàòèâíîñòè è ñâîéñòâà åäèíèöû.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R âûïîëíÿåòñÿ a + b = b + a. Ïóñòü τ :

R2 → R2 � ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3, f ′ = f ◦ τ ∈ U2
M.

Ïðè ýòîì f ′(e,O) = f(O, e) = e, f ′(O, e) = e, f ′(O,O) = O. Òîãäà â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 1.24 f ′ = f . Ïðè ýòîì b + a = f(b, a) = f ′(a, b), è ïîòîìó
b+ a = a+ b.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ R âåðíî a+O = a. Îáîçíà÷èì f ′ = O2
1(f) ∈

U1
M. Òîãäà f ′(e) = e, f ′(O) = O, è f ′ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé ôóíêöèåé.

Òåïåðü a+O = f(a,O) = f ′(a) = a.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ R âûïîëíÿåòñÿ (a+b)+c = a+(b+c).

Ìû ìîæåì äàëåå ñ÷èòàòü a îòëè÷íûì îò O � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñðàçó
ïîëó÷àåì èç óæå äîêàçàííîãî (O + b) + c = b + c = O + (b + c). Ïóñòü
β ∈ N òàêîâî, ÷òî 〈z1, β〉 = a, 〈z2, β〉 = c. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ ∈ U1

M,
òàêóþ, ÷òî ϕ(a) = b, ϕ(O) = O. Îáîçíà÷èì j = V(z1)[ϕ] ∈ [z1]. Òîãäà 〈j, β〉 =

ϕ(〈z1, β〉) = b, 〈j, ω0〉 = ϕ(〈z1, ω0〉) = O. Ïóñòü j1 = V(z1,j)[f ], j2 = V(j,z2)[f ] �
òîãäà 〈j1, β〉 = a + b, 〈j2, β〉 = b + c, 〈j1, ω0〉 = f(O,O) = O, 〈j2, ω0〉 = O.
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Íàêîíåö, ïóñòü i1 = V(j1,z2)[f ], i2 = V(z1,j2)[f ]. Òîãäà 〈i1, ω0〉 = 〈i2, ω0〉 = O,

〈i1, β〉 = (a+ b) + c , 〈i2, β〉 = a+ (b+ c). (1.3.3)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 1.4 è ïîñòðîåíèÿ âñå ýëåìåíòû j, j1, j2, i1,
i2 ëåæàò â [z1, z2]. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû (ε1, ε2) = E ∈ N 2 ñ äóàëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè (e,O, . . . , O), (O, e,O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî. Îáî-
çíà÷èì (〈j, E〉) = (x, y). Ïî ïîñòðîåíèþ, 〈i1, ε1〉 = f(〈j1, ε1〉, 〈z2, ε1〉) =

f(f(〈z1, ε1〉, 〈j, ε1〉), 〈z2, ε1〉) = f(f(e, x), O) = f(e, x). Àíàëîãè÷íî ïîëó-
÷àåì 〈i1, ε2〉 = f(f(O, y), e) = f(y, e), 〈i2, ε1〉 = f(e, f(x,O)) = f(e, x),
〈i2, ε2〉 = f(O, f(y, e)) = f(y, e). Òàêèì îáðàçîì, 〈i1, E〉 = 〈i2, E〉. Îáîçíà-
÷èì u1 = U(z1,z2)[i1], u2 = U(z1,z2)[i2]. Òîãäà u1(e,O) = u1(〈z1, ε1〉, 〈z2, ε1〉) =

〈i1, ε1〉 = 〈i2, ε1〉 = u2(e,O), è àíàëîãè÷íî u1(O, e) = u2(O, e). Êðî-
ìå òîãî, u1(O,O) = u1(〈z1, ω0〉, 〈z2, ω0〉 = 〈i1, ω0〉 = O, è àíàëîãè÷-
íî u2(O,O) = O. Òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.24, u1 = u2. Ïîýòîìó
〈i1, β〉 = u1(〈z1, β〉, 〈z2, β〉) = u2(〈z1, β〉, 〈z2, β〉) = 〈i2, β〉, ÷òî, â ñèëó ðà-
âåíñòâ (1.3.3), è äàåò íàì òðåáóåìóþ àññîöèàòèâíîñòü.

Ïîêàæåì, òî äëÿ êàæäîãî a ∈ R íàéäåòñÿ ýëåìåíò b ∈ R, äëÿ êîòî-
ðîãî a + b = O (åãî åäèíñòâåííîñòü èçâåñòíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç àññî-
öèàòèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ). Îáîçíà÷èì z = V(z1,z2)[f ] Çà-
ìåòèì, ÷òî z è z1 íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñî-
ãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1 ïðåäëîæåíèÿ 1.5 , ëèáî z ∈ [z1], ëèáî z1 âûðîæ-
äåí. Ïîñëåäíÿÿ âîçìîæíîñòü î÷åâèäíî èñêëþ÷åíà (íàïðèìåð, ââèäó àê-
ñèîìû À2). Ïóñòü z ∈ [z1]. Âîçüìåì òàêîé α ∈ N , ÷òî 〈z1, α〉 = O,
〈z2, α〉 = e. Òîãäà 〈z1, α〉 = 〈z1, ω0〉, îòêóäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ çàâè-
ñèìîñòè, 〈z, α〉 = 〈z, ω0〉, è e = f(O, e) = 〈z, α〉 = 〈z, ω0〉 = f(O,O) = O �
ïðîòèâîðå÷èå, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî z, z1 íåçàâèñèìû. Âîçüìåì òåïåðü
òàêîé α ∈ N , ÷òî 〈z1, α〉 = a, 〈z, α〉 = O. Îáîçíà÷èì 〈z2, α〉 = b. Òîãäà
a+ b = f(a, b) = f(〈z1, α〉, 〈z2, α〉) = 〈z, α〉 = O, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.

Ïîêàæåì ëåâóþ äèñòðèáóòèâíîñòü. Ïóñòü a, b, c ∈ R. c · (a + b) =

ϕc(f(a, b)). Îáîçíà÷èì u = ϕc◦f ∈ U 2
M. Òîãäà u(e,O) = ϕc(e) = c, u(O, e) =
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c, u(O,O) = O. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, c · a + c · b = f(ϕc(a), ϕc(b)) = u′(a, b)

äëÿ íåêîòîðîé u′ ∈ U2
M. Ïðè ýòîì u′(e,O) = f(c , O) = c, u′(O, e) = c,

u′(O,O) = O. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.24, u = u′, ÷òî äàåò
ëåâóþ äèñòðèáóòèâíîñòü.

Ïîêàæåì ïðàâóþ äèñòðèáóòèâíîñòü. (a + b) · c = ϕc(f(a, b), O).
Ïðåîáðàçóåì äàëåå, ïîëüçóÿñü ïðåäëîæåíèåì 1.4: ϕc(f(a, b), O) =

ϕc(f(a, b), f(O,O)) = f(ϕc(a,O), ϕc(b, O)) = a · c + b · c � ïðàâàÿ äèñ-
òðèáóòèâíîñòü äîêàçàíà.

Ïóñòü f ∗ ∈ U 3
N � ôóíêöèÿ, ñóùåñòâóþùàÿ ïî ïðåäëîæåíèþ 1.25, òàêàÿ,

÷òî f ∗(e,O,O) = e, f ∗(O, e,O) = e. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R

a+ b = f ∗(a, b, O).

Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî f ∗(a,O,O) = a. Ïóñòü f ′ = f ◦(ρ1, ρ2, ρ2) ∈ U2
N ,

ãäå ρ1, ρ2 ∈ U 2
N � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè. Òîãäà f ′(e,O) = f ∗(e,O,O) = e,

è f ′ = ϕe ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.20. Îòñþäà f ∗(a,O,O) = ϕe(a,O) =

a · e = a. Àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f ′′ = f ◦ (ρ2, ρ1, ρ2), ïîêà-
çûâàåòñÿ f ∗(O, b,O) = b. Òåïåðü, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.4, f ∗(a, b, O) =

f ∗(f(a,O), f(O, b), f(O,O)) = f(f ∗(a,O,O), f ∗(O, b,O)) = f(a, b) = a+ b.

Çàäàäèì íà M îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è äîìíîæåíèÿ íà ýëåìåíò èç R.
Ïóñòü i, j ∈M. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

i+ j := V(i,j)[f ]; a · i := V(i)[ϕa].

Â êà÷åñòâå íóëÿM (â ñìûñëå çàäàííîé ñòðóêòóðû) âîçüìåì z0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ââåäåííûå îïåðàöèè çàäàþò íàM ñòðóê-

òóðó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, óñòàíîâèì åãî èçîìîðôèçì (áèåêöèþ, ñî-
õðàíÿþùóþ îïåðàöèè è íîëü) ñ ëåâûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñòðîê
äëèíû m íàä R. Ñîãëàñíî àêñèîìàì À2 è À6, îòîáðàæåíèå πΩ :M→ Rm

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Î÷åâèäíî, πΩ(z0) = (O, . . . , O). Ïîêàæåì, ÷òî πW ñî-
õðàíÿåò îïåðàöèè. Äëÿ i, j ∈ M èìååì â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà
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V(i,j): 〈(i+ j),Ω〉 = 〈V(i,j)[f ],Ω〉 = (f(〈i, α1〉, 〈j, α1〉), . . . , f(〈i, αn〉, 〈j, αn〉)) =

〈i,Ω〉+〈j,Ω〉. Äàëåå, åñëè a ∈ R, òî 〈a·i,Ω〉 = (ϕa(〈i, α1〉), . . . , ϕa(〈i, αn〉)) =

a · 〈i,Ω〉, ÷òî íàì è òðåáóåòñÿ.
Çàäàäèì òåïåðü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð â N ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. Ïóñòü α, β ∈ N , a ∈ R, ϕa ∈ U1
N îïðåäåëåíà, êàê ðàíüøå.

Ïîëîæèì
α + β := V(α,β,ω0)[f ]; α · a := V(α,ω0)[ϕ

a]. (1.3.4)

Â êà÷åñòâå íóëÿ N â ñìûñëå çàäàííîé ñòðóêòóðû âîçüìåì ω0. Òîãäà
áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå πZ : N → Rn íà âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ñòðîê äëèíû n áóäåò ñîõðàíÿòü íóëü è îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è äîìíîæå-
íèÿ íà ñêàëÿð, çàäàâàÿ òåì ñàìûì èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïîêàæåì ýòî. Äëÿ α, β ∈ R èìååì πZ(α + β) = 〈Z, V(a,β,ω0)[f ]〉 =

(f(〈z1, α〉, 〈z1, β〉, 〈z1, ω0〉, . . . , f(〈zn, α〉, 〈zn, β〉, 〈zn, ω0〉) = 〈Z, α〉 + 〈Z, β〉 ïî
îïðåäåëåíèþ ñëîæåíèÿ è ïîñêîëüêó 〈Z, ω0〉 = (O, . . . , O). Àíàëîãè÷íî, äëÿ
a ∈ R ïîëó÷àåì πZ(α · a) = (ϕa(〈z1, α〉, O), . . . , ϕa(〈zn, α〉, O)) = 〈Z, α〉 · a.
Ñîõðàíåíèå íóëÿ î÷åâèäíî. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 1.27.M è N ñ ââåäåííûìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ëåâûì
ðàçìåðíîñòè m è ïðàâûì ðàçìåðíîñòè n, ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè íàä òåëîì R (ñ íóëÿìè z0 è ω0, ñîîòâåòñòâåííî).

Ëåììà 1.15. Áèôîðìà 〈,〉 ëèíåéíà ñëåâà íàM×N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i, j ∈ M, α ∈ N , a ∈ R, ϕa ∈ U1
M òàêîâà, ÷òî

ϕa(e) = a. Òîãäà 〈i + j, α〉 = 〈V(i,j)[f ], α〉 = f(〈i, α〉, 〈j, α〉) = 〈i, α〉 + 〈j, α〉,
è àíàëîãè÷íî 〈a · i, α〉 = ϕa(〈i, α〉) = a · 〈i, α〉.

Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâîM∈M ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M = {i ∈M : 〈i, ω0〉 = O}.

Ëåììà 1.16.M ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè
1 âM.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i, j ∈M, a ∈ R. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïå-
ðàöèé íàM è îïðåäåëåíèþ çàâèñèìîñòè, à òàêæå äîêàçàííîé íàìè ëèíåé-
íîñòè áèôîðìû ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó 〈a · i, ω0〉 = ϕa(〈i, ω0〉) = ϕa(O) = O,
〈i + j, ω0〉 = f(〈i, ω0〉, 〈j, ω0〉) = O, îòêóäà, ñîîòâåòñòâåííî, a · i ∈ M è
i+ j ∈M. Ìû ïîêàçàëè, ÷òîM ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Îáîçíà÷èì çà z ëþáîé ýëåìåíòM, äëÿ êîòîðîãî 〈z, ω0〉 = e (îí íàéäåòñÿ
ïî àêñèîìå À3). Òîãäà R · z +M = M. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü i ∈ M.
Îáîçíà÷èì 〈i, ω0〉 = r. Òîãäà 〈i − r · z, ω0〉 = 〈i, ω0〉 − r · 〈z, ω0〉 = O,
îòêóäà i − r · z ∈ M, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå î
êîðàçìåðíîñòè.

Ëåììà 1.17. Áèôîðìà áèëèíåéíà è íåâûðîæäåíà íà ìíîæåñòâå àðãó-
ìåíòîâM×N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâàÿ ëèíåéíîñòü äîêàçàíà ëåììîé 1.15. Ïîêàæåì ïðà-
âóþ ëèíåéíîñòü. Ïóñòü i ∈M, α, β ∈ N . Òîãäà 〈i, α+β〉 = 〈i, V(α,β,ω0)[f ]〉 =

f(〈i, α〉, 〈i, β〉, 〈i, ω0〉) = f(〈i, α〉, 〈i, β〉, O) = 〈i, α〉 + 〈i, β〉, è àíàëîãè÷íî ñ
äîìíîæåíèåì íà ýëåìåíò èç R.

Íåâûðîæäåííîñòü áèôîðìû íàM×N ñëåâà òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç àê-
ñèîìû íåâûðîæäåííîñòè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1, ýòî äàåò åå (äâóñòîðîííþþ)
íåâûðîæäåííîñòü.

Íåâûðîæäåííîñòü áèôîðìû íà M × N äîêàçàíà, è ìû ïîëó÷àåì èç
òåîðåìû 1.2, ÷òî ðàçìåðíîñòèM è N ðàâíû, òî åñòü m− 1 = n.

Âûáåðåì òåïåðü âM è N äóàëüíûå áàçèñû z′1, . . . , z
′
n è ω′1, . . . , ω′n, ñîîò-

âåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì òàêæå ýëåìåíò ze ∈M\M, òàêîé, ÷òî 〈ze, α〉 = e

äëÿ ëþáîãî α ∈ N (òàêîé ýëåìåíò íàéäåòñÿ â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.17:
ze = V [u] äëÿ ôóíêöèè u ∈ U 1

M, òîæäåñòâåííî ðàâíîé e). Îáîçíà÷èì
(z′1, . . . , z

′
n) = Z ′, (ω′1, . . . , ω

′
n, w0) = Ω′. (Îáîçíà÷àåì òàêæå ω0 = ω′n+1).

Äîêàæåì âûïîëíåíèå ôîðìóëû 1.2.2. Ïóñòü i ∈ M, α ∈ N . Îáîçíà÷èì
〈Z ′, α〉 = (ξ1, . . . , ξn), 〈i,Ω′〉 = (x1, . . . , xn+1). Çàìåòèì, ÷òî

i = xn+1 · ze + i′, (1.3.5)
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ãäå i′ ∈M. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëà 1.3.5 îçíà÷àåò ïðîñòî, ÷òî i′ = i−xn+1·
ze, è òîãäà 〈i′, ω0〉 = 〈i, ω0〉 − 〈xn+1 · ze, ω0〉 = xn+1 − xn+1 · e = O, îòêóäà
ïîëó÷àåì íóæíîå íàì i′ ∈ M. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ k = 1, . . . , n 〈i′, ω′k〉 =

〈i, ω′k〉 − 〈xn+1 · ze, ω′k〉 = xk − xn+1. Ïîñêîëüêó 〈,〉 áèëèíåéíà íà M×N ,
ìû ïîëó÷àåì èç ëåììû 1.1 〈i′, α〉 = 〈i′, ω′1〉 · 〈z′1, α〉+ . . .+ 〈i′, ω′n〉 · 〈z′n, α〉 =

(x1 − xn+1) · ξ1+, . . . ,+(xn − xn+1) · ξn.
Òåïåðü ïîëó÷àåì, ïîëüçóÿñü ëåâîé ëèíåéíîñòüþ áèôîðìû: 〈i, α〉 =

〈xn+1 · ze, α〉+ 〈i′, α〉 = xn+1 + (x1 − xn+1) · ξ1 + . . .+ (xn − xn+1) · ξn, ÷òî è
òðåáîâàëîñü.

Ïîêàæåì îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ñëó÷àÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.28. Îòîáðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉 : N → Rn, 〈·,Ω′〉 :M→ Rn+1

áèåêòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïå-
ðàöèé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âM, ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåí-
òîâ z′1, . . . , z′n ëåæèò â [z′1, . . . , z

′
n], à ïîñêîëüêó z′1, . . . , z′n � ëèíåéíûé áàçèñ

M, òî [z′1, . . . , z
′
n] = M. Òîãäà åñëè äëÿ α, α′ ∈ N 〈Z ′, α〉 = 〈Z ′, α′〉, òî

è äëÿ ëþáîãî i ∈ M 〈i, α〉 = 〈i, α′〉, îòêóäà α = α′. Ýòî îçíà÷àåò èíúåê-
òèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉. Àíàëîãè÷íî, [ω′1, . . . , ω

′
n, ω0] = N , ÷òî äàåò

èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ 〈·,Ω′〉.
Ïîñêîëüêó áèôîðìà ëèíåéíà ñëåâà, òî è îòîáðàæåíèå 〈·,Ω′〉 (äåé-

ñòâóþùåå èç M â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû n + 1) ëè-
íåéíî. Ïðè ýòîì îáðàçû ýëåìåíòîâ z′1, . . . , z

′
n, ze, áóäó÷è ñòðîêàìè âèäà

(e,O, . . . , O), . . . , (O, . . . , O, e, O), (e, . . . , e), ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçóþò áà-
çèñ ïðîñòðàíñòâà ñòðîê Rn+1, ïîýòîìó ëþáàÿ ñòðîêà èç Rn+1 ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà êàê îáðàç íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ ýëåìåíòîâ. Îò-
ñþäà ñëåäóåò ñþðúåêòèâíîñòü 〈·,Ω′〉.

Ïîñêîëüêó áèôîðìà ëèíåéíà ñïðàâà íàM×N , à âñå z′1, . . . , z′n ëåæàò â
M, òî è îòîáðàæåíèå 〈Z ′, ·〉 ëèíåéíî. Ïðè ýòîì îáðàçû ýëåìåíòîâ ω′1, . . . , ω′n



55
îáðàçóþò êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñòðîê Rn, ïîýòîìó ëþáàÿ ñòðî-
êà èç Rn ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê îáðàç íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ýòèõ ýëåìåíòîâ. Îòñþäà ñëåäóåò ñþðúåêòèâíîñòü 〈Z ′, ·〉.
Ïðåäëîæåíèå 1.29. Un

M = Ll,an (R), Um
N = Lr,sn+1(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Ūn
M = {UZ ′[i] | i ∈ M}, Ūn

M =

{UZ ′[i] | i ∈ M}. Èç àêñèîìû À5 ñëåäóåò Un
M ⊆ Ūn

M, Um
N ⊆ Ūm

N . Ðàâåí-
ñòâî Ūn

M = Ll,an (R) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû 1.2.2 (â êà÷åñòâå
êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè UZ ′[i] áåðóòñÿ (x1 − xn+1), . . . , (xn − xn+1), xn+1).
Ïîêàæåì, ÷òî Ūm

N = Lr,sn+1(R). Ïóñòü i ∈M, α ∈ N , 〈i,Ω′〉 = (x1, . . . , xn+1),
〈Z ′, α〉 = (ξ1, . . . , ξn). Òîãäà UΩ′[α](x1, . . . , xn+1) = 〈i, α〉 = (x1 − xn+1) · ξ1 +

. . .+ (xn− xn+1) · ξn + xn+1 = x1 · ξ1 + . . .+ xn · ξn + xn+1(−ξ1− . . .− ξn + e).
Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ξ1, . . . , ξn, (−ξ1 − . . . − ξn + e) ìîãóò ïðèíèìàòü
ëþáûå çíà÷åíèÿ, â ñóììå äàþùèå e, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Ìû ïîëó÷èëè Un
M ⊆ Ll,an (R), Um

N ⊆ Lr,sn+1(R). Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåä-
ëèâû îáðàòíûå âêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü u ∈ Lr,sn+1(R), u(x1, . . . , xn+1) = x1 ·
a1 + . . . + xn+1 · an+1. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò α ∈ N , òàêîé, ÷òî 〈Z ′, α〉 =

(
∑n+1

k=1 〈z′1, ωk〉 · ak, . . . ,
∑n+1

k=1 〈z′n, ωk〉 · ak). Ïóñòü i ∈M, îáîçíà÷èì 〈i,Ω′〉 =

(x1, . . . , xn+1). Òîãäà, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà a1 + . . .+ an+1 = e, ïîëó÷àåì

〈i, α〉 =

(x1 − xn+1) ·
n+1∑

k=1

〈z′1, ωk〉 · ak + . . .+ (xn − xn+1) ·
n+1∑

k=1

〈z′n, ωk〉 · ak + xn+1 =

n+1∑

k=1

(
n∑

l=1

(xl − xn+1) · 〈z′l, ωk〉+ xn+1) · ak −
n+1∑

k=1

xn+1 · ak + xn+1 =

n+1∑

k=1

〈i, ωk〉 · ak +O = u(〈i,Ω〉),

è ìû ïîëó÷èëè, ÷òî V [u] = α, ÷òî îçíà÷àåò u ∈ Um
N . Òàêèì îáðàçîì, ìû

ïîêàçàëè, ÷òî Lr,sn+1(R) ⊆ Um
N .

Ïîêàæåì òåïåðü âêëþ÷åíèå Ll,an (R) ⊆ Un
M Ïóñòü u ∈ Ll,an (R),

u(x1, . . . , xn) = a1 · x1 + . . . + an · xn + an+1. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò i ∈ M,
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òàêîé, ÷òî

〈i,Ω′〉 = (
n∑

k=1

ak · 〈zk, ω′1〉+ an+1, . . . ,
n∑

k=1

ak · 〈zk, ω′n+1〉+ an+1).

Ïóñòü α ∈ N , îáîçíà÷èì 〈Z ′, α〉 = (ξ1, . . . , ξn). Òîãäà

〈i, α〉 =

(
n∑

k=1

ak · 〈zk, ω′1〉+ an+1 −
n∑

k=1

ak · 〈zk, ω′n+1〉 − an+1

)
· ξ1 + . . .+

(
n∑

k=1

ak · 〈zk, ω′n〉+ an+1 −
n∑

k=1

ak · 〈zk, ω′n+1〉 − an+1

)
· ξn +

n∑

k=1

ak · 〈zk, ω′n+1〉+ an+1 =

n∑

k=1

ak · (〈zk, ω′1〉 − 〈zk, ω′n+1〉) · ξ1 + . . .+

n∑

k=1

ak · (〈zk, ω′n〉 − 〈zk, ω′n+1〉) · ξn +
n∑

k=1

ak · 〈zk, ω′n+1〉+ an+1 =

n∑

k=1

ak · (
n∑

l=1

(〈zk, ω′l − 〈zk, ω′n+1) · ξl + 〈zk, ω′n+1〉) + an+1 =

n∑

k=1

ak · 〈zk, α〉+ an+1 = u(〈Z, α〉),

è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî u ∈ Un
M, êàê íàì è òðåáîâàëîñü.

Òàêèì îáðàçîì, âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1.4 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
äîêàçàíû.
Çàìå÷àíèå 1.4. Èç ïîñòðîåíèÿ Z ′, Ω′ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ k, l = 1, . . . , n

〈z′k, ω′l〉 = e, åñëè k = l, è 〈z′k, ω′l〉 = O, åñëè k 6= l. Êðîìå òîãî,
〈Z ′, ω′n+1〉 = 〈Z ′, ω0〉 = (O, . . . , O).

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî ñëó÷àé íàëè÷èÿ íóëÿ â N è îòñóòñòâèÿ â M ïî-
ëó÷àåòñÿ èç òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîãî ëèøü ïåðåñòàíîâêîé ïðîñòðàíñòâ
M è N ðîëÿìè. Òîãäà ðàâåíñòâî m = n + 1 ïåðåõîäèò â n = m + 1, ôîð-
ìóëà 1.2.2 � â ôîðìóëó 1.2.3, à ìíîæåñòâà Un

M è Um
N ïåðåõîäÿò äðóã â

äðóãà.
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1.3.4 Â M íåò íóëÿ, â N íåò íóëÿ

Èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèé èç UM, UN

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, îòñóòñòâèå íóëåé â M è â N îçíà÷àåò, ÷òî
âñå ýëåìåíòû M è N íåâûðîæäåíû. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
O ∈ R. Îáîçíà÷èì R∗ = R \ {O}. Ñîãëàñíî àêñèîìå À2, â M íàéäåòñÿ
òàêîé ýëåìåíò z0, ÷òî 〈z0,Ω〉 = (O, . . . , O), à â N íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò
ω0, ÷òî 〈Z, ω0〉 = (O, . . . , O). Ìû áóäåì ññûëàòüñÿ íà íèõ â äàëüíåéøåì.

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò e ∈ R∗.
M è N â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ðàâíîïðàâíû, ïîýòîìó ìû áóäåì,

êàê è â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íóëåé âM è N , äîêàçûâàòü âñå óòâåðæäåíèÿ, ðàñ-
ñìàòðèâàÿM êàê îñíîâíîå ìíîæåñòâî; ïðè ýòîì óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷àåìûå
èç íèõ ïåðåñòàíîâêîéM è N ðîëÿìè, òàêæå áóäóò âåðíû è ïîäðàçóìåâà-
þòñÿ äîêàçûâàåìûìè âìåñòå ñ íèìè.

Ïðåäëîæåíèå 1.30. Äëÿ ëþáûõ a, r ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ u ∈ U 1

M, òàêàÿ, ÷òî u(a) = r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Âîçüìåì òàêîé α ∈ N , ÷òî
〈Z, α〉 = (a, . . . , a). Ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû N íåâûðîæäåíû, ìû ìî-
æåì âçÿòü, ïîëüçóÿñü àêñèîìîé À3, i ∈ M, òàêîé, ÷òî 〈i, α〉 = r. Ïóñòü
u = U [i] ◦ (id, . . . , id), ãäå id ∈ U 1

M � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïå-
ðåìåííîé, è (id, . . . , id) � îòîáðàæåíèå R → Rn, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæ-
äîìó ýëåìåíòó ñòðîêó èç n åãî êîïèé. Òîãäà u(a) = U [i](a, . . . , a) =

U [i](〈Z, α〉) = 〈i, α〉 = r, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ïóñòü òåïåðü íàøëèñü äâå ôóíêöèè u, u′ ∈ U 2

M, óäîâëåòâîðÿþùèå òðå-
áîâàíèÿì óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ. Âîçüìåì, ïîëüçóÿñü àêñèîìîé À2, j ∈ N ,
òàêîé, ÷òî 〈j,Ω〉 = (a, . . . , a). Îáîçíà÷èì i = V(j)[u], i′ = V(j)[u

′]. Òîãäà
〈i,Ω〉 = (r, . . . , r) = 〈i′,Ω〉, îòêóäà i = i′. Ïîýòîìó u(〈j, α〉) = 〈i, α〉 =

〈i′, α〉 = u′(〈j, α〉) äëÿ ëþáîãî α ∈ N . Ïîñêîëüêó j, êàê è ëþáîé ýëåìåíò
M, íåâûðîæäåí, 〈j, α〉 ìîæåò, ââèäó àêñèîìû À3, ïðèíèìàòü ëþáûå çíà-
÷åíèÿ èç R, îòêóäà ñëåäóåò u = u′.
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Ïðåäëîæåíèå 1.31. Ïóñòü i ∈ M, j ∈ [i]. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ u ∈
U1
M, ÷òî j = V(i)[u].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì 〈i,Ω〉 = (a1, . . . , am), 〈j,Ω〉 = (b1, . . . , bm).
Â ñèëó ëåììû 1.6 íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ôóíêöèþ u ∈ U1

M, òàêóþ, ÷òî
u(aq) = bq, q = 1, . . . ,m. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.30, äëÿ q = 2, . . . ,m

íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè uq ∈ U 2
N , ÷òî aq = uq(a1). Åñëè v = U(i)[j], òî

åñòü 〈j, α〉 = v(〈i, α〉), äëÿ âñåõ α ∈ N , òî ïðè ïîäñòàíîâêå íà ìåñòî α
ýëåìåíòîâ ω1, . . . , ωm ïîëó÷àåì bt = v(at), t = 1, . . . ,m. Òîãäà, ïîëüçóÿñü
ïðåäëîæåíèåì 1.4, ïîëó÷àåì bq = v(aq) = v(uq(a1)) = uq(v(a1)) = uq(b1),
q = 2, . . . ,m. Â êà÷åñòâå u âîçüìåì ôóíêöèþ èç U1

M, óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèþ u(a1) = b1. Äëÿ q = 2, . . . ,m òåïåðü èìååì: u(aq) = u(uq(a1)) =

uq(u(a1))) = uq(b1) = bq, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.

Ëåììà 1.18. Ïóñòü i′ ∈ M, i ∈ [i′] íåâûðîæäåíû, u = U(i′)[i] (u ∈ U1
M

ïî ïðåäëîæåíèþ 1.31). Òîãäà îòîáðàæåíèå u : R → R áèåêòèâíî, è íàé-
äåòñÿ òàêàÿ u′ ∈ U 1

M, ÷òî îòîáðàæåíèå u′ : R→ R ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì
ê îòîáðàæåíèþ u. Èíûìè ñëîâàìè, âûïîëíåíî óñëîâèå Ó1 äëÿ k = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì u(〈i′,Ω〉) = (a1, . . . , am). Òîãäà (a1, . . . , am) =

(u(〈I ′, ω1〉), . . . , u(〈I ′, ωm〉)) = (〈i, ω1〉, . . . , 〈i, ωm〉) = 〈i,Ω〉.
Çàäàäèì ôóíêöèþ u′1 ∈ U 1

M òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû u′1(a1) = 〈i′, ω1〉. Ñî-
ãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2, u1 ◦ u′1 = v äëÿ íåêîòîðîé v ∈ U1

M. Ïðè ýòîì
v(a1) = u1(〈i′, ω1〉) = a1, ÷òî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ïðåäëî-
æåíèÿ 1.30 è â ñèëó òîãî, ÷òî id ∈ U 1

M, äàåò òðåáóåìîå v = id.

Ñëåäñòâèå 1.5. Ïóñòü u ∈ U1
M, u íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé ôóíêöè-

åé. Òîãäà u îáðàòèìà, è îáðàòíàÿ åé ôóíêöèÿ òàêæå ëåæèò â U 1
M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåðÿ i′ = z1, i = V(z1)[u], ìû ïîëó÷àåì, ÷òî u = U(i)[i
′], è

ýëåìåíòû i, i′ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû. Òðåáóåìîå íàì óòâåðæäåíèå
òåïåðü ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû.
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Ëåììà 1.19. Ïóñòü a1, a2, b1, b2 ∈ R, u ∈ U1

M òàêîâû, ÷òî u(a1) = b1,
u(a2) = b2. Òîãäà ñóùåñòâóåò v ∈ U 1

N , òàêàÿ, ÷òî v(a1) = a2, v(b1) = b2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.30, áóäåò ñóùåñòâîâàòü òàêàÿ
ôóíêöèÿ v ∈ U 1

N , ÷òî v(a1) = a2. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.4,
v(b1) = v(u(a1)) = u(v(a1)) = u(a2) = b2, ÷òî íàì è òðåáóåòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ôóíêöèè
u ∈ U 1

M è ôóíêöèè v ∈ U 1
N îêàçûâàþòñÿ, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýêâèâàëåíò-

íûìè, ïîñêîëüêó, ïîìåíÿâ ðîëÿìèM è N (à òàêæå a2 è b1), ìû ïîëó÷àåì
óæå, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ v ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå u.

Ïðåäëîæåíèå 1.32. Ïóñòü a1, a2, b1, b2 ∈ R òàêîâû, ÷òî a1 6= a2. Ïîëà-
ãàåì òàêæå, ÷òî âûïîëíåíî êàêîå-íèáóäü èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé.

1. b1 = b2 = O,

2. íå ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíêöèè v ∈ U1
N , ÷òî v(a1) = a2, v(b1) = b2.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ r1, r2 ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u ∈ U2
M,

òàêàÿ, ÷òî u(a1, b1) = r1, u(a2, b2) = r2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî
óñëîâèå b1 = b2 = O, â äåéñòâèòåëüíîñòè, âëå÷åò çà ñîáîé óñëîâèå îò-
ñóòñòâèÿ ôóíêöèè v ∈ U 1

N ñî ñâîéñòâîì v(a1) = a2, v(b1) = b2. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðåäïîëîæèì íàëè÷èå òàêîé ôóíêöèè è ïðèìåíèì äëÿ ôóíêöèé
èç U1

N óòâåðæäåíèå åäèíñòâåííîñòè ïåðâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî ïðåäëî-
æåíèÿ, ó÷èòûâàÿ id ∈ U1

N . Ïîëó÷àåì, ÷òî èç v(O) = O ñëåäóåò v = id,
à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ v(a1) = a2 � òî åñòü ôóíêöèè v ñ íóæíûì
ñâîéñòâîì íå ñóùåñòâóåò.

Âîçüìåì òåïåðü α1, α2 ∈ N ñ äóàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (a1, b1, . . . , b1),
(a2, b2, . . . , b2), ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàæåì, ÷òî α1, α2 íåçàâèñèìû.. Äåéñòâè-
òåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1 ïðåäëîæåíèÿ 1.5 (óñëî-
âèå Ó1 âûïîëíåíî â ñèëó ëåììû 1.18), âûïîëíÿëîñü áû α2 ∈ [α1] (α1
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íåâûðîæäåí, êàê è ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò N â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-
÷àå). Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 1.6, íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ v ∈ U 1

N , ÷òî
v(a1) = a2, v(b1) = b2 � ïðîòèâîðå÷èå. Òåïåðü ìû ìîæåì âûáðàòü i ∈ M
òàê, ÷òîáû 〈i, α1〉 = r1, 〈i, α2〉 = r2. Îáîçíà÷èì çà ρ1, ρ2 ∈ U2

M êî-
îðäèíàòíûå ôóíêöèè, è ïóñòü u = U [i] ◦ (ρ1, ρ2, . . . , ρ2) ∈ U 2

M. Òîãäà
u(a1, b1) = U [i](ρ1(a1, b1), ρ2(a1, b1), . . . , ρ2(a1, b1)) = U [i](a1, b1, . . . , b1) =

U [i](〈Z, α1〉) = 〈i, α1〉 = r1, è àíàëîãè÷íî u(a2, b2) = r2.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè âîçüìåì j1, j2 ∈ M, òàêèå, ÷òî

〈j1,Ω〉 = (a1, a2, . . . , a2), 〈j2,Ω〉 = (b1, b2, . . . , b2). Åñëè j1, j2 çàâèñèìû, òî
ëèáî j2 ∈ [j1] (j1 íåâûðîæäåí). Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
íàéäåòñÿ, ñîãëàñíî ëåììå 1.6, ôóíêöèÿ w ∈ U 1

M, òàêàÿ, ÷òî w(a1) = b1,
w(a2) = b2, à çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 1.19, è ôóíêöèÿ v ∈ U 1

N ñî ñâîéñòâîì
v(a1) = a2, v(b1) = b2 � ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, j1 è j2 íåçàâèñèìû. Åñëè òå-
ïåðü u, u′ ∈ U2

M óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ, òî äëÿ ýëåìåíòîâ
i = V(j1,j2)[u], i′ = V(j1,j2)[u

′] ïîëó÷àåì 〈i,Ω〉 = (r1, r2, . . . , r2) = 〈i′,Ω〉, îòêó-
äà i = i′, è, ïðèìåíÿÿ äëÿ j1, j2 àêñèîìó À3, êàê è â äðóãèõ äîêàçàòåëüñòâàõ
åäèíñòâåííîñòè, ïîëó÷àåì u = u′.

Ïðåäëîæåíèå 1.33. Ïóñòü i1, i2 ∈M. Ïóñòü i ∈ [i1, i2]. Òîãäà íàéäåòñÿ
òàêàÿ u ∈ U2

M, ÷òî i = V(i1,i2)[u].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî i1 è i2 çàâèñèìû. Òîãäà èç
ïðåäëîæåíèÿ 1.5 è åãî ñëåäñòâèÿ 1.1 òðèâèàëüíî ñëåäóåò, ÷òî [i1] = [i2], è
òîãäà â ñèëó ëåììû 1.4 [i1, i2] = [i1], è óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ ñâîäèòñÿ
ê óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ 1.31. Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì i1 è i2 íåçàâèñè-
ìûìè.

Îáîçíà÷èì 〈i,Ω〉 = (b1, . . . , bm), 〈ip,Ω〉 = (ap1, . . . , apn), p = 1, 2. Îáî-
çíà÷èì çà w åäèíñòâåííóþ, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.30 ôóíêöèþ èç U1

M
ñî ñâîéñòâîì w(a11) = a21. Ïîñêîëüêó i2 /∈ [i1], íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ
s, ÷òî w(a1s) 6= a2s. Èç åäèíñòâåííîñòè w ñëåäóåò, ÷òî íå íàéäåòñÿ íè-
êàêîé ôóíêöèè w′ ∈ U1

M, äëÿ êîòîðîé w′(a11) = a21, w′(a1s) = a2s � òî
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åñòü, âûïîëíåíî óñëîâèå ïðåäëîæåíèÿ 1.32. Ïðèìåíÿÿ åãî, îáîçíà÷èì çà
uq ∈ U2

N , q = 2, . . . , ŝ, . . . ,m, ôóíêöèè, çàäàííûå ñëåäóþùèìè ñîîòíîøå-
íèÿìè: uq(a11, a1s) = a1q, uq(a21, a2s) = a2q. Åñëè ôóíêöèÿ v = U(i1,i2)[i],
òî åñòü 〈i, α〉 = v(〈i1, α〉, 〈i2, α〉), äëÿ âñåõ α ∈ N , òî ïðè ïîäñòàíîâêå íà
ìåñòî α ýëåìåíòîâ ω1, . . . , ωm ïîëó÷àåì bt = v(a1t, a2t), t = 1, . . . ,m. Òîãäà
bq = v(a1q, a2q) = v(uq(a11, a1s), uq(a21, a2s)) = uq(v(a11, a21), v(a1s, a2s)) =

uq(b1, bs), q = 2, . . . , ŝ, . . . ,m. Âîçüìåì â êà÷åñòâå u ôóíêöèþ èç U2
M,

äëÿ êîòîðîé u(a11, a21) = b1, u(a1s, a2s) = bs (îíà ñóùåñòâóåò â ñè-
ëó ïðåäëîæåíèÿ 1.32, ïîêàçàííîãî ðàíåå îòñóòñòâèÿ ôóíêöèè w′ ∈ U1

M,
äëÿ êîòîðîé w′(a11) = a21, w′(a1s) = a2s, è ëåììû 1.19). Òîãäà ïîëó-
÷àåì äëÿ q = 2, . . . , ŝ, . . . ,m: u(a1q, a2q) = u(uq(a11, a1s), uq(a21, a2s)) =

uq(u(a11, a21), u(a1s, a2s)) = uq(b1, bs) = bq, ÷òî, ñ ó÷åòîì ëåììû 1.6, è äàåò
íàì òðåáóåìîå.

Ëåììà 1.20. Ïóñòü (i′1, i
′
2) = I ′ ∈ Mk, i1, i2 ∈ [i′1, i

′
2] ⊆ M íåçàâèñèìû,

u1 = UI ′[i1], u2 = UI ′[i2] (u1, u2 ∈ U2
M ïî ïðåäëîæåíèþ 1.33). Òîãäà îòîá-

ðàæåíèå (u1, u2) : R2 → R2 (äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ îòîáðàæåíèé
R2 → R) áèåêòèâíî, è íàéäóòñÿ òàêèå u′1, u′2 ∈ U2

M, ÷òî îòîáðàæåíèå
(u′1, u

′
2) : R2 → R2 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ (u1, u2). Èíûìè

ñëîâàìè, ïðè k = 2 âûïîëíåíî óñëîâèå Ó1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì (u1, u2)(〈I ′, ωq〉) = (a1q, a2q), q = 1, . . . ,m. Òî-
ãäà (ap1, . . . , apm) = (up(〈I ′, ω1〉), . . . , up(〈I ′, ωm〉)) = (〈ip, ω1〉, . . . , 〈ip, ωm〉) =

〈ip,Ω〉, p = 1, 2.
Ïîñêîëüêó i1, i2 íåçàâèñèìû, ìû ìîæåì, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåä-

ëîæåíèÿ 1.33, óêàçàòü òàêîé èíäåêñ s, ÷òî íè äëÿ êàêîé ôóíêöèè w ∈ U1
M

íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ w(a11) = a21, w(a1s) = a2s. Ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 1.7 è ëåììå 1.19, ìû ìîæåì òåïåðü çàäàòü ôóíêöèè u′p ∈ U 2

M, òàêèå,
÷òî u′p(a11, a21) = 〈i′, ω1〉, u′p(a1s, a2s) = 〈i′, ωs〉, p = 1, 2. Ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 1.2, (u1, u2) ◦ (u′1, u

′
2) = (v1, v2) : R2 → R2 äëÿ íåêîòîðûõ v1, v2 ∈ U2

M.
Ïîêàæåì, ÷òî v1, v2 ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî,
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äëÿ èíäåêñîâ p = 1, 2, t = 1, s vp(a1t, a2t) = up(u

′
1(a1t, a2t), u

′
2(a1t, a2t)) = apt,

ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèé vp. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ëåæàò â
U2
N , îòñþäà ñëåäóåò, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè, ÷òî ôóíêöèè v1, v2 ÿâëÿþòñÿ

êîîðäèíàòíûìè, è, çíà÷èò, îòîáðàæåíèå (v1, v2) òîæäåñòâåííî.

Ëåììà 1.21. Ïóñòü m ≥ 3, i1, i2 ∈ M � ýëåìåíòû ñ äóàëüíûìè êîîð-
äèíàòàìè (e,O, . . . , O), (O, e,O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñèñòåìà
i1, i2, z0 íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî i1, z0 íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1 ïðåäëîæåíèÿ 1.5, i1 ∈ [z0] (z0

íåâûðîæäåí, óñëîâèå Ó1 âûïîëíåíî â ñèëó ëåììû 1.18), è íàøëàñü áû,
ñîãëàñíî ëåììå 1.31, òàêàÿ ôóíêöèÿ u ∈ U 1

N , ÷òî u(O) = e, u(O) = O �
ïðîòèâîðå÷èå. Òåïåðü, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1 ïðåäëîæåíèÿ 1.5 (óñëîâèå Ó1
âûïîëíåíî â ñèëó ëåììû 1.20), íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî i2 /∈ [i1, z0].
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ, ïî ëåììå 1.33, u ∈ U2

M, òàêàÿ,
÷òî u(e,O) = O, u(O,O) = e, u(O,O) = O � íî ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ íà
u ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó.

Ïðåäëîæåíèå 1.34. m,n ≥ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏîñêîëüêóM èN ðàâíîïðàâíû â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.4,
ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàòü m ≥ n. Îòñþäà è èç
(n+ 1,m+ 1) 6= (3, 3) ñëåäóåò m ≥ 3. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 1.21, äëÿ ýëå-
ìåíòîâ i1, i2 ∈M ñ äóàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (e,O, . . . , O), (O, e,O, . . . , O),
ñîîòâåòñòâåííî, ñèñòåìà i1, i2, z0 áóäåò íåçàâèñèìà. Åñëè òåïåðü n = 2, òî
M = [z1, z2], i1, i2, z0 ∈ [z1, z2], è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî n ≥ 3.

Ïðåäëîæåíèå 1.35. Äëÿ ëþáûõ r1, r2, r3 ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ u ∈ U 3

M, òàêàÿ, ÷òî u(e,O,O) = r1, u(O, e,O) = r2, u(O,O,O) =

r3.



63
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Âîçüìåì α1, α2, α3 ∈ N ñ äó-
àëüíûìè êîîðäèíàòàìè (e,O, . . . , O), (O, e,O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî. Ñî-
ãëàñíî ëåììå 1.21, α1, α2, ω0 íåçàâèñèìû. Ìû ìîæåì âûáðàòü òîãäà i ∈M,
òàêîé, ÷òî 〈i, α1〉 = r1, 〈i, α2〉 = r2, 〈, ω0〉 = r3. Ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷-
íûìè ïðîäåëàííûì äëÿ ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì òîãäà, ÷òî
ôóíêöèÿ u = U [i] ◦ (ρ1, ρ2, ρ3, . . . , ρ3), ãäå ρ1, ρ2, ρ3 ∈ U 3

M � êîîðäèíàòíûå
ôóíêöèè, áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü íàøëèñü äâå ôóíêöèè u, u′ ∈ U 3
M, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-

âèþ ïðåäëîæåíèÿ. Âîçüìåì òàêèå j1, j2 ∈ M ñ äóàëüíûìè êîîðäèíàòàìè
〈j1,Ω〉 = (e,O, . . . , O), 〈j2,Ω〉 = (O, e,O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî
ëåììå 1.21, j1, j2, z0 íåçàâèñèìû. Äëÿ ýëåìåíòîâ i = V(j1,j2,z0) è i′ = V(j1,j2,z0)

èìååì 〈i,Ω〉 = (r1, r2, r3, . . . , r3) = 〈i′,Ω〉, îòêóäà i = i′, è, ïðèìåíÿÿ îáû÷-
íîå ðàññóæäåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì íåçàâèñèìîñòè j1, j2, z0, ïîëó÷àåì u = u′

íà âñåé èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ R3.

Îòìåòèì, ÷òî âûøå íàìè áûëî äîêàçàíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ó1 ïðè
k = 1, 2 (ëåììû 1.18, 1.20). Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ñâîáîäíî ññûëàòüñÿ â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèòóàöèÿõ íà ïðåäëîæåíèå 1.5 è åãî ñëåäñòâèå 1.1.

Ñòðóêòóðà òåëà íà R è âèä 〈,〉

Ââåäåì íà R îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ · ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü a, b ∈ R.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.32 íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕa ∈ U2

M, òàêàÿ, ÷òî
ϕa(e,O) = a, ϕa(O,O) = O. Óìíîæåíèå â R ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ôóíêöèè
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì :

a · b := ϕa(b), ϕa ∈ U1
M : ϕa(e, O) = a, ϕa(O,O) = O.

Ââåäåì íà R îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü f ∈ U3
M �

ôóíêöèÿ, ñóùåñòâóþùàÿ è åäèíñòâåííàÿ ïî ïðåäëîæåíèþ 1.35, òàêàÿ, ÷òî
f(e,O,O) = e, f(O, e,O) = e, f(O,O,O) = O. Äëÿ a, b ∈ R ïîëîæèì

a+ b := f(a, b).
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Äàäèì òåïåðü äâîéñòâåííûå îïðåäåëåíèÿ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.
Ïóñòü a, b ∈ R. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.32 íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

ϕb ∈ U2
N , òàêàÿ, ÷òî ϕb(e,O) = a, f b(O,O) = O. Ïîêàæåì, ÷òî

a · b = ϕb(a,O). (1.3.6)

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.4, ϕb(a,O) = ϕb(ϕa(e,O), ϕa(O,O)) =

ϕa(ϕ
b(e,O), ϕb(O,O)) = ϕa(b, O) = a · b.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.35 íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f ∗ ∈ U 3
N , òàêàÿ,

÷òî f ∗(e,O,O) = e, f ∗(O, e,O) = e, f ∗(O,O,O) = O. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ R

a+ b = f ∗(a, b, O). (1.3.7)

Ëåììà 1.22. Äëÿ ëþáîãî a ∈ R âåðíû ðàâåíñòâà f(a,O,O) = f(O, a,O) =

a, f ∗(a,O,O) = f ∗(O, a,O) = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì f ′ = f ◦ (ρ1, ρ2, ρ2) ∈ U 2
M, ãäå ρ1, ρ2 ∈ U2

M
� êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè. Òîãäà f ′(e,O) = f(e,O,O) = O, f ′(O,O) = O,
è èç óòâåðæäåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ïðåäëîæåíèÿ 1.35 ñëåäóåò, ÷òî f ′ ñîâ-
ïàäàåò ñ êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé ρ1 ∈ U 2

M. Òåïåðü ïîëó÷àåì f(a,O,O) =

ϕe(a,O) = a. Ðàâåíñòâî f(O, a,O) = a ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî, ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ôóíêöèè f ′′ = f ◦ (ρ1, ρ2, ρ1).

Ðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèè f ∗ ïîëó÷àþòñÿ äîñëîâíî òàê æå, êàê è ðàâåíñòâà
äëÿ ôóíêöèè f , ñ çàìåíîé ìíîæåñòâà ôóíêöèé UM íà ìíîæåñòâî UN .

Òåïåðü f ∗(a, b, O) = f ∗(f(a,O,O), f(O, b,O), f(O,O,O)) =

f(f ∗(a,O,O), f ∗(O, b,O), f ∗(O,O,O)) = f(a, b, O) = a + b, è ôîðìó-
ëà (1.3.7) äîêàçàíà.

Äàëåå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b ∈ R ÷åðåç ϕa, ϕb, f, f ∗ áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ
îïðåäåëåííûå âûøå ôóíêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 1.36. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (R,+, · , O, e) ÿâëÿåòñÿ òå-
ëîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ R âåðíî e · a = a · e = a.
Ââèäó óòâåðæäåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ïðåäëîæåíèÿ 1.30, ϕe ñîâïàäàåò ñ êî-
îðäèíàòíîé ôóíêöèåé ρ1 ∈ U2

M, è ïîòîìó e · a = ϕe(a,O) = a. Àíàëîãè÷íî,
ϕe ∈ U 1

N ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé ρ1 ∈ U2
N , è a · e = ϕe(e) = a.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ R âûïîëíÿåòñÿ (a · b) · c = a · (b · c).
Îáîçíà÷èì çà ρ2 ∈ U 2

M êîîðäèíàòíóþ ôóíêöèþ, äàþùóþ âòîðóþ êîîð-
äèíàòó. Òîãäà a · (b · c) = ϕa(b · c , O) = ϕa(ϕb(c , O), O) = ϕ(c , O), ãäå
ϕ = ϕa ◦ (ϕb, ρ2) ∈ U 2

M. Ïðè ýòîì ϕ(e,O) = ϕa(ϕb(e, O), ρ2(e,O)) =

ϕa(b, O) = a · b, ϕ(O,O) = ϕa(ϕb(O,O), ρ2(O,O)) = ϕa(O,O) = O, îòêóäà,
ïî îïðåäåëåíèþ, ϕ(c) = (a · b) · c, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ R∗ íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò b ∈ R,
òàêîé, ÷òî a · b = b · a = e. Ïóñòü ϕ ∈ U 2

M òàêîâà, ÷òî ϕ(a,O) = e,
ϕ(O,O) = O. Âîçüìåì b = ϕ(e,O). Òîãäà b · a = ϕ(a,O) = e. Àíàëîãè÷íî,
ñ ïîìîùüþ (1.3.6) ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò b′ ∈ R, äëÿ êîòîðîãî a · b′ = e.
Ðàâåíñòâî b = b′ è åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà ñëåäóþò òåïåðü èç
ðàíåå äîêàçàííûõ àññîöèàòèâíîñòè è ñâîéñòâà åäèíèöû.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R âûïîëíÿåòñÿ a + b = b + a. Ïóñòü
τ : R3 → R3 � ïåðåñòàíîâêà ïåðâîé è âòîðîé êîîðäèíàò. Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 1.3, f ′ = f ◦ τ ∈ U3

M. Ïðè ýòîì f ′(e,O,O) = f(O, e,O) = e, àíàëîãè÷íî
f ′(O, e,O) = e, f ′(O,O,O) = O. Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.35 f ′ = f .
Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, b+ a = f(b, a) = f ′(a, b), è ïîòîìó b+ a = a+ b.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ R âåðíî a + O = a. Îáîçíà÷èì f ′ =

f ◦ (ρ1, ρ2, ρ2) ∈ U2
M, ãäå ρ1, ρ2 ∈ U 2

M � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè. Òîãäà
f ′(e,O) = f(e,O,O) = O, f ′(O,O) = O, è ϕ′ = ϕe. Îòñþäà ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå a+O = f(a,O,O) = ϕe(a,O) = e · a = a.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ R âûïîëíÿåòñÿ (a+b)+c = a+(b+c).
Äîêàæåì íåñêîëüêî áîëåå îáùóþ ôîðìóëó, êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
íàìè â äàëüíåéøåì: äëÿ ëþáûõ a, b, c , d ∈ R

f(f(a, b, d), c , d) = f(a, f(b, c , d), d). (1.3.8)
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Ïóñòü β ∈ N òàêîâ, ÷òî 〈Z, β〉 = (a, c , d, . . . , d). Âîçüìåì ôóíêöèþ

ϕ ∈ U 1
M òàê, ÷òîáû ϕ(a) = b. Îáîçíà÷èì j = V(z1)[ϕ]. Òîãäà 〈j, β〉 = b.

Ïóñòü j1 = V(z1,j,z3)[f ], j2 = V(j,z2,z3)[f ] � òîãäà 〈j1, β〉 = f(a, b, d), 〈j2, β〉 =

f(b, c , d). Íàêîíåö, ïóñòü i1 = V(j1,z2,z3)[f ], i2 = V(z1,j2,z3)[f ]. Òîãäà

〈i1, β〉 = f(f(a, b, d), c , d), 〈i2, β〉 = f(a, f(b, c , d), d). (1.3.9)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 1.4 è ïîñòðîåíèÿ âñå ýëåìåíòû j, j1,
j2, i1, i2 ëåæàò â [z1, z2, z3]. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû (ε1, ε2, ε3) =

E ∈ N 3 ñ äóàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (e,O, . . . , O), (O, e,O, . . . , O),
(O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì (〈j, ε1〉) = r. Î÷åâèäíî,
〈j, ε2〉 = 〈j, ε3〉 = O. Ïî ïîñòðîåíèþ, 〈i1, ε1〉 = f(〈j1, ε1〉, 〈z2, ε1〉, 〈z3, ε1〉) =

f(f(〈z1, ε1〉, 〈j, ε1〉, 〈z3, ε1〉), 〈z2, ε1〉, 〈z3, ε1〉) = f(f(e, r, O), O,O) =

f(e, r, O) = e + r. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì 〈i1, ε2〉 = f(f(O,O,O), e, O) = e,
〈i1, ε3〉 = f(f(O,O,O), O,O) = O, 〈i2, ε1〉 = f(r, f(O, e,O), O) = r + e,
〈i2, ε2〉 = f(O, f(O, ε,O), O) = e, 〈i2, ε3〉 = O. Òàêèì îáðàçîì,
〈i1, E〉 = 〈i2, E〉. Îáîçíà÷èì u1 = U(z1,z2,z3)[i1], u2 = U(z1,z2,z3)[i2].
Òîãäà u1(e,O,O) = 〈i1, ε1〉 = 〈i2, ε1〉 = u2(e,O,O), è àíàëîãè÷íî
u1(O, e,O) = u2(O, e,O), u1(O,O,O) = u2(O,O,O). Òîãäà, â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 1.35, u1 = u2. Ïîýòîìó 〈i1, β〉 = u1(〈z1, β〉, 〈z2, β〉, 〈z3, β〉) =

u2(〈z1, β〉, 〈z2, β〉, 〈z3, β〉) = 〈i2, β〉, ÷òî, â ñèëó ðàâåíñòâ (1.3.9), è äàåò íàì
âûïîëíåíèå ôîðìóëû (1.3.8).

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü â ôîðìóëó (1.3.8) íà ìåñòî a, b, c ïðîèçâîëüíûå
ýëåìåíòû R ïðè d = O, ïîëó÷àåì (a + b) + c = f(f(a, b, O), c , O) =

f(a, f(b, c , O), O) = a+ (b+ c) � àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ äîêàçàíà.
Ïîêàæåì, òî äëÿ êàæäîãî a ∈ R íàéäåòñÿ ýëåìåíò b ∈ R, äëÿ êîòî-

ðîãî a + b = O (åãî åäèíñòâåííîñòü òðèâèàëüíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç àñ-
ñîöèàòèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ). Îáîçíà÷èì z = V(z1,z2,z3)[f ]

Çàìåòèì, ÷òî z, z1, z3 íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, z1, z3 íåçàâèñèìû, èíà-
÷å âûïîëíÿëîñü áû z3 ∈ [z1], è ìû ïðèøëè áû ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ àê-
ñèîìîé À2: ýëåìåíòû N ñ äóàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (e,O,O,O, . . . , O) è
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(e,O, e, O, . . . , O) íå ìîãëè áû ñóùåñòâîâàòü îäíîâðåìåííî. Åñëè òåïåðü
z ∈ [z1, z3], òî äëÿ α, α′ ∈ N ñ äóàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (O, e,O,O, . . . , O),
(O,O,O,O, . . . , O), ñîîòâåòñòâåííî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 〈z, α〉 = 〈z, α′〉,
íî 〈z, α〉 = f(O, e,O) = e, à 〈z, α′〉 = f(O,O,O) = O � ïðîòèâîðå÷èå.
Òîãäà èç ñëåäñòâèÿ 1.1 ïðåäëîæåíèÿ 1.5 ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü z, z1, z3.

Âîçüìåì òåïåðü òàêîé α ∈ N , ÷òî 〈z1, α〉 = a, 〈z, α〉 = O, 〈z3, α〉 = O.
Îáîçíà÷èì 〈z2, α〉 = b. Òîãäà a+ b = f(a, b, O) = f(〈z1, α〉, 〈z2, α〉, 〈z3, α〉) =

〈z, α〉 = O, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.
Ïîêàæåì òåïåðü ëåâóþ äèñòðèáóòèâíîñòü. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b, c ∈

R (a + b) · c = ϕc(f(a, b, O), O). Ïðåîáðàçóåì äàëåå, ïîëüçóÿñü
ïðåäëîæåíèåì 1.4: ϕc(f(a, b, O), O) = f(ϕc(a, b, O), ϕc(O,O,O)) =

f(ϕc(a,O), ϕc(b, O), f c(O,O)) = a · c+ b · c � ëåâàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü äîêà-
çàíà.

Îïðåäåëÿÿ óìíîæåíèå ðàâåíñòâîì 1.3.6, à ñëîæåíèå � ôóíêöèåé f ∗, è
ïðîâîäÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåâîé äèñòðèáóòèâíî-
ñòè â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ìû ïîëó÷àåì ïðàâóþ äèñòðèáóòèâíîñòü.

Çàäàäèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð â N ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü α, β ∈ N , a ∈ R. Ïîëîæèì

α + β := V(α,β,ω0)[f
∗]; α · a := V(α,ω0)[ϕ

a]. (1.3.10)

Â êà÷åñòâå íóëÿ N (â ñìûñëå îïåðàöèé) âîçüìåì ω0. Òîãäà áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå πZ : N → Rn íà âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû n áóäåò
ñîõðàíÿòü íóëü è îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è äîìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð, çàäàâàÿ òåì
ñàìûì èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ äîñëîâíî
òàê æå, êàê äîêàçûâàëîñü â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íóëÿ â N . Òàêèì îáðàçîì, N
ÿâëÿþòñÿ ïðàâûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n íàä òåëîì R.

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð âM áóäóò çàäàâàòüñÿ ñëîæ-
íåå. Ïóñòü i, j ∈M, a ∈ R, ϕa ∈ U 2

M îïðåäåëåíà, êàê ðàíüøå. Ïîëîæèì

i+ j := V(i,j,zn)[f ]; a · i := V(i,zn)[ϕa]. (1.3.11)
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Â êà÷åñòâå íóëÿM (â ñìûñëå îïåðàöèé) âîçüìåì zn.

Ïðåäëîæåíèå 1.37. Ìíîæåñòâà M è N ñ çàäàííûìè îïåðàöèÿìè ñëî-
æåíèÿ, óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð è íóëÿìè áóäóò, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì
ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè m è ïðàâûì ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì ðàçìåðíîñòè n íàä òåëîì R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ N óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî âûøå. Äàëåå äîêà-
çûâàåì åãî äëÿM.

Ïðîâåðèì ñâîéñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà � ñïåðâà ïîêàæåì, ÷òîM
ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ ñ íóëåì zn, çàòåì ïðîâåðèì ñâîé-
ñòâà äîìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð.

Ïóñòü i, j ∈ M. Ïîêàæåì, ÷òî i + j = j + i. Ïóñòü τ : R3 → R3 �
ïåðåñòàíîâêà ïåðâîé è âòîðîé êîîðäèíàò. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåä-
ëîæåíèÿ 1.36, îáîçíà÷èâ, f ′ = f ◦ τ ∈ U3

M, áóäåì èìåòü f ′ = f . Ïóñòü
òåïåðü α ∈ N . Èç îïðåäåëåíèÿ èìååì 〈i + j, α〉 = f(〈i, α〉, 〈j, α〉, 〈zn, α〉),
〈j + i, α〉 = f(〈j, α〉, 〈i, α〉, 〈zn, α〉) = f ′(〈i, α〉, 〈j, α〉, 〈zn, α〉). Ïîñêîëüêó
f = f ′, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ N 〈i + j, α〉 = 〈j + i, α〉,
è, ââèäó íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû, i+ j = j + i.

Ïóñòü i ∈ M. Ïîêàæåì, ÷òî i + zn = i. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ R f(a, b, b) = a. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ρ1, ρ2 ∈ U 2

M � êîîðäè-
íàòíûå ôóíêöèè, f ′ = f ◦ (ρ1, ρ2, ρ2) ∈ U 2

M. Òîãäà f ′(e,O) = f(e,O,O) = e,
f ′(O,O) = f(O,O,O) = O, îòêóäà f ′ = u1. Îòñþäà f(a, b, b) = f ′(a, b) = a.
Ïóñòü òåïåðü α ∈ N . 〈i + zn, α〉 = f(〈i, α〉, 〈zn, α〉, 〈zn, α〉) = 〈i, α〉, îòêóäà
i+ zn = i.

Ïóñòü h1, h2, h3 ∈ M. Ïîêàæåì, ÷òî (h1 + h2) + h3 = h1 + (h2 + h3).
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ α ∈ N
〈(h1 + h2) + h3, α〉 = f(f(〈h1, α〉, 〈h2, α〉, 〈zn, α〉), 〈h3, α〉, 〈zn, α〉),
〈h1 + (h2 + h3), α〉 = f(〈h1, α〉, f(〈h2, α〉, 〈h3, α〉, 〈zn, α〉), 〈zn, α〉).

Ïðàâûå ÷àñòè ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ ðàâíû ìåæäó ñîáîé â ñèëó ôîðìó-
ëû 1.3.8, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìàÿ àññîöèàòèâíîñòü.
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Ïóñòü i ∈ M. Ïîêàæåì, ÷òî O · i = zn. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α ∈ N .

Òîãäà 〈O · i, α〉 = ϕO(〈i, α〉, 〈zn, α〉) = 〈zn, α〉, ïîñêîëüêó ϕO, êàê ëåãêî
âèäåòü èç åå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ 1.32, ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíîé
ôóíêöèåé ρ2 ∈ U2

M.
Ïóñòü i ∈ M. Ïîêàæåì, ÷òî e · i = i. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α ∈ N .

Òîãäà 〈e · i, α〉 = ϕe(〈i, α〉, 〈zn, α〉) = 〈i, α〉, ïîñêîëüêó ϕe, êàê ëåãêî âèäåòü
èç ïðåäëîæåíèÿ 1.32, ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé ρ1 ∈ U 2

M.
Ïóñòü i ∈M, a, b ∈ R. Ïîêàæåì, ÷òî a · (b · i) = (a · b) · i. Ïóñòü ρ2 ∈ U2

M
� êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ, ϕ = ϕa ◦ (ϕb, ρ2) ∈ U2

M. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ïðåäëîæåíèÿ 1.36 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ϕ = ϕa·b. Ïóñòü òåïåðü α ∈ N . Òîãäà
〈a · (b · i), α〉 = ϕa(ϕb(〈i, α〉, 〈zn, α〉)) = ϕ(〈i, α〉, 〈zn, α〉), 〈(a · b) · i, α〉 =

ϕa·b(〈i, α〉, 〈zn, α〉). Ðàâåíñòâî ϕ = ϕa·b òåïåðü äàåò íàì òðåáóåìîå.
Ïóñòü i ∈ M, a, b ∈ R. Ïîêàæåì, ÷òî (a + b) · i = a · i + b · i. Îáî-

çíà÷èì u = f ◦ (ϕa, ϕb) ∈ U 2
M. Òîãäà u(e,O) = a · e + b · e = a + b,

u(O,O) = O, îòêóäà u = ϕa+b. Ïóñòü α ∈ R. Ïîëó÷àåì 〈a · i + b ·
i, α〉 = f(ϕa(〈i, α〉, 〈zn, α〉), ϕb(〈i, α〉, 〈zn, α〉), 〈zn, α〉) = u(〈i, α〉, 〈zn, α〉) =

ϕa+b(〈i, α〉, 〈zn, α〉) = 〈(a+ b) · i, α〉, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.
Ïóñòü i, j ∈M, a ∈ R. Ïîêàæåì, ÷òî a · (i+ j) = a · i+ a · j. Îáîçíà÷èì

u′ = ϕa ◦ (f, ρ3) ∈ U3
M, u′′ = f ◦ (ϕa ◦ (ρ1, ρ3), ϕa ◦ (ρ2, ρ3), ρ3) ∈ U 3

M, ãäå
ρ1, ρ2, ρ3 ∈ U 3

M � êîîðäèíàòíûå. Ïðè ýòîì u′(e,O,O) = a·(e+O) = a·e = a,
u′′(e,O,O) = a · e + a · O = a + O = a, àíàëîãè÷íûìè âû÷èñëåíèÿìè
ïîëó÷àåì, ÷òî u′(O, e,O) = u′′(O, e,O) = a è u′(O,O,O) = u′′(O,O,O) =

O. Òåïåðü èç ïðåäëîæåíèÿ 1.35 ñëåäóåò, ÷òî u′ = u′′. Ïóñòü α ∈ N . Òîãäà
〈a·(i+j), α〉 = u′(〈i, α〉, 〈j, α〉, 〈zn, α〉) = u′′(〈i, α〉, 〈j, α〉, 〈zn, α〉) = 〈a·i+a·j〉,
îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Ïóñòü i ∈M. Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé j ∈M, ÷òî i+j = zn. Ïóñòü
e′ ∈ R òàêîâ, ÷òî e+ e′ = O. Âîçüìåì j = e′ · i. Òîãäà ïî ðàíåå äîêàçàííîìó
i+ j = e · i+ e′ · i = (e+ e′) · i = O · i = zn, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâàM⊆M, N ⊆ N ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M = {i ∈M : 〈i, ω0〉 = O},
N = {α ∈ N : 〈zn, α〉 = O}.

Ëåììà 1.23. Áèôîðìà 〈,〉 ëèíåéíà ñïðàâà íà ìíîæåñòâå àðãóìåíòîâ
M×N . Áèôîðìà 〈,〉 ëèíåéíà ñëåâà íà ìíîæåñòâå àðãóìåíòîâM×N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i ∈ M, α, β ∈ N . Òîãäà 〈i, α + β〉 =

〈i, V(α,β,ω0)[f ]〉 = f(〈i, α〉, 〈i, β〉, 〈i, ω0〉) = f(〈i, α〉, 〈i, β〉, O) = 〈i, α〉 + 〈i, β〉,
è àíàëîãè÷íî ñ äîìíîæåíèåì íà ýëåìåíò èç R.

Ïóñòü i, j ∈ M, α ∈ N . Òîãäà 〈i + j, α〉 = 〈V(i,j,zn)[f ], α〉 =

f(〈i, α〉, 〈j, α〉, 〈zn, α〉) = 〈i, α〉 + 〈j, α〉, è àíàëîãè÷íî ñ äîìíîæåíèåì íà
ýëåìåíò R.

Ñëåäñòâèå 1.6. Áèôîðìà 〈,〉 áèëèíåéíà íà ìíîæåñòâåM×N .

Ëåììà 1.24.M ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè
1 âM. N ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè 1 â N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i, j ∈M, a ∈ R. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïå-
ðàöèé íàM è îïðåäåëåíèþ çàâèñèìîñòè, 〈a · i, ω0〉 = ϕa(〈i, ω0〉, 〈zn, ω0〉) =

ϕa(O,O) = O, 〈i + j, ω0〉 = f(〈i, ω0〉, 〈j, ω0〉, 〈zn, ω0〉) = O, îòêóäà, ñîîòâåò-
ñòâåííî, a·i ∈M è i+j ∈M. Ñëåäîâàòåëüíî,M � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî. Óòâåðæäåíèå î êîðàçìåðíîñòè äîêàçûâàåòñÿ äîñëîâíî òàê æå, êàê è
â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íóëÿ â N (ñ ó÷åòîì äîêàçàííîé ëèíåéíîñòè áèôîðìû íà
M×N ñëåâà).

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî.

Ïîêàæåì íåâûðîæäåííîñòü (â ñìûñëå ëèíåéíîé àëãåáðû) áèôîðìû íà
M×N ñïðàâà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α ∈ N òàêîâ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈M
âûïîëíåíî 〈i, α〉 = O. Íî âñå zk, k = 1, . . . , n, ïðèíàäëåæàòM, ïîñêîëüêó
〈Z, ω0〉 = (O, . . . , O). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è 〈Z, α〉 = (O, . . . , O), è α = ω0,
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÷òî è òðåáîâàëîñü. Òåïåðü èç òåîðåìû 1.1 áèëèíåéíàÿ ôîðìà 〈,〉 (äâóñòî-
ðîííå) íåâûðîæäåíà íàM×N , è èç òåîðåìû 1.2 dim(N ) = dim(M), òî
åñòü n− 1 = m− 1, è n = m.

Ìû ìîæåì òåïåðü âûáðàòü â M è N äóàëüíûå áàçèñû z′1, . . . , z
′
n−1

è ω′1, . . . , ω
′
n−1, ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì Z ′ = (z′1, . . . , z

′
n−1, zn), Ω′ =

(ω′1, . . . , ω
′
n−1, ω0). (Îáîçíà÷àåì òàêæå zn = z′n, ω0 = ω′n). Îáîçíà÷èì

(z′1, . . . , z
′
n−1) = Z

′.

Ëåììà 1.25. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i ∈M, α ∈ N âûïîëíåíî

〈i, α〉 = (〈i, ω′1〉−〈i, ω0〉) · 〈z′1, α〉+ . . .+(〈i, ω′n−1〉−〈i, ω0〉) · 〈z′n−1, α〉+ 〈i, ω0〉,
(1.3.12)

ïðè÷åì îòîáðàæåíèÿ 〈·,Ω′〉 :M→ Rn, 〈Z ′, ·〉 : N → Rn−1 ñþðúåêòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ U 1
M òàêîâà, ÷òî ϕ(O) = e. Îáîçíà÷èì ze =

V(zn)[ϕ]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ N 〈ze, α〉 = ϕ(〈zn, α〉) = e.
Äîêàæåì âûïîëíåíèå ôîðìóëû (1.3.12). Ïóñòü i ∈ M, α ∈ N . Îáîçíà-

÷èì (〈Z ′, α〉) = (ξ1, . . . , ξn−1), 〈i,Ω′〉 = (x1, . . . , xn). Çàìåòèì, ÷òî

i = xn · ze + i′, (1.3.13)

ãäå i′ ∈ M. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëà (1.3.13) îçíà÷àåò ïðîñòî, ÷òî i′ =

i − xn · ze, è òîãäà 〈i′, ω0〉 = 〈i, ω0〉 − 〈xn · ze, ω0〉 = xn − xn · e = O, îòêóäà
ïîëó÷àåì íóæíîå íàì i′ ∈ M. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ k = 1, . . . , n− 1 〈i′, ω′k〉 =

〈i, ω′k〉 − 〈xn · ze, ω′k〉 = xk − xn. Òåïåðü ïîëó÷àåì, ââèäó áèëèíåéíîñòè è
íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû íàM×N : 〈i, α〉 = 〈xn · ze, α〉+ 〈i′, α〉 = xn +

(x1 − xn) · ξ1+, . . . ,+(xn−1 − xn) · ξn−1 (ñëàãàåìîå 〈i′, α〉 ðàñïèñûâàåòñÿ ïî
ëåììå 1.1, ïîñêîëüêó i′ ∈M).

Ïîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü 〈·,Ω′〉. Ïîñêîëüêó áèôîðìà ëèíåéíà ñëåâà, òî
è îòîáðàæåíèå 〈·,Ω′〉 (äåéñòâóþùåå èçM â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê
äëèíû n+1) ëèíåéíî. Ïðè ýòîì îáðàçû ýëåìåíòîâ z′1, . . . , z′n, ze, ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû 1.3.12 ëåãêî âû÷èñëÿåìûå íåïîñðåäñòâåííî, êàê è ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.28, îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñòðîê Rn+1, ïîýòîìó
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ëþáàÿ ñòðîêà èç Rn+1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê îáðàç íåêîòîðîé ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ýòèõ ýëåìåíòîâ. Îòñþäà ñëåäóåò ñþðúåêòèâíîñòü 〈·,Ω′〉.

Ïîñêîëüêó áèôîðìà ëèíåéíà ñïðàâà íà M × N , à âñå z′1, . . . , z
′
n ëå-

æàò â M, òî è îòîáðàæåíèå 〈Z ′, ·〉 ëèíåéíî. Ïðè ýòîì îáðàçû ýëåìåíòîâ
ω′1, . . . , ω

′
n, îáðàçóþò êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñòðîê Rn, ïîýòîìó

ëþáàÿ ñòðîêà èç Rn ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê îáðàç íåêîòîðîé ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ýòèõ ýëåìåíòîâ. Îòñþäà ñëåäóåò ñþðúåêòèâíîñòü 〈Z ′, ·〉.

Ëåììà 1.26. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ ψ èç U 1
M èëè U 1

N ïðåäñòàâèìà â âèäå ψ(x) =

x+ b äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ ôóíêöèé èç
U1
M � äëÿ ôóíêöèé èç U 1

N îíî áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ââèäó ñèììåòðèè M è
N è ôîðìóëû (1.3.7), äåëàþùåé îïðåäåëåíèå ñëîæåíèÿ â R èíâàðèàíòíûì
îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèììåòðèè.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå áèôîðìû íà M × N è ñëåäóþùåå ñîîòâåò-
ñòâóþùåå åìó îãðàíè÷åíèå ïîíÿòèÿ çàâèñèìîñòè íàM×N : äëÿ ýëåìåíòà
j ∈M áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî j ∈ L(z′1), åñëè äëÿ ëþáûõ α, α′ ∈ N èç 〈z′1, α〉 =

〈z′1, α′〉 ñëåäóåò 〈j, α〉 = 〈j, α′〉. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà j ∈ L(z′1) íàéäåòñÿ
òàêàÿ ôóíêöèÿ u : R → R, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ N 〈j, α〉 = u(〈z′1, α〉).
Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàêèõ ôóíêöèé äëÿ âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ èç
L(z′1) îáîçíà÷èì çà U . Ïîíÿòíî, ÷òî [z′1] ⊆ L(z′1), è U 1

M ⊆ U .
Èññëåäóåì òåïåðü ñîñòàâ ìíîæåñòâ L(z′1) è U , ïîëüçóÿñü âûðàæåíè-

åì (1.3.12). Ïóñòü j ∈ L(z′1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k =

2, . . . , n − 1 〈j, ω′k〉 − 〈j, ω0〉 = r 6= O. Ñîãëàñíî ëåììå 1.25, ìû ìîæåì
âûáðàòü ýëåìåíò α ∈ N òàêîé, ÷òî 〈Z ′, α〉 = (O, . . . , O, e, O, . . . , O) (e ñòî-
èò íà k-îì ìåñòå). Òîãäà ïîëó÷èì 〈z′1, α〉 = 〈z′1, ω0〉 = O, íî 〈j, α〉 = r è
〈j, ω0〉 = O, òî åñòü 〈j, α〉 6= 〈j, ω0〉. Îòñþäà ñëåäóåò, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
çàâèñèìîñòè, ÷òî j /∈ L(z′1). Òàêèì îáðàçîì, L(z′1) ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî
òàêèå ýëåìåíòû j, äëÿ êîòîðûõ 〈j,Ω′〉 = (a, b, . . . , b), ãäå a, b ∈ R. Îáðàòíî,
ëþáîé ýëåìåíò j ∈ M ñ òàêèì ñâîéñòâîì áóäåò ëåæàòü â L(z′1), òàê êàê
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åñëè äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ N 〈z′1, α〉 = x, òî, êàê ñðàçó ñëåäóåò èç ðàâåí-
ñòâà (1.3.12), 〈j, α〉 = (a − b) · x + b, òî åñòü 〈j, α〉 îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ
÷åðåç 〈z′1, α〉, è ïîòîìó j ∈ L(z′1). Ìû òàêæå ïîëó÷èëè, ÷òî U ñîñòîèò èç
âñåâîçìîæíûõ ôóíêöèé âèäà u(x) = r · x + b äëÿ ïðîèçâîëüíûõ r, b ∈ R

(r = a− b).
Íàì îñòàëîñü ïîíÿòü, êàêèå èç íàéäåííûõ ýëåìåíòîâ U áóäóò ëåæàòü

â U 1
M. Äëÿ ýòîãî îòìåòèì, ÷òî åñëè u ∈ U 1

M è äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ R

u(x) = x, òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ åäèíñòâåííîñòè ïðåäëîæåíèÿ 1.30,
u = id. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ ôóíêöèé u ∈ U 1

M, îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííîé,
óðàâíåíèå u(x) = x íå ìîæåò èìåòü êîðíåé. Íî óðàâíåíèå r · x + b = x íå
èìååò êîðíåé â òåëå R, î÷åâèäíî, ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè r = e, b 6= O.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â U 1

M ìîãóò âõîäèòü òîëüêî ôóíêöèè
âèäà u(x) = x + b, b ∈ R. Íî ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.30, äëÿ
êàæäîãî a ∈ R íàéäåòñÿ òàêàÿ u ∈ U 1

M, ÷òî u(O) = a, à äëÿ ôóíêöèè
u(x) = x+b ýòî ïîëó÷àåòñÿ ëèøü ïðè b = a, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî
b ∈ R ôóíêöèÿ u(x) = x+ b âõîäèò â U 1

M.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî áèôîðìà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé 1.2.4. Ïóñòü i ∈ M,
α ∈ N . Îáîçíà÷èì 〈i,Ω′〉 = (ξ1, . . . , ξn), 〈Z ′, α〉 = (x1, . . . , xn). Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèå ôóíêöèè ϕ(x) ∈ U 1

M, ψ(x) ∈ U1
N : ϕ(x) = x − xn, ψ(x) = x −

ξn. Îáîçíà÷èì i′ = V(i)[ϕ], α′ = V(α)[ψ]. Ïî ïîñòðîåíèþ, 〈i′,Ω′〉 = (x1 −
xn, . . . , xn−1 − xn, O), 〈Z ′, α′〉 = (ξ1 − ξn, . . . , ξn−1 − ξn, O). Îòñþäà i′ ∈ M,
α′ ∈ N . Òåïåðü ïîëó÷àåì, ñîãëàñíî ëåììå 1.1:

〈i′, α′〉 = (x1 − xn) · (ξ1 − ξn) + . . .+ (xn−1 − xn) · (ξn−1 − ξn).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ i′ è α′:

〈i′, α′〉 = ϕ(〈i, α′〉) = ϕ(ψ(〈i, α〉) = 〈i, α〉 − xn − ξn.

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

〈i, α〉 = (x1 − xn) · (ξ1 − ξn) + . . .+ (xn−1 − xn) · (ξn−1 − ξn) + xn + ξn.
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Óñòàíîâèì îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

ñëó÷àÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.38. Îòîáðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉 : N → Rn, 〈·,Ω′〉 : M → Rn

áèåêòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ z′1, . . . , z
′
n, êàê

ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ëåæèò â [z′1, . . . , z
′
n] (òàê êàê íàáîð z′1, . . . , z′n

âêëþ÷àåò â ñåáÿ zn). Òîãäà ïîñêîëüêó z′1, . . . , z′n � ëèíåéíûé áàçèñ M, òî
[z′1, . . . , z

′
n] = M. Òåïåðü åñëè äëÿ α, α′ ∈ N 〈Z ′, α〉 = 〈Z ′, α′〉, òî è äëÿ

ëþáîãî i ∈ M 〈i, α〉 = 〈i, α′〉, îòêóäà α = α′. Ýòî îçíà÷àåò èíúåêòèâíîñòü
îòîáðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉. Àíàëîãè÷íî, èíúåêòèâíî îòîáðàæåíèå 〈·,Ω′〉.

Ïîñêîëüêó áèôîðìà ëèíåéíà ñïðàâà íà M × N , à âñå z′1, . . . , z
′
n ëå-

æàò â M, òî è îòîáðàæåíèå 〈Z ′, ·〉 ëèíåéíî. Ïóñòü ϕ ∈ U 1
N òàêîâà, ÷òî

ϕ(O) = e. Îáîçíà÷èì ωe = V(ω′n)[ϕ]. Òîãäà, ïîñêîëüêó 〈Z ′, ω′n〉 = (O, . . . , O),
〈Z ′, ωe〉 = (e, . . . , e). Îáðàçû ýëåìåíòîâ ω′1, . . . , ω′n−1, ωe îáðàçóþò òîãäà áà-
çèñ ïðîñòðàíñòâà ñòðîê Rn, ïîýòîìó ëþáàÿ ñòðîêà èç Rn ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíà êàê îáðàç íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ ýëåìåíòîâ. Îòñþäà
ñëåäóåò ñþðúåêòèâíîñòü 〈Z ′, ·〉. Àíàëîãè÷íî, ñþðúåêòèâíî è 〈·,Ω′〉.
Ïðåäëîæåíèå 1.39. Un

M = Ll,s,an (R), Um
N = Lr,s,an (R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì îñòàëîñü óñòàíîâèòü âèä ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà
Un
M. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ūn

M = {UZ ′[i] | i ∈ M}. Èç àêñèîìû À5 ñëå-
äóåò Un

M ⊆ Ūn
M. Ïîêàæåì, ÷òî Ūn

M = Ll,s,an (R). Ïóñòü i ∈ M, α ∈ N ,
〈i,Ω′〉 = (x1, . . . , xn), 〈Z ′, α〉 = (ξ1, . . . , ξn). Òîãäà UZ ′[i](ξ1, . . . , ξn) = 〈i, α〉 =

(x1−xn)·(ξ1−ξn)+. . .+(xn−1−xn)·(ξn−1−ξn)+xn+ξn = (x1−xn)·ξ1+. . .+

(xn−1−xn) · ξn−1 + (−(x1−xn)− . . .− (xn−1−xn) + e) · ξn+xn. Ïðè ýòîì êî-
ýôôèöèåíòû (x1−xn), . . . , (xn−1−xn), (−(x1−xn)− . . .−(xn−1−xn)+e), xn

ìîãóò, î÷åâèäíî, ïðèíèìàòü âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, ñóììà ïåðâûõ n − 1

èç êîòîðûõ äàåò e, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.
Ìû ïîëó÷èëè Un

M ⊆ Ll,s,an (R). Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå
âêëþ÷åíèå. Ïóñòü u ∈ Ll,s,an (R), u(x1, . . . , xn) = a1 ·x1 + . . .+an−1 ·xn−1 +an.
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Ðàññìîòðèì ýëåìåíò i ∈M, òàêîé, ÷òî

〈i,Ω′〉 = (
n−1∑

k=1

ak · 〈zk, ω′1〉+ an, . . . ,
n−1∑

k=1

ak · 〈zk, ω′n〉+ an).

Ïóñòü α ∈ N , îáîçíà÷èì 〈Z ′, α〉 = (ξ1, . . . , ξn). Òîãäà, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà
a1 + . . .+ an−1 = e, ïîëó÷àåì

〈i, α〉 =

(
n−1∑

k=1

ak · 〈zk, ω′1〉+ an −
n−1∑

k=1

ak · 〈zk, ω′n〉 − an
)
· (ξ1 − ξn) + . . .+

(
n−1∑

k=1

ak · 〈zk, ω′n〉+ an −
n−1∑

k=1

ak · 〈zk, ω′n〉 − an
)
· (ξn−1 − ξn) +

n−1∑

k=1

ak · 〈zk, ω′n〉+ an + ξn =

n−1∑

k=1

ak · (〈zk, ω′1〉 − 〈zk, ω′n〉) · (ξ1 − ξn) + . . .+

n−1∑

k=1

ak · (〈zk, ω′n−1〉 − 〈zk, ω′n〉) · (ξn−1 − ξn) +

n−1∑

k=1

ak · 〈zk, ω′n〉+ an +
n−1∑

k=1

ak · ξn =

n−1∑

k=1

ak · (
n−1∑

l=1

(〈zk, ω′l〉 − 〈zk, ω′n〉) · ξl + 〈zk, ω′n〉+ ξn) + an =

n−1∑

k=1

ak · 〈zk, α〉+ an = u(〈Z, α〉),

è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî u ∈ Un
M, êàê íàì è òðåáîâàëîñü.

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî âèä ìíîæåñòâ Un
M, Um

N çàâèñèò òîëüêî îò óñëîâèé
òåîðåìû, â êîòîðûõM è N ìîæíî ìåíÿòü ðîëÿìè. Ïðè ïåðåìåíåM è N
ðîëÿìè ôóíêöèè ϕa, a ∈ R, ïåðåõîäÿò, â ñèëó èõ îïðåäåëåíèÿ, â ôóíêöèè
ϕa, ôóíêöèÿ f � â f ∗, ïîýòîìó, ñîãëàñíî ôîðìóëàì 1.3.7 è 1.3.6, ñëîæåíèå â
R îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, à ïîðÿäîê óìíîæåíèÿ ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæ-
íûé. Òîãäà ìíîæåñòâî ôóíêöèé Ll,s,an (R) ïåðåéäåò â ìíîæåñòâî Lr,s,an (R), è
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èç äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà Un

M = Ll,s,an (R) áóäåò ñëåäîâàòü, ïðè çàìåíå M
íà N â ëåâîé ÷àñòè, Um

N = Lr,s,an (R).

Âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òåïåðü äîêàçàíû,
à çíà÷èò, äîêàçàíà ñàìà òåîðåìà.

Çàìå÷àíèå 1.5. Èç ïîñòðîåíèÿ Z ′, Ω′ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ k, l = 1, . . . , n − 1

〈z′k, ω′l〉 = e, åñëè k = l, è 〈z′k, ω′l〉 = O, åñëè k 6= l. Êðîìå òîãî, 〈Z ′, ω′n〉 =

(O, . . . , O), 〈z′n,Ω′〉 = (O, . . . , O), 〈z′n, ω′n〉 = O.



Ãëàâà 2

Òîïîëîãî-àëãåáðàè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
áîëüøèõ ðàíãîâ

2.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òîïîëîãè÷åñêîé àë-
ãåáðû

Íèæå ïðèâåäåì èñïîëüçóåìûå íàìè â ýòîé ãëàâå è äàëåå îïðåäåëåíèÿ è
ðåçóëüòàòû, ñîäåðæàùèåñÿ â [22], [26] (òåîðåìà 2.2) è [4] (îïðåäåëåíèå 2.3)
.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå G çàäàíû ñòðóêòóðà òîïîëîãè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà ñ óìíîæåíèåì ·. G íàçûâà-
åòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé, åñëè áèíàðíîå îòîáðàæåíèå · : G×G→ G

è óíàðíîå îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëåìåíòó èç G îá-
ðàòíûé åìó ïî óìíîæåíèþ, íåïðåðûâíû.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå F çàäàíû ñòðóêòóðà òîïîëî-
ãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ñòðóêòóðà òåëà ñ ñëîæåíèåì + è óìíîæåíè-
åì ·. F íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì òåëîì, åñëè áèíàðíûå îòîáðàæåíèÿ
+ : F ×F → F , · : F ×F → F è óíàðíûå îòîáðàæåíèÿ, ñîïîñòàâëÿþùèå
ýëåìåíòó èç F îáðàòíûé åìó ïî ñëîæåíèþ èëè ïî óìíîæåíèþ, íåïðå-
ðûâíû íà îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ. Êîììóòàòèâíîå òîïîëîãè÷åñêîå
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òåëî íàçûâàåòñÿ òàêæå òîïîëîãè÷åñêèì ïîëåì.

Çàìå÷àíèå 2.1. Âìåñòî óêàçàííûõ òðåáîâàíèé íà áèíàðíûå è óíàðíûå îïå-
ðàöèè äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòü áèíàðíûõ îïåðàöèé äåëåíèÿ,
ñîïîñòàâëÿþùåé ïàðå ýëåìåíòîâ a, b ∈ F , b 6= 0, ýëåìåíò a · b−1, è âû÷èòà-
íèÿ, ñîïîñòàâëÿþùåé ïàðå a, b ∈ F ýëåìåíò a− b.

Òåîðåìà 2.1. Âñÿêîå ñâÿçíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå òåëî
èçîìîðôíî òîïîëîãè÷åñêîìó ïîëþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òîïîëîãè÷åñêî-
ìó ïîëþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èëè òîïîëîãè÷åñêîìó òåëó êâàòåðíèîíîâ.

Òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâàõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C
è êâàòåðíèîíîâ H çàäàåòñÿ ïðè ýòîì êàê îáû÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ òîïîëîãèÿ
ïðîñòðàíñòâ R, R2 è R4, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü m, n � íå ðàâíûå äðóã äðóãó íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Òîãäà òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Rm è Rn íå ãîìåîìîðôíû.

Òåîðåìà 2.3. Íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Rp
ìîæíî ââåñòè äâå íåèçîìîðôíûå (â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå) ñòðóêòóðû
òåëà.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå V çàäàíû ñòðóêòóðà òîïîëîãè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ñòðóêòóðà ëåâîãî (ïðàâîãî) ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íàä òîïîëîãè÷åñêèì òåëîì F . V íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âåê-
òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè íåïðåðûâíû îòîáðàæåíèå V × V → V , ñî-
îòâåòñòâóþùåå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ â V , è îòîáðàæåíèå F × V → V

(V × F → V ), ñîîòâåòñòâóþùåå îïåðàöèè ëåâîãî (ïðàâîãî) äîìíîæåíèÿ
ýëåìåíòîâ V íà ñêàëÿð èç F .

2.2 Àêñèîìàòèêà è ôîðìóëèðîâêè òåîðåì

Êàê è â ãëàâå 1, ðàññìàòðèâàåì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (M,N , R, 〈,〉), ãäå
M, N , R � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà (R ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà,
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M è N íåïóñòû), à áèôîðìà 〈,〉 : M× N → R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
íåâûðîæäåííîñòè. Ðàíã (n+ 1,m+ 1) òàêæå ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì.

Ìû áóäåì ïîëàãàòü, â äîïîëíåíèå ê ýòîìó, ÷òî íà R çàäàíà ñòðóêòóðà
õàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ñîãëàøåíèÿ íà îáîçíà÷åíèÿ (òèïà 〈I,A〉 ∈ Rkl, πI : N → Rn è ò. ï.)
îñòàþòñÿ ïðåæíèìè.

Ïóñòü çàäàíû íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà BM ⊆ Mn è BN ⊆ Nm; èõ
ýëåìåíòû ìû áóäåì íàçûâàòü áàçàìè. Òàê, åñëè (i1, . . . , in) ∈ BM, òî
i1, . . . , in � áàçàM.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû íà (M,N , R, 〈,〉).

Àêñèîìà Ò1 Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ F : Rm×Rnm×Rn → R, îïðåäå-
ëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà ïîäìíîæåñòâå Rm×〈BM,BN 〉×Rn, ÷òî äëÿ âñåõ
I ∈ BM, i ∈M, A ∈ BN , α ∈ N âûïîëíåíî

〈i, α〉 = F (〈i,A〉, 〈I,A〉, 〈I, α〉).

Àêñèîìà Ò2 Äëÿ ëþáîé áàçû I ∈ BM ïîäìíîæåñòâî 〈I,BN 〉 = πI × · · · ×
πI(BN ) ⊆ Rnm âñþäó ïëîòíî â Rnm. Äëÿ ëþáîé áàçû A ∈ BN ïîäìíîæåñòâî
〈BM,A〉 âñþäó ïëîòíî â Rnm.

Àêñèîìà Ò3 Ìíîæåñòâî 〈BM,BN 〉 ñîäåðæèò íåêîòîðîå îòêðûòîå ïîäìíî-
æåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rnm.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûìè òàêæå ÷àñòü àêñèîì àëãåáðàè-
÷åñêîé àêñèîìàòèêè. Çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü íà M è N îïðåäåëèì
òàê æå, êàê ðàíüøå.

Àêñèîìà À3 Ïóñòü k ∈ {1, 2, 3}, (i1, . . . , ik) = I ∈ Mk íåçàâèñèìû. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà r ∈ Rk íàéäåòñÿ òàêîé α ∈ N , ÷òî 〈I, α〉 = r. Ïóñòü
(α1, . . . , αk) = A ∈ N k íåçàâèñèìû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî r ∈ Rk íàéäåòñÿ
òàêîé i ∈M, ÷òî 〈i,A〉 = r.
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Àêñèîìó À2 áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííîé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ áàç:

Àêñèîìà À2' Äëÿ ëþáûõ I ∈ BM, r ∈ Rn íàéäåòñÿ òàêîé α ∈ N , ÷òî
〈I, α〉 = r; äëÿ ëþáûõ A ∈ BN , r ∈ Rm íàéäåòñÿ òàêîé i ∈M, ÷òî 〈i,A〉 = r.

ÝëåìåíòûM ìîãóò, ââèäó íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû, ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ êàê ðàçëè÷íûå ôóíêöèè íà N ñî çíà÷åíèÿìè â R:M⊆ RN , è àíàëîãè÷-
íî N ⊆ RM. Ââåäåì òåïåðü íàM (è íà N ) òîïîëîãèþ, èíäóöèðîâàííóþ
òîïîëîãèåé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Îíà, î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìè-
íèìàëüíóþ òîïîëîãèþ íàM è N , â êîòîðîé ôóíêöèÿ 〈,〉 ðàçäåëüíî íåïðå-
ðûâíà.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ìíîãîîñíîâíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
(M,N , R, 〈,〉), óäîâëåòâîðÿþùóþ óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì è àê-
ñèîìàì áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðàíãà
(n+ 1,m+ 1), åñëè n,m ≥ 2.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Äâå íåïðåðûâíûå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû
(M,N , R, 〈,〉) è (M′,N ′, R′, 〈,〉′) ðàíãà (n + 1,m + 1) áóäåì íàçûâàòü
ñèëüíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ãîìåîìîðôíûå áèåêöèè
µ :M→M′, ν : N → N ′, ÷òî äëÿ ëþáûõ i ∈M, α ∈ N áóäåò âûïîëíåíî

〈µ(i), ν(α)〉′ = 〈i, α〉.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâàM è N â âñåõ óñëîâèÿõ ñèììåòðè÷íû, äàëåå ìû
ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñëó÷àé m ≥ n.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü (M,N , R, 〈,〉) � íåïðåðûâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòó-
ðà ðàíãà (n+ 1,m+ 1), m ≥ n ≥ 2, (m,n) 6= (3, 3). Òîãäà

1. m = n èëè m = n+ 1.

2. Ìû ìîæåì âûáðàòü ýëåìåíòû O, e ∈ R (ïðè ýòîì â êà÷åñòâå e
ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò R, íå ðàâíûé O) è çàäàòü íà
R áèíàðíûå îïåðàöèè + è · òàê, ÷òî (R,+, · , O, e) áóäåò òîïîëîãè-
÷åñêèì òåëîì.
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3. M è N ñ ââåäåííîé âûøå òîïîëîãèåé ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
m-ìåðíûì òîïîëîãè÷åñêèì ëåâûì è n-ìåðíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðà-
âûì âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä òåëîì R.

4. Íàéäóòñÿ òàêèå Z ′ ∈ Mn è Ω′ ∈ Nm, ÷òî îòîáðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉 :

N → Rn è 〈· ,Ω′〉 : M → Rn ÿâëÿþòñÿ (òîïîëîãè÷åñêèìè) èçîìîð-
ôèçìàìèM è N íà òîïîëîãè÷åñêîå ëåâîå è òîïîëîãè÷åñêîå ïðàâîå,
ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ñòðîê äëèíû m è n, ñî-
îòâåòñòâåííî, íàä R.

5. 〈,〉 ñîâìåñòíî íåïðåðûâíà è çàäàåòñÿ îäíîé èç ôîðìóë (1.2.1), (1.2.3)
èëè (1.2.4):

〈i, α〉 = x1 · ξ1 + . . .+ xn · ξn (m = n);

〈i, α〉 = (x1 − xn+1) · ξ1 + . . .+ (xn − xn+1) · ξn + xn+1 (m = n+ 1);

〈i, α〉 = (x1 − xn) · (ξ1 − ξn) + . . .+ (xn−1 − xn) · (ξn−1 − ξn) + xn + ξn

(m = n),

ãäå 〈i,Ω′〉 = (x1, . . . , xm), 〈Z ′, α〉 = (ξ1, . . . , ξn), + è · � îïåðàöèè â
òåëå R.

Çàìå÷àíèå 2.2. Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàíãà (ïðè óñëîâèè m > n) ñèëüíî ýêâèâà-
ëåíòíà îäíîé èç ñòðóêòóð An(R), Bn(R), Cn(R), ðàññìîòðåííûõ â ïðèëî-
æåíèè 1, åñëè íà R çàäàíà ñòðóêòóðà òåëà, îïðåäåëåííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû. Â êà÷åñòâå çàäàþùèõ ýêâèâàëåíòíîñòü îòîáðàæåíèé äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî âçÿòü îòîáðàæåíèÿ µ = πΩ′, ν = πZ ′.

Â ïðèëîæåíèè 1 ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû An(R),
Bn(R), Cn(R) óäîâëåòâîðÿþò âñåì àêñèîìàì íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû è, çíà÷èò, óñëîâèÿì òåîðåìû, ÷òî äåëàåò åå ñîäåðæàòåëüíîé.

Çàìå÷àíèå 2.3. Àêñèîìà Ò3 áóäåò èñïîëüçîâàíà ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû 2.4 ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü îïåðàöèè âçÿòèÿ
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îáðàòíîãî ïî óìíîæåíèþ â òåëå èëè ãðóïïå R, è íå òðåáóåòñÿ äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà óòâåðæäåíèé ýòîé òåîðåìû, ÿâíî ýòó íåïðåðûâíîñòü íå ïîäðàçó-
ìåâàþùèõ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áóäåò ïîëó÷åíà èç òåîðåìû 2.4 êàê ñëåäñòâèå.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü (M,N , R, 〈,〉) � íåïðåðûâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòó-
ðà ðàíãà (n + 1,m + 1), òàêîãî, ÷òî m ≥ n ≥ 2, (n + 1,m + 1) 6= (3, 3),
ïðè÷åì R � ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C èëè
òåëî êâàòåðíèîíîâ H, ñ çàäàííîé íà íèõ êëàññè÷åñêîé òîïîëîãèåé. Òîãäà
m = n èëè m = n + 1, è íàéäóòñÿ òàêèå I ∈ Mn, A ∈ N n è òàêîé
ãîìåîìîðôèçì ϕ : R → R, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ òðåõ
ôîðìóë, ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ ëþáûõ i ∈ M, α ∈ N (â ïåðâîì è òðåòüåì
ñëó÷àå m = n, âî âòîðîì � m = n+ 1).

〈i, α〉 = ϕ−1(ϕ(x1)ϕ(ξ1) + . . .+ ϕ(xn)ϕ(ξn)); (2.2.1)
〈i, α〉 = ϕ−1((ϕ(x1)− ϕ(xn))ϕ(ξ1) + . . .+ (2.2.2)

(ϕ(x1)− ϕ(xn))ϕ(ξn)) + ϕ(xn+1);

〈i, α〉 = ϕ−1((ϕ(x1)− ϕ(xn−1))(ϕ(ξ1)− ϕ(ξn)) + . . .+ (2.2.3)
(ϕ(x1)− ϕ(xn))(ϕ(ξn−1)− ϕ(ξn)) + ϕ(xn) + ϕ(ξn)),

ãäå (x1, . . . , xn) = 〈i,A〉, (ξ1, . . . , ξn) = 〈I, α〉.
Îòîáðàæåíèÿ 〈I, ·〉 è 〈· ,A〉 ïðè ýòîì ìîæíî âçÿòü áèåêòèâíûìè è

ãîìåîìîðôíûìè.

Çàìå÷àíèå 2.4. Åñëè â êà÷åñòâå R âçÿòü òàêîå òîïîëîãè÷åñêîå òåëî, ÷òî
íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R îïðåäåëåíî áîëåå îäíîé íåèçîìîðôíîé
ñòðóêòóðû òîïîëîãè÷åñêîãî òåëà (íàïðèìåð, ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, ñì.
òåîðåìó 2.3), òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.5 äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî R íå âû-
ïîëíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòðïðèìåð. Ïóñòü
(R,+, · , 0, 1) = R � çàäàííîå òîïîëîãè÷åñêîå òåëî. Îáîçíà÷èì çà
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(R,+F , ·F , O, e) = RF òîïîëîãè÷åñêîå òåëî, íåèçîìîðôíîå åìó (ñóùå-
ñòâóþùåå ïî óñëîâèþ äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ). Òîãäà ñóùåñòâóþò,
êàê ïîêàçàíî â ïðèëîæåíèè 1, íåïðåðûâíûå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû
An(R), An(RF ). Â ýòèõ ñòðóêòóðàõ M ÿâëÿåòñÿ ëåâûì, à N � ïðà-
âûì òîïîëîãè÷åñêèìè âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñòðîê äëèíû n íàä
òåëàìè R è RF , ñîîòâåòñòâåííî, äåéñòâèå 〈,〉 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâè-
ëàì, ñîîòâåòñòâåííî, 〈(x1, . . . , xn), (ξ1, . . . , ξn)〉 = x1 · ξ1 + . . . + xn · ξn è
〈(x1, . . . , xn), (ξ1, . . . , ξn)〉 = x1 ·F ξ1 +F · · ·+F xn ·F ξn.

Ïðè ýòîì, åñëè áû ñóùåñòâîâàë ãîìåîìîðôèçì ϕ : R → R, òàêîé, ÷òî
âûïîëíåíî (2.2.1) äëÿ ëþáûõ i = (x1, . . . , xn) ∈ M (ââèäó íàëè÷èÿ íó-
ëåé â M è N äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ èìåííî îíà), α = (ξ1, . . . , ξn) ∈ N ,
òî, ïîäñòàâëÿÿ â (2.2.1), ñ ó÷åòîì âèäà 〈,〉, ïàðû çíà÷åíèé i = (O, . . . , O),
α = (O, . . . , O); i = (e,O, . . . , O), α = (e,O, . . . , O); i = (a, b, O, . . . , O),
α = (e, e, O, . . . , O), i = (a,O, . . . , O), α = (b, O, . . . , O) (ñ ïðîèçâîëüíûìè
a, b ∈ R), ïîëó÷àåì, ÷òî ψ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òåë (R,+F , ·F , O, e) è
(R,+, · , 0, 1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ìû ìîæåì òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü îòäåëüíóþ òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ íà-
ëè÷èÿ íóëåé âM è N .

Íàïîìíèì àêñèîìû À0 è À3'.

Àêñèîìà À0 Â ìíîæåñòâåM åñòü òàêîé ýëåìåíò z0 ∈M, ÷òî äëÿ ëþáûõ
α, α′ ∈ N âûïîëíåíî 〈z0, α〉 = 〈z0, α

′〉. Ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò ω0 ∈ N ,
÷òî äëÿ ëþáûõ i, i′ ∈M âûïîëíåíî 〈i, ω0〉 = 〈i′, ω0〉.

Àêñèîìîé À3' íàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå àêñèîìû À3, áåðóùååñÿ òîëüêî
äëÿ k = 1, 2.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n + 1,m + 1),
m ≥ n ≥ 2, (m,n) 6= (3, 3), âûïîëíåíà ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé è àêñèîì,
òðåáóåìûõ îïðåäåëåíèåì íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, â êîòîðîé
àêñèîìà À3 çàìåíåíà íà ñîâîêóïíîñòü àêñèîì À3' è À0. Òîãäà



84
1. m = n.

2. Ìû ìîæåì âûáðàòü ýëåìåíòû O, e ∈ R (ïðè ýòîì â êà÷åñòâå e
ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò R, íå ðàâíûé O) è çàäàòü íà
R áèíàðíûå îïåðàöèè + è · òàê, ÷òî (R,+, · , O, e) áóäåò òîïîëîãè-
÷åñêèì òåëîì.

3. M è N ñ ââåäåííîé âûøå òîïîëîãèåé ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
n-ìåðíûì òîïîëîãè÷åñêèì ëåâûì è òîïîëîãè÷åñêèì ïðàâûì âåêòîð-
íûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä òåëîì R.

4. Íàéäóòñÿ òàêèå Z ′ ∈ Mn è Ω′ ∈ Nm, ÷òî îòîáðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉 :

N → Rn è 〈· ,Ω′〉 : M → Rn ÿâëÿþòñÿ (òîïîëîãè÷åñêèìè) èçîìîð-
ôèçìàìèM è N íà òîïîëîãè÷åñêîå ëåâîå è òîïîëîãè÷åñêîå ïðàâîå,
ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ñòðîê äëèíû n íàä R.

5. 〈,〉 ñîâìåñòíî íåïðåðûâíà è ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé íà ïàðå
ïðîñòðàíñòâM, N .

Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû òàêæå ìîæíî îáðàòèòü, ñîãëàñíî ïðèëîæå-
íèþ 1.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà è òåîðåìà 2.1 �
äîñòàòî÷íî çàìåíèòü àêñèîìó À3 íà À0 è À3', è îñòàâèòü äëÿ âèäà ñòðóê-
òóðû ëèøü ôîðìóëó (2.2.1).

2.3 Ïðîñòåéøèå ñëåäñòâèÿ àêñèîì è ñâåäåíèå ê àëãåá-
ðàè÷åñêîìó ñëó÷àþ

Âûâåäåì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç ïðèâåäåííûõ âûøå àêñèîì. Â ðàññóæäå-
íèÿõ ýòîãî ðàçäåëà íå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ àêñèîìû À0, À3, ïîýòîìó îíè
ïðîõîäÿò â óñëîâèÿõ êàê òåîðåìû 2.4, òàê è òåîðåìû 2.6.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Äëÿ ëþáîãî I ∈ BM îòîáðàæåíèå 〈I, ·〉 : N → Rn

îòêðûòî. Äëÿ ëþáîãî A ∈ BN îòîáðàæåíèå 〈· ,A〉 :M→ Rm îòêðûòî.



85
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Íàì äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî îòêðûòû îáðàçû âñåõ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé îòêðûòîé áà-
çû òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâàM. Ïðåäáàçà ðàññìàòðèâàåìîé íàìè òîïîëîãèè
ñîñòîèò èç âñåõ ìíîæåñòâ âèäà π−1

j (U), j ∈M, U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
R. Ïóñòü π−1

j1
(U1), . . . , π

−1
jk

(Uk), ãäå (j1, . . . , jk) = J ∈Mk, U1, . . . , Uk � îò-
êðûòûå ïîäìíîæåñòâà R, åñòü íåêîòîðûé êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ ïðåä-
áàçû. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé jt, 1 ≤ t ≤ k. Ôèêñèðóåì êàêóþ-íèáóäü áàçó
A ∈ BN . Èç àêñèîìû Ò1 ïîëó÷àåì òîãäà, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ N âûïîëíÿåò-
ñÿ 〈jt, α〉 = F (〈jt,A〉, 〈I,A〉, 〈I, α〉) = ut(〈I, α〉) (ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
jt). Ïðè ýòîì ut : Rn → R îïðåäåëåíà íà âñåì Rn, ââèäó àêñèîìû À2', è
íåïðåðûâíà, ââèäó íåïðåðûâíîñòè F .

×åðåç u : Rn → Rk îáîçíà÷èì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé
u1, . . . , uk : Rn → R. Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî u îïðåäåëåíî íà âñåì
Rn, íåïðåðûâíî, è äëÿ ëþáîãî α ∈ N âåðíî u(〈I, α〉) = 〈J, α〉. Òîãäà
πI(π

−1
j1

(U1) ∩ · · · ∩ π−1
jk

(Uk)) = {〈I, α〉, α ∈ N : 〈j1, α〉 ∈ U1, . . . , 〈jk, α〉 ∈
Uk} = u−1(U1×· · ·×Uk), òî åñòü îòêðûòî â Rn, ââèäó íåïðåðûâíîñòè u. Òà-
êèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî πI ïåðåâîäèò ëþáîå ìíîæåñòâî èç îòêðûòîé
áàçûM â îòêðûòîå ìíîæåñòâî èç Rn, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.

Ëåììà 2.1. BM âñþäó ïëîòíî âMn, BN âñþäó ïëîòíî â Nm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Çàìåòèì, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîé áàçû A ∈ BN îòîáðàæåíèå 〈· ,A〉 : Mn → Rnm (äå-
êàðòîâà ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ πA) îòêðûòî è âçàèìíîîäíîçíà÷íî. Îòêðû-
òîñòü ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1, ñþðúåêòèâíîñòü � èç àêñèîìû À2'.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíúåêòèâíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàêèõ ëèáî
i, i′ ∈ M 〈i,A〉 = 〈i′,A〉. Òîãäà èç àêñèîìû Ò1 ïîëó÷àåì 〈i, α〉 =

F (〈i,A〉, 〈I,A〉, 〈I, α〉) = F (〈i′,A〉, 〈I,A〉, 〈I, α〉) = 〈i′, α〉 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
α ∈ N , îòêóäà, ââèäó àêñèîìû íåâûðîæäåííîñòè, i = i′.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè îòêðûòîñòü è âçàèìíîîäíîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ
〈· ,A〉 : Mn → Rnm. Ïîýòîìó îáðàòíîå ê íåìó íåïðåðûâíî è âçàèìíîîä-



86
íîçíà÷íî, è BM, êàê îáðàç âñþäó ïëîòíîãî â Rnm (ñîãëàñíî àêñèîìå Ò2)
ìíîæåñòâà 〈BM,A〉 ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè, ñàìî âñþäó ïëîòíî âMn. Àíà-
ëîãè÷íî, BN âñþäó ïëîòíî â Nm.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü I ∈ BM, I ′ ∈Mn, i, i′ ∈M, A ∈ BN , A′ ∈ Nm,
α, α′ ∈ N . Ïóñòü 〈I,A′〉 = 〈I ′,A〉, 〈i′,A〉 = 〈i,A′〉, 〈I, α′〉 = 〈I ′, α〉. Òîãäà
〈i′, α〉 = 〈i, α′〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâåäåì òåïåðü òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå èç àêñèîìû Ò1
ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïî áàçàì. Ïóñòü I ∈ BM, i ∈ M, A ∈ BN , α ∈
N , I ′ ∈ Mn. Ïîëüçóÿñü äîêàçàííîé â ëåììå 2.1 âñþäó ïëîòíîñòüþ BM,
ïîñòðîèì äëÿ I ′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ BM, ïðåäåëîì êîòîðîé îí
ÿâëÿåòñÿ: I ′ = limk→∞ I ′k, ãäå âñå I ′k ∈ BM. Äëÿ êàæäîãî I ′k ìîæíî (ñîãëàñíî
àêñèîìå À2') ïîñòðîèòü òàêîé A′k ∈ Nm, ÷òî 〈I,A′k〉 = 〈I ′k,A〉. Ïîñëå ýòîãî
ñòðîÿòñÿ α′k ∈ N : 〈I, α′k〉 = 〈I ′k, α〉 è i′k ∈ M : 〈i′k,A〉 = 〈i,A′k〉. Òîãäà èç
àêñèîìû Ò1 ñëåäóåò 〈i′k, α〉 = 〈i, α′k〉.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì α îòîáðàæåíèå 〈· , α〉 : Mn → Rn áóäåò íåïðå-
ðûâíî êàê ïðîèçâåäåíèå n íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé 〈· , α〉 : M → R.
Àíàëîãè÷íî, íåïðåðûâíûì áóäåò îòîáðàæåíèå 〈· ,A〉 : Mn → Rnm. Òîãäà
〈I ′, α〉 = limk→∞ 〈I ′k, α〉, 〈I ′,A〉 = limk→∞ 〈I ′k,A〉.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü íàìè â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà, îòîáðàæåíèå πI

(òàì ðå÷ü øëà î πA, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ) îáðàòèìî,
è îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå (îáîçíà÷èì åãî fI : Rn → N ) îïðåäå-
ëåíî íà âñåì Rn è íåïðåðûâíî. Îòñþäà α′ = fI(〈I, α′〉) = fI(〈I ′, α〉) =

fI(limk→∞ 〈I ′k, α〉) = limk→∞ fI(〈I ′k, α〉) = limk→∞ fI(〈I, α′k〉) = limk→∞ α′k.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ A′ = limk→∞A′k. Òîãäà 〈i,A′〉 = limk→∞ 〈i,A′k〉. Èç
ýòîãî, êàê è âûøå, âûâîäèì i′ = limk→∞ i′k. Â ñèëó õàóñäîðôîâîñòè R ìû
ìîæåì òåïåðü ïåðåéòè ê ïðåäåëó â îáåèõ ÷àñòÿõ (ñëåäóþùåãî èç àêñèî-
ìû Ò1) ðàâåíñòâà 〈i′k, α〉 = 〈i, α′k〉, ïîëó÷àÿ òðåáóåìîå 〈i′, α〉 = 〈i, α′〉.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå áàçû Z ∈ BM è Ω ∈ BN . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
äëÿ íèõ íàáîðû ôóíêöèé UM è UN , îïðåäåëåííûå, êàê â ãëàâå 1 (è ñîîò-



87
âåòñòâóþùèå ýòèì íàáîðàì îïåðàòîðû). Îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó âûïîë-
íÿþòñÿ àêñèîìû À1 (ôàêòè÷åñêè ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ïðåäëîæåíèè 2.2)
è À2, áóäóò âûïîëíåíû è óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþùèõ èç íèõ àêñèîì À4, À5
è À6 (ïðåäëîæåíèÿ 1.1�1.3).

Ìû ïîëó÷àåì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî èç óñëîâèé òåîðåìû 2.4 âûòåêàþò
óñëîâèÿ òåîðåìû 1.4, à èç óñëîâèé òåîðåìû 2.6 � óñëîâèÿ òåîðåìû 1.5.

Ìû çàôèêñèðóåì äàëåå îïåðàöèè + è ·, çàäàâàåìûå â õîäå äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåì 1.4, 1.5, à òàêæå íàáîðû Z ′ ∈ Mn, Ω′ ∈ Nm, óïîìèíàåìûå â
èõ óòâåðæäåíèÿõ.

2.4 Âèä ôóíêöèè F .

Â ýòîì ïóíêòå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû À. À. Ñèìîíîâà [24] è èõ òðèâèàëü-
íûå ñëåäñòâèÿ.

Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ êîíöåïöèÿ îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæå-
íèÿ [24]. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4, îòîáðàæåíèÿ 〈Z ′, ·〉 : N → Rn, 〈·,Ω′〉 :

M→ Rm, ÿâëÿþòñÿ áèåêòèâíûìè. Òîãäà ýëåìåíòûM ìû ìîæåì ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ñòðîêè èç Rm (ìàòðèöû 1×m), à ýëåìåíòû N � êàê ñòîëáöû èç
Rn (ìàòðèöû n× 1). Åñëè i ∈M, 〈i,Ω′〉 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìàòðèöà-
ñòðîêà, α ∈ N , 〈Z ′, α〉 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìàòðèöà-ñòîëáåö, òî 〈i, α〉
áóäåì ïîíèìàòü êàê îáîáùåííîå ïðîèçâåäåíèå òàêèõ ìàòðèö:

〈i,Ω′〉 ∗ 〈Z ′, α〉 := 〈i, α〉.

Ýòî îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåìíîæàòü ìàòðèöû
ðàçìåðà k × m íà ìàòðèöû ðàçìåðà n × l äëÿ ëþáûõ k, l. Ðåçóëüòàòîì
òàêîãî ïåðåìíîæåíèÿ ìû áóäåì ïîëàãàòü ìàòðèöó k × l, ýëåìåíòîì p-é
ñòðîêè è q-ãî ñòîëáöà êîòîðîé áóäåò îáîáùåííîå ïðîèçâåäåíèå p-é ñòðîêè
ïåðâîé ìàòðèöû íà q-é ñòîëáåö âòîðîé. Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
ìàòðèö ðàçìåðà n×m áóäåò âíîâü ìàòðèöà ðàçìåðà n×m. 〈Z ′,Ω′〉 áóäåò ÿâ-
ëÿòüñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî òàêîãî óìíîæåíèÿ. Îáîçíà÷èì
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〈Z ′,Ω′〉 = E∗.

Â ïðèëîæåíèè 1 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíî-
æåíèÿ, îïðåäåëåííîãî ïî áèôîðìå, óäîâëåòâîðÿþùåé îäíîé èç ôîð-
ìóë (1.2.1), (1.2.2), (1.2.4) (êîòîðûì, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4, äîëæíà óäî-
âëåòâîðÿòü áèôîðìà ïðè óñëîâèè m ≥ n), âûïîëíåíà àññîöèàòèâíîñòü íà
ìíîæåñòâå ìàòðèö ðàçìåðà n ×m. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð, è äëÿ
ìàòðèö x, Y , z ðàçìåðîâ 1×m, n×m, n× 1, ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíÿåòñÿ
(x ∗ Y ) ∗ z = x ∗ (Y ∗ z) (äîñòàòî÷íî äîïîëíèòü ìàòðèöû ìåíüøèõ ðàçìå-
ðîâ äî ìàòðèö ðàçìåðà n × m èõ êîïèÿìè, è òðåáóåìîå ðàâåíñòâî áóäåò
ïîëó÷àòüñÿ èç àññîöèàòèâíîñòè).

Äëÿ ìàòðèö èç ìíîæåñòâà 〈Z ′,BN 〉 áóäåò ñóùåñòâîâàòü ëåâûé îáðàò-
íûé îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ (ìàòðèöà ðàçìå-
ðà n × m, íå îáÿçàòåëüíî ëåæàùàÿ â 〈Z ′,BN 〉). Îí çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü A ∈ 〈Z ′,BN 〉, α1, . . . , αm � òàêàÿ áàçà N , ÷òî A ñîñòî-
èò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ýëåìåíòàì ñòîëáöîâ 〈Z ′, α1〉, . . . , 〈Z ′, αm〉. Òî-
ãäà ìû ìîæåì, ñîãëàñíî àêñèîìå À2', âûáðàòü òàêèå i1, . . . , in ∈ M, ÷òî
〈ik, αl〉 = 〈z′k, ω′l〉, k = 1, . . . , n, l = 1, . . . ,m. Ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç
ñòðîê 〈ik,Ω〉, k = 1, . . . , n, áóäåò ëåâîé îáðàòíîé ê A (÷òî ñðàçó ñëåäóåò èç
îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ).

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ìàòðèö èç ìíîæåñòâà 〈BM,Ω〉 áóäåò ñóùåñòâîâàòü
ïðàâûé îáðàòíûé îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ. Åñ-
ëè ìàòðèöà A ∈ 〈BM,Ω′〉 ñîñòîèò èç ñòðîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåêîòî-
ðûì ýëåìåíòàì i1, . . . , in ∈ M, (i1, . . . , in) ∈ BM, òî, âûáðàâ ýëåìåíòû
α1, . . . , αm ∈ N òàê, ÷òîáû 〈ik, αl〉 = 〈z′k, ω′l〉, k = 1, . . . , n, l = 1, . . . ,m, è
ñîñòàâèâ ìàòðèöó èç ñòîëáöîâ 〈Z ′, αk〉, k = 1, . . . ,m, ìû ïîëó÷èì ïðàâóþ
îáðàòíóþ ê A.

Ïóñòü òåïåðü A ∈ 〈BM,BN 〉, I ∈ BM, A ∈ BN òàêîâû, ÷òî A = 〈I,A〉.
Êàê ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî óìíîæåíèÿ,

〈I,A〉 = 〈I,Ω′〉 ∗ 〈Z ′,A〉. (2.4.1)
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Êàê îòìå÷åíî âûøå, ìàòðèöà 〈I,Ω′〉 îáðàòèìà (ïî îáîáùåííîìó óìíîæå-
íèþ) ñïðàâà, ìàòðèöà 〈Z ′,A〉 îáðàòèìà ñëåâà. Íî, ñîãëàñíî ëåììàì 4.1, 4.2
èç ïðèëîæåíèÿ 1, äëÿ îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, îñíîâàííîãî íà
ôîðìóëàõ (1.2.2) è (1.2.4) ëåâàÿ îáðàòèìîñòü ðàâíîñèëüíà ïðàâîé îáðàòè-
ìîñòè (îáîáùåííîå óìíîæåíèå, îñíîâàííîå íà ôîðìóëå (1.2.1), ñîâïàäàåò
ñ îáû÷íûì ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì, è äëÿ íåãî ýòà ðàâíîñèëüíîñòü òðè-
âèàëüíà). Ïîýòîìó ìàòðèöà 〈I,A〉 îáðàòèìà, êàê àññîöèàòèâíîå ïðîèçâåäå-
íèå äâóõ îáðàòèìûõ ìàòðèö. Ìû ïîêàçàëè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìíîæåñòâî
〈BM,BN 〉 ñîñòîèò èç ìàòðèö, îáðàòèìûõ îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîãî ìàò-
ðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F íà îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ äëÿ
êàæäîé ñòðóêòóðû îäíîçíà÷íî ïî èçâåñòíîìó âèäó áèôîðìû. Ýòî ñëåäóåò
èç àêñèîìû Ò1, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ (x, Y, z) èç îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ F ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå i ∈ M, I ∈ BM, α ∈ N , A ∈ BN , ÷òî
(〈i,A〉, 〈I,A〉, 〈I, α〉) = (x, Y, z). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ F çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

F (x, Y, z) = (x) ∗ (Y )−1 ∗ (z) (2.4.2)

(ñð. [5]) ãäå x ∈ Rm, Y ∈ 〈BM,BN 〉 ⊆ Rnm, z ∈ Rn, ïðè ýòîì â ïðàâîé
÷àñòè (x) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàòðèöà 1×m, (Y ) � êàê ìàòðèöà n×m,
(z) � êàê ìàòðèöà n × 1; îáðàòíûé ýëåìåíò ê (Y ) áåðåòñÿ îòíîñèòåëüíî
îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.

Ñîãëàñíî ñäåëàííîìó âûøå çàìå÷àíèþ, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,
çàäàííàÿ ýòîé ôîðìóëîé ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé Rm × 〈BM,BN 〉 ×
Rn è óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ àêñèîìû Ò1. Ïåðâîå ñëåäóåò èç ðà-
íåå ïîêàçàííîé îáðàòèìîñòè ìàòðèö èç 〈BM,BN 〉. Ïîêàæåì âòîðîå. Ïóñòü
I ∈ BM, A ∈ BN , i ∈ M, α ∈ N . Ïîëüçóÿñü àññîöèàòèâíîñòüþ,
ïîëó÷àåì, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ :
F (〈i,A〉, 〈I,A〉, 〈I, α〉) = F (〈i,Ω′〉∗〈Z ′, α〉, 〈I,Ω′〉∗〈Z ′,A〉, 〈I,Ω′〉∗〈Z ′, α〉) =

〈i,Ω′〉∗〈Z ′,A〉∗(〈I,Ω′〉∗〈Z ′,A〉)−1∗〈I,Ω′〉∗〈Z ′, α〉 = 〈i,Ω′〉∗〈Z ′, α〉 = 〈i, α〉,
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÷òî è òðåáóåòñÿ.

Ïðîñóììèðóåì ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. 1. Îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå àññîöèà-
òèâíî â óñëîâèÿõ òåîðåì 2.4, 2.6.

2. Âñå ìàòðèöû èç ìíîæåñòâà 〈BM,BN 〉 îáðàòèìû îòíîñèòåëüíî
îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.

3. Ôóíêöèÿ F îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.4.2).

2.5 Òîïîëîãèçàöèÿ

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Áèôîðìà 〈,〉 :M×N → R ñîâìåñòíî íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî àêñèîìå Ò1, äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ i ∈M, α ∈
N âûïîëíÿåòñÿ 〈i, α〉 = F (〈i,Ω〉, 〈Z,Ω〉, 〈Z, α〉) = F (πΩ(i), 〈Z,Ω〉, πZ(α)).
Ôóíêöèè πZ , πΩ íåïðåðûâíû, è òåïåðü èç íåïðåðûâíîñòè F ñëåäóåò, ÷òî
〈,〉 ñîâìåñòíî íåïðåðûâíà êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Âñå ôóíêöèè èç UM è UN íåïðåðûâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ UM. Îïåðàòîðîì Ln ìû ìîæåì ïîäíÿòü åå äî
ôóíêöèè èç Un

M, íà ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ýòî íèêàê íå âëèÿåò, ïîýòîìó
äàëåå ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü u ∈ Un

M. Îáîçíà÷èì
i = V [u]. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî âåêòîðà r ∈ Rn ýëåìåíò α(r) ∈ N òàêîâ,
÷òî 〈Z, α(r)〉 = r. Òîãäà àêñèîìà Ò1 äàåò u(r) = u(〈Z, α(r)〉) = 〈i, α(r)〉 =

F (〈i,Ω〉, 〈Z,Ω〉, 〈Z, α(r)〉) = F (〈i,Ω〉, 〈Z,Ω〉, r). Ïîñêîëüêó F íåïðåðûâíà,
à 〈i,Ω〉, 〈Z,Ω〉 ôèêñèðîâàíû, ïîëó÷àåì îòñþäà òðåáóåìóþ íåïðåðûâíîñòü
u. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé èç UN äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Îòîáðàæåíèå πZ ′ = 〈Z ′, ·〉 : N → Rn îòêðûòî.
Îòîáðàæåíèå πΩ′ îòêðûòî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Îáîçíà÷èì
u′1 = U [z′1], . . . , u

′
n = U [z′n] ∈ Un

M. Òîãäà äëÿ âñåõ α ∈ N áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
〈Z ′, α〉 = (u′1(〈Z, α〉), . . . , u′n(〈Z, α〉)) = (u′1, . . . , u

′
n)(〈Z, α〉). Òàêèì îáðàçîì,

πZ ′ = (u1, . . . , un) ◦ πZ . πZ îòêðûòî ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1, è íàì îñòàëîñü
ëèøü äîêàçàòü îòêðûòîñòü îòîáðàæåíèÿ U = (u′1, . . . , u

′
n) : Rn → Rn. Îò-

ìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî îòîáðàæåíèå U áèåêòèâíî, ïîñêîëüêó áèåêòèâíû
îòîáðàæåíèÿ πZ , πZ ′, è U = πZ ′ ◦π−1

Z . Ïîêàæåì, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê U−1 = (u1, . . . , un) äëÿ íåêîòîðûõ u1, . . . , un ∈ Un

M.
Òîãäà U−1 áóäåò, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.5, íåïðåðûâíî, à îòîáðàæåíèå U �
îòêðûòî.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4, Un
M åñòü îäíî èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé:

Lln(R), Ll,an (R), Ll,sn (R), Ll,s,an (R). Â ïåðâîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå U áóäåò
íåâûðîæäåííûì ëèíåéíûì, ïîýòîìó U−1 òàêæå ëèíåéíî è ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â íóæíîì íàì âèäå. Âî âòîðîì ñëó÷àå U áóäåò íåâûðîæäåííûì àôôèííûì
îòîáðàæåíèåì, ïîýòîìó U−1 òàêæå àôôèííîå è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â íóæíîì
íàì âèäå. Â òðåòüåì ñëó÷àå U áóäåò îáðàòèìûì ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì,
â ìàòðèöå êîòîðîãî ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ðàâíà e. Ýòî óñëîâèå
îçíà÷àåò â òî÷íîñòè òî, ÷òî âåêòîð (e, . . . , e) èíâàðèàíòåí ïîä äåéñòâèåì
U . Íî òîãäà îí áóäåò èíâàðèàíòåí è ïîä äåéñòâèåì U−1, è U−1 ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â íóæíîì íàì âèäå. Íàêîíåö, â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå U áóäåò àôôèííûì
îòîáðàæåíèåì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé êîìïîçèöèþ ëèíåéíîãî îòîáðàæå-
íèÿ òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîãî íàìè âèäà è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Ïî-
ýòîìó U−1 áóäåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ â òàêîì æå âèäå.

Íàì íóæíî òåïåðü äîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèè + è ·, ââåäåííûå â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå, çàäàþò íà R ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîãî òåëà.

Ïðåäëîæåíèå 2.7. (R,+, · , O, e) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì òåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì íåïðåðûâíîñòü îïåðàöèè ·. Ïóñòü äëÿ a ∈ R

ýëåìåíò i = i(a) ∈M òàêîâ, ÷òî 〈i,Ω′〉 = (a,O, . . . , O). Ôóíêöèÿ i(a) : R→
M íåïðåðûâíà êàê ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê îòêðûòîé ôóíêöèè πΩ′ (òî÷íåå, åå
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îãðàíè÷åíèþ íà ïîäìíîæåñòâî R × {O}×, . . . ,×{O} ⊆ Rn, ðàññìàòðèâàå-
ìîìó ëèøü ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå). Ïóñòü äëÿ b ∈ R ýëåìåíò α = α(b) ∈ N
òàêîâ, ÷òî 〈Z ′, α〉 = (b, O, . . . , O). Ôóíêöèÿ α(b) : R → N íåïðåðûâíà,
ïîäîáíî ôóíêöèè i(a). Òîãäà èç òåîðåìû 1.4 ñëåäóåò (íåçàâèñèìî îò òîãî,
êàêîé èìåííî èç ôîðìóë (1.2.1), (1.2.2), (1.2.4) çàäàíà áèôîðìà), ÷òî

〈i(a), α(b)〉 = a · b+O + . . .+O = a · b.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íåïðåðûâíî çàâèñèò îò a, b, ââèäó íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèé i(a), α(b) è ñîâìåñòíîé íåïðåðûâíîñòè 〈,〉 (ïðåäëîæåíèå 2.4).
Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå a · b, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè, íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò a è b, ÷òî è äîêàçûâàåò ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ñ
òîïîëîãèåé R.

Ïîêàæåì íåïðåðûâíîñòü âçÿòèÿ îáðàòíîãî ïî óìíîæåíèþ. Îòìåòèì, ÷òî
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ýòîé îïåðàöèè â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè ýëåìåíòà e � çàòåì åå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âñå R îïåðàòîðàìè
ëåâîãî óìíîæåíèÿ, êîòîðûå, ïî äîêàçàííîìó âûøå, ãîìåîìîðôíû. Ïóñòü
Y ∈ Rn×n � ìàòðèöà n × m, ëåæàùàÿ âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñò-
íîñòüþ â Rnm â ìíîæåñòâå 〈BM,BN 〉 ⊆ Rnm (òàêàÿ ìàòðèöà íàéäåòñÿ ïî
àêñèîìå Ò3). Ââèäó äîêàçàííîé íåïðåðûâíîñòè óìíîæåíèÿ â R, îòîáðàæå-
íèå ıY : R → Rnm, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ R ìàòðèöó
a · Y ∈ Rn×m, áóäåò íåïðåðûâíûì. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(e)

ýëåìåíòà e â R, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ U(e) ìàòðèöû a · Y áóäóò ëåæàòü â
〈BM,BN 〉, êàê è ñàìà Y = e · Y .

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî, êàê íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ôîð-
ìóë (1.2.1), (1.2.2), (1.2.4), îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíî-
æåíèÿ è çàìå÷àíèé 1.3, 1.4, 1.5, äàþùèõ âèä ìàòðèöû E∗, ïðîèçâåäåíèå
ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû X íà ñêàëÿð r ∈ R ñëåâà èëè ñïðàâà ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r ·X = (r · E∗) ∗X, X · r = X ∗ (r · E∗),
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(ìàòðèöà E∗ ñîñòîèò èç íóëåé è åäèíèö, ïîýòîìó E∗ · r = r · E∗) ïðè óñëî-
âèè, ÷òî îáîáùåííûå ïðîèçâåäåíèÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îïðåäåëåíû. Îòñþäà
ñëåäóåò òàêæå, ÷òî (r · E∗)−1 = r−1 · E∗, ãäå îáðàòíàÿ áåðåòñÿ â ñìûñëå
îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.

Îáîçíà÷èì x = (e,O, . . . , O) (ìàòðèöà-ñòðîêà äëèíû n), z =

(e,O, . . . , O) (ìàòðèöà-ñòîëáåö âûñîòû n). Êàê ñëåäóåò èç âèäà ôîð-
ìóë (1.2.1), (1.2.2), (1.2.4), x ∗ z = e, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêîé èìåííî
èç íèõ çàäàåòñÿ 〈,〉. Òåïåðü ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ a ∈ U(e) (íèæå îáðàòíàÿ
ìàòðèöà áåðåòñÿ â ñìûñëå îáîáùåííîãî óìíîæåíèÿ)

a−1 = x ∗ (a−1 · E∗) ∗ z =

x ∗ Y ∗ (Y −1 ∗ (a−1 · E∗)) ∗ z = (x ∗ Y ) ∗ ((a · E∗) ∗ Y )−1 ∗ z =

(x ∗ Y ) ∗ (a · Y )−1 ∗ z = F (x ∗ Y, ıY (a), z).

Ïîñêîëüêó x, Y , z ôèêñèðîâàíû, íåïðåðûâíîñòü âçÿòèÿ îáðàòíîãî ïî óìíî-
æåíèþ â U(e) ñëåäóåò òåïåðü èç íåïðåðûâíîñòè F è ıY .

Ïîêàæåì òåïåðü íåïðåðûâíîñòü îïåðàöèé + è âçÿòèÿ îáðàòíîãî ïî ñëî-
æåíèþ. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.1, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü âû-
÷èòàíèÿ íà R. Íî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.4, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç íà-
áîðîâ UM, UN áóäåò ñîäåðæàòü ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ (ïîëó÷àþùåéñÿ
èç ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè íàáîðà Un

M èëè Um
N ) âèäà f ′(x1, x2) = x1−x2,

è íåïðåðûâíîñòü âû÷èòàíèÿ áóäåò ñëåäîâàòü èç ïðåäëîæåíèÿ 2.5.

Ìû ìîæåì òåïåðü äîêàçàòü òåîðåìó 2.4. Êàê áûëî ïîêàçàíî íàìè âûøå,
ïðè íàäëåæàùåé òîïîëîãèè è äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ îòîáðàæåíèÿ âèäà
πI , πA, I ∈ B′M, A ∈ B′N , ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè, à òåëî R � òîïî-
ëîãè÷åñêîå. Òîò ôàêò, ÷òîM è N ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè âåêòîðíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè, ñëåäóåò òåïåðü èç íàëè÷èÿ òîïîëîãè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà
(ãîìåîìîðôèçìà, ñîõðàíÿþùåãî îïåðàöèè) ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè ïðî-
ñòðàíñòâàìèM èN ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
è ñîîòâåòñòâóþùèìè òîïîëîãè÷åñêèìè âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñòðîê
íàä òîïîëîãè÷åñêèì òåëîì R. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4 çàâåðøåíî.
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Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.5 òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðîçðà÷åí èç çà-

ìå÷àíèÿ 2.4. Ïî ñóòè, íàì íàäî íàéòè ñîîòíîøåíèå ìåæäó îïåðàöèÿìè +,
·, ïîñòðîåííûìè íàìè íà R â òåîðåìå 2.4 (óñëîâèÿ êîòîðîé çäåñü âûïîë-
íÿþòñÿ), è îáû÷íûì ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì, çàäàííûìè â R, C èëè H
èçíà÷àëüíî. Âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû îïåðàöèè, ââåäåííûå íàìè, áóäåì îáî-
çíà÷àòü êàê +F è ·F . Íàìè áûëî äîêàçàíî, ÷òî (R,+F , ·F , e, O) ÿâëÿåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèì òåëîì. Åãî íîñèòåëü R, áóäó÷è îäíèì èç òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ R, C, H, ëîêàëüíî êîìïàêòåí è ñâÿçåí. Íî âñå ñâÿçíûå ëî-
êàëüíî êîìïàêòíûå òîïîëîãè÷åñêèå òåëà èçîìîðôíû, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1,
îäíîìó èç òðåõ êëàññè÷åñêèõ: R, C èëè H. Ïîñëåäíèå òðè òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâà, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2, íå ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó, è ïîýòî-
ìó â êàæäîì èç ñëó÷àåâ R = R, R = C, R = H âñå îïðåäåëåííûå íà
R òîïîëîãè÷åñêèå òåëà áóäóò (òîïîëîãè÷åñêè) èçîìîðôíû. Ïóñòü òåïåðü
ϕ : (R,+R, ·R, O, e) → (R,+, · , 0, 1) � ãîìåîìîðôíûé èçîìîðôèçì îïðåäå-
ëåííîé íàìè ñòðóêòóðû òåëà íà R íà åãî ñòàíäàðòíóþ ñòðóêòóðó, íàëè÷èå
êîòîðîãî áûëî ñåé÷àñ íàìè ïîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé, êîãäà áèôîðìà çàäàíà ôîðìóëîé (1.2.1)
(äðóãèå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî). Åñëè i ∈ M, α ∈ N
òàêîâû, ÷òî 〈i,Ω′〉 = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, 〈Z ′, α〉 = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, òî
〈i, α〉 = x1 ·F ξ1 +F . . .+F xn ·F ξn, è ϕ(〈i, α〉) = ϕ(x1) · ϕ(ξ1) + . . .+ ϕ(xn) ·
ϕ(ξn). Ïðèìåíÿÿ ê ëåâîé è ê ïðàâûì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà îòîáðàæåíèå
ϕ−1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (2.2.1). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5 òåì ñàìûì
çàâåðøåíî.



Ãëàâà 3

Ñòðóêòóðû ðàíãà (n + 1, 2)

3.1 Êëàññèôèêàöèîííûå ðåçóëüòàòû äëÿ n-
òðàíçèòèâíûõ íåïðåðûâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçî-
âàíèé

Ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î n-
òðàíçèòèâíûõ íåïðåðûâíûõ ãðóïïàõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûìè ìû áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ äàëåå ([22], [28],[29]).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü G � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà E. G
íàçûâàåòñÿ òî÷íî n-òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé E, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ
a1, . . . , an ∈ E, b1, . . . , bn ∈ E íàéäåòñÿ ðîâíî îäèí ýëåìåíò g ∈ G òàêîé,
÷òî g(ak) = bk, k = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè E � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî äëÿ n ≥ 4 íå ñóùå-
ñòâóåò òî÷íî n-òðàíçèòèâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé E.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü G � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, E � òîïîëîãè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. G íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E, åñëè G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïðåîáðàçîâà-
íèé ìíîæåñòâà E è îòîáðàæåíèå G×E → E, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé
ïàðå ýëåìåíòîâ (g, e) ∈ G×E ýëåìåíò g(e) ∈ E, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
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Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü G � òî÷íî 3-òðàíçèòèâíàÿ íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèé ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî, íå âñþäó íåñâÿçíîãî, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E.
Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ ïðîñòðàíñòâà E íà âåùåñòâåí-
íóþ èëè êîìïëåêñíóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ, ÷òî ãðóïïà ϕGϕ−1 îêàæåò-
ñÿ ãðóïïîé âñåõ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòîé ïðÿìîé (ñ òîïîëî-
ãèåé, èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ìíîæåñòâå
êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè ñëå-
äóþùåå îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü H � òåëî êâàòåðíèîíîâ, Γ � îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêàÿ ïîäãðóïïà åå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû, òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî
âåùåñòâåííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà r íàéäåòñÿ â òî÷íîñòè îäèí ýëåìåíò
èç Γ ñ íîðìîé r (áóäåì îáîçíà÷àòü åãî γ(r), ôóíêöèÿ γ : R+ → H íåïðåðûâ-
íà). Îáîçíà÷èì çà GΓ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé H, ñîñòîÿùóþ èç ñëåäóþùèõ
ïðåîáðàçîâàíèé:

y(x) = a · x · b+ c (a, b, c ∈ H, |a| = 1, b ∈ Γ).

Ñîãëàñíî [29], GΓ (ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé H3) áóäåò
íåïðåðûâíîé òî÷íî 2-òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé H.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü G � òî÷íî 2-òðàíçèòèâíàÿ íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèé ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî, ñâÿçíîãî, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïåð-
âîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E. Òîãäà íàéäåò-
ñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ ïðîñòðàíñòâà E íà ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ
÷èñåë, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èëè êâàòåðíèîíîâ, ÷òî ãðóïïà ϕGϕ−1 îêàæåò-
ñÿ ãðóïïîé âñåõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà y(x) = a · x + b (a 6= 0)
ñîîòâåòñòâóþùåãî òåëà, ëèáî, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ãðóïïîé âèäà GΓ.
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3.2 Àêñèîìàòèêà ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (n+1, 2)

è ôîðìóëèðîâêà êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîñíîâíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (M,N , R, 〈,〉), ãäå
M,N � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, R � õàóñäîðôîâî ëîêàëüíî êîìïàêò-
íîå, ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîé àêñèî-
ìå ñ÷åòíîñòè, 〈,〉 :M×N → R � îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå áèôîðìîé. Áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî áèôîðìà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè
â åãî îáû÷íîì ñìûñëå.

Ïóñòü çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Îáîçíà÷èì çà Rn ⊆ Rn ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ n-îê ýëåìåíòîâ R, âñå ýëåìåíòû â êàæäîé èç êîòîðûõ ïîïàðíî
ðàçëè÷íû. Îáîçíà÷èì çà BM ⊆ Mn ìíîæåñòâî âñåõ n-îê ýëåìåíòîâ M,
âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà
(M,N , 〈,〉, R) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðàíãà (n +

1, 2), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò, êðîìå óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû,
ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

Àêñèîìà Ò1' Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ F : R × Rn × Rn → R, îïðå-
äåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà ïîäìíîæåñòâå R × Rn × Rn, ÷òî äëÿ âñåõ
I ∈ BM, i ∈M, A ∈ BN , α ∈ N âûïîëíåíî

〈i, α〉 = F (〈i,A〉, 〈I,A〉, 〈I, α〉).

Àêñèîìà À2� Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α ∈ N è ëþáîãî r ∈ R íàéäåòñÿ òàêîé
i ∈ M, ÷òî 〈i, α〉 = r. Äëÿ ëþáîé n-êè I ∈ BM è ëþáîé n-êè r ∈ Rn

íàéäåòñÿ òàêîé α ∈ N , ÷òî 〈I, α〉 = r.
Çàäàäèì íàM è N òîïîëîãèþ òàêèì æå îáðàçîì, êàê â ãëàâå 2.2 � êàê

ìèíèìàëüíóþ, â êîòîðîé áèôîðìà ðàçäåëüíî íåïðåðûâíà.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû
(M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n + 1, 2), n ≥ 2, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.
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1. Ðàíã ñòðóêòóðû äîëæåí ïðèíèìàòü îäíî èç çíà÷åíèé (3, 2), (4, 2).

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Z ∈ BM, ω ∈ N îòîáðàæåíèÿ 〈Z, ·〉 : N → Rn

è 〈·, ω〉 : M → R áóäóò ãîìåîìîðôèçìàìè (äàëåå â ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû òàêæå ñ÷èòàåì Z ∈ BM, ω ∈ N ïðîèçâîëüíûìè).

3. Â ñëó÷àå ðàíãà (3, 2) íàéäåòñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ : R→ T , ãäå T
� òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë C èëè êâàòåðíèîíîâ H, ÷òî áóäåò èìåòü ìåñòî îäíî èç
ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ, âûïîëíåííîå äëÿ ëþáûõ i ∈ M, α ∈ N (îáî-
çíà÷àåì 〈i, ω〉 = x1, 〈Z, α〉 = (ξ1, ξ2), + è · � îáû÷íûå ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå â ñîîòâåòñòâóþùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ òåëàõ T ):

〈i, α〉 = ϕ−1((ϕ(ξ1)− ϕ(ξ2)) · ϕ(x1) + ϕ(ξ2)), T = R, C èëè H;

(3.2.1)
〈i, α〉 = ϕ−1(a · ϕ(x1) · b+ ϕ(ξ2)), (3.2.2)

ãäå T = H, Γ ⊂ H è îòîáðàæåíèå γ : H→ R îïèñàíû â òåîðåìå 3.2,
a = (ϕ(ξ1)− ϕ(ξ2)) · b−1, b = γ(|ϕ(ξ1)− ϕ(ξ2)|).

4. Â ñëó÷àå ðàíãà (4, 2) íàéäåòñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ : R → T (ãäå
T � ýòî âåùåñòâåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ RP1 = R ∪ {∞} èëè
CP1 = C ∪ {∞}), ÷òî äëÿ ëþáûõ i ∈M, α ∈ N

〈i, α〉 = ϕ−1(
a · ϕ(x1) + b

c · ϕ(x1) + d
), (3.2.3)

ãäå x1 = 〈i, ω〉, (ξ1, ξ2, ξ3) = 〈Z, α〉, a, b, c, d � òàêèå ýëåìåíòû T ,
÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå y(x) = ax+b

cx+d ïåðåâîäèò óïîðÿäî-
÷åííóþ òðîéêó òî÷åê (0, 1,∞) â (ϕ(ξ1), ϕ(ξ2), ϕ(ξ3)).

Çàìå÷àíèå 3.1. Âñå ïðåäñòàâëåííûå â äàííîé êëàññèôèêàöèè ñòðóêòóðû
ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû.

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé ðàíãà (2, 2) áûë ðàçîáðàí Â. Ê. Èîíèíûì [5] áåç
òðåáîâàíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè áèôîðìû ñ êàêîé-ëèáî òîïîëîãèåé íà R. Ïðè-
âåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.
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Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü (M,N , R, 〈,〉) � ìíîãîîñíîâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû, Ò1 (áåç
òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè F ), À2' (ñ ðàíãîì (2, 2)).

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ z ∈ M, ω ∈ N ìû ìîæåì òàê
çàäàòü íà R ñòðóêòóðó ãðóïïû ñ åäèíèöåé e = 〈z, ω〉, ÷òî äëÿ ëþáûõ
i ∈M, α ∈ N

〈i, α〉 = 〈i, ω〉 · 〈z, α〉,
ãäå · � óìíîæåíèå â ãðóïïå R.

Ôóíêöèÿ F ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y, z ∈ R â
âèäå

F (x, y, z) = x · y−1 · z.

Èç íàëè÷èÿ òîïîëîãèè íà R è òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè F â àêñèî-
ìå Ò1 òîãäà áóäåò ñðàçó ñëåäîâàòü ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàöèè · â ãðóïïå R
ñ òîïîëîãèåé � äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â âûðàæåíèå äëÿ F â òåîðåìå 3.5
z = e.

3.3 Ïðåäâàðèòåëüíûå ëåììû

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå ýëåìåíòû z1, . . . , zn ∈ M, òàêèå, ÷òî Z =

(z1, . . . , zn) ∈Mn, è ýëåìåíò ω ∈ N .

Ëåììà 3.1. Äëÿ âñåõ I ∈ BM, α ∈ N îòîáðàæåíèÿ 〈I, ·〉 : N → Rn,
〈·, α〉 :M→ R áèåêòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñþðúåêòèâíîñòü äàííûõ îòîáðàæåíèé ñîñòàâëÿåò ñîäåð-
æàíèå àêñèîìû À2�. Ïîêàæåì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ 〈I, ·〉 äëÿ ôèê-
ñèðîâàííîãî I ∈ BM. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå α, α′ ∈ N , ÷òî
〈I, α〉 = 〈I, α′〉, òî äëÿ ëþáîãî i ∈ M 〈i, α〉 = F (〈i, ω〉, 〈I, ω〉, 〈I, α〉) =

〈i, α′〉, îòêóäà, ââèäó íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû, ñëåäóåò α = α′, ÷òî äà-
åò èíúåêòèâíîñòü 〈I, ·〉. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ è èíúåêòèâíîñòü 〈·, α〉 äëÿ
ëþáîãî α ∈ N .
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Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íàøåé ñèñòåìû áóäåò âûïîëíÿòüñÿ àêñèîìà À1 ãëà-

âû 1.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü I ′ ∈ Mn, i, i′ ∈ M, α, α′, β′ ∈ N . Ïóñòü 〈Z, β′〉 =

〈I ′, ω〉, 〈i′, ω〉 = 〈i, β′〉, 〈Z, α′〉 = 〈I ′, α〉. Òîãäà 〈i′, α〉 = 〈i, α′〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî 〈Z, β′〉 ∈ Rn, ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû èç Z
ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à îòîáðàæåíèå 〈I, ·〉 èíúåêòèâíî. Òåïåðü åñëè äëÿ íåêî-
òîðûõ I ′ ∈Mn, β′ ∈ N âûïîëíåíî 〈Z, β′〉 = 〈I ′, ω〉, òî, ââèäó áèåêòèâíîñòè
〈·, ω〉, äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûìè è ýëåìåíòû èç I ′, è ïîýòîìó I ′ ∈ BM.
Òåïåðü äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñëåäñòâèåì àê-
ñèîìû Ò1': 〈i′, α〉 = F (〈i′, ω〉, 〈I ′, ω〉, 〈I ′, α〉) = F (〈i, β′〉, 〈Z, β′〉, 〈Z, α′〉) =

〈i, α′〉.

Îïðåäåëèì òàê æå, êàê è â ãëàâå 1, îòíîøåíèå çàâèñèìîñòè íà N è ñâÿ-
çàííûé ñ íèì íàáîð ôóíêöèé UN = U 1

N . Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî
UN = U . Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå 〈·, ω〉 ñþðúåêòèâíî, êàæäàÿ òàêàÿ ôóíê-
öèÿ îïðåäåëåíà íà âñåì R. Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæå-
íèÿ 1.2 (îïèðàþùååñÿ íà àêñèîìó À1), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.3. Ìíîæåñòâî U çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ôóíê-
öèé.

Êðîìå òîãî, U ñîäåðæèò òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ id = U [ω].

Ëåììà 3.4. Rn áóäåò îòêðûòî â Rn

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (a1, . . . , an) ∈ Rn. Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü åãî îò-
êðûòóþ â Rn îêðåñòíîñòü, ëåæàùóþ â Rn, ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàõî-
äèì ñ ïîìîùüþ õàóñäîðôîâîñòè ñèñòåìó íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé
A1, . . . , An ýëåìåíòîâ a1, . . . , an â R (ñòðîèì äëÿ êàæäîé ïàðû ýëåìåíòîâ
îêðåñòíîñòè, îòäåëÿþùèå èõ äðóã îò äðóãà; ïîñëå ýòîãî A1, íàïðèìåð, áó-
äåò ïåðåñå÷åíèåì n− 1 ïîñòðîåííûõ îêðåñòíîñòåé ýëåìåíòà a1), è çàòåì â
êà÷åñòâå íóæíîé íàì îêðåñòíîñòè áåðåì A = A1 × . . .× An ⊆ Rn.
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Ëåììà 3.5. Äëÿ ëþáûõ I ∈ BM, α ∈ N îòîáðàæåíèÿ 〈I, ·〉, 〈·, α〉 ÿâëÿ-
þòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, íåïðåðûâíîñòü ñðàçó ñëåäóåò èç ðàç-
äåëüíîé íåïðåðûâíîñòè áèôîðìû. Îòêðûòîñòü áóäåì äîêàçûâàòü òàê æå,
êàê â ïðåäëîæåíèè 2.1. Îòêðûòîñòü îòîáðàæåíèÿ 〈, ·α〉 äîêàçûâàåòñÿ äî-
ñëîâíî òàê æå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îòêðûòîñòè 〈I, ·〉 ðàññóæäåíèÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.1 òðåáóþò íåçíà÷èòåëüíîé ìîäèôèêàöèè ââèäó
òîãî, ÷òî îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ πI : N → Rn â íàøåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íå
âñå Rn, íî åãî îòêðûòîå ñîãëàñíî ëåììå 3.4 ïîäìíîæåñòâî Rn. Ôóíêöèÿ ut è
îòîáðàæåíèå u èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.1 áóäåò òîãäà îïðåäåëåíû
è íåïðåðûâíû íà Rn, à ìíîæåñòâî u(U1× . . .×Uk) áóäåò îòêðûòî â Rn, ÷òî
îçíà÷àåò, ââèäó îòêðûòîñòè Rn, åãî îòêðûòîñòü â Rn, à ýòî è äàåò, ñîãëàñíî
äàëüíåéøèì ðàññóæäåíèÿì äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.1, îòêðûòîñòü
îòîáðàæåíèÿ 〈I, ·〉.

Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèé 2.5 è 2.4, ìû ïîëó÷àåì
òàêæå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3.6. Âñå ôóíêöèè èç U íåïðåðûâíû.

Ëåììà 3.7. Áèôîðìà 〈,〉 ñîâìåñòíî íåïðåðûâíà.

3.4 Ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà íà U

Îáîçíà÷èì äàëåå 〈Z, ω〉 = (e1, . . . , en) = E. Î÷åâèäíî, âñå e1, . . . , en ðàç-
ëè÷íû (èíà÷å áàçà Z ñîäåðæàëà áû ñîâïàäàþùèå ýëåìåíòû).

Ëåììà 3.8. Ïóñòü a1, . . . , an ∈ R ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
b1, . . . , bn íàéäåòñÿ u ∈ U , òàêàÿ, ÷òî u(a1) = b1, . . . , u(an) = bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n âîçüìåì òàêîé ik ∈ M, ÷òî
〈ik, ω〉 = rk. Ïîñêîëüêó âñå a1, . . . , an ðàçëè÷íû, òî è âñå i1, . . . , in ðàçëè÷íû.
Òîãäà (i1, . . . , in) = I ∈ BM. Âîçüìåì, ñ ïîìîùüþ àêñèîìû À2', òàêîé α ∈
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N , ÷òî 〈I, α〉 = (b1, . . . , bn). Òîãäà u = U [α], ëåãêî âèäåòü, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ.

Ëåììà 3.9. Ïóñòü a1, . . . , an ∈ R. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ u ∈ U , òàêàÿ, ÷òî u(e1) = a1, . . . , u(en) = an.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ U è èç áèåê-
òèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ 〈Z, ·〉: ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ u áóäåò ôóíêöèåé
U [α] äëÿ òàêîãî α ∈ N , ÷òî 〈Z, α〉 = (a1, . . . , an).

Ëåììà 3.10. Ìíîæåñòâî U ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî êîìïîçè-
öèè ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü òîëüêî íàëè÷èå îáðàòíîãî ýëå-
ìåíòà îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè. Ïóñòü u ∈ U . Îáîçíà÷èì a1 =

u(e1), . . . , an = u(en). Âñå a1, . . . , an ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òàê êàê â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå äëÿ α ∈ N , òàêîãî, ÷òî u = U [α], ïîëó÷àåì 〈Z, α〉 =

(u(〈z1, ω〉), . . . , u(〈zn, ω〉)) = (a1, . . . , an), è åñëè â íàáîðå a1, . . . , an åñòü
ñîâïàäàþùèå ýëåìåíòû, òî îíè, ââèäó èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ 〈Z, ·〉,
áóäóò è â íàáîðå z1, . . . , zn � ïðîòèâîðå÷èå. Ïóñòü u′ ∈ U - òàêàÿ (ñóùåñòâó-
þùàÿ ïî ëåììå 3.8) ôóíêöèÿ, ÷òî u′(a1) = e1, . . . , u

′(an) = en. Îáîçíà÷èì
v = u′ ◦ u. v′ ∈ U êàê êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé èç U (ëåììà 3.3). Ïðè ýòîì
v(e1) = e1, . . . , v(en) = en. Ñîãëàñíî ëåììå 3.9, â U åñòü òîëüêî îäíà òàêàÿ
ôóíêöèÿ, à èìåííî òîæäåñòâåííàÿ. Ïîýòîìó u′ áóäåò îáðàòíîé ê u.

Ëåììà 3.11. Ïóñòü a1, . . . , an ∈ R ïîïàðíî ðàçëè÷íû, b1, . . . , bn ∈ R ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u ∈ U , òàêàÿ,
÷òî u(a1) = b1, . . . , u(an) = bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå áûëî äîêàçàíî ëåììîé 3.8. Ïîêàæåì
åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ôóíêöèè u, u′ ∈ U óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïðåä-
ëîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè v, v′ ∈ U , òàêèå, ÷òî v(e1) = a1, . . . , v(en) =

an, v′(e1) = b1, . . . , v
′(en) = bn. Îáîçíà÷èì w = (v′)−1 ◦ u ◦ v ∈ U . Äëÿ

íåå w(e1) = e1, . . . , w(en) = en, îòêóäà, ïî ëåììå 3.9, w = id, ÷òî îçíà÷àåò
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u = v′ ◦ v−1. Àíàëîãè÷íî (v′)−1 ◦ u′ ◦ v = id, ÷òî äàåò u = v′ ◦ v−1. Òàêèì
îáðàçîì, u = v′ ◦ v−1 = u′.

Íàìè äîêàçàíî, òàêèì îáðàçîì (ëåììû 3.10, 3.11), ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 3.1. U ÿâëÿåòñÿ òî÷íî n-òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ïðåîá-
ðàçîâàíèé ìíîæåñòâà R.

Çàäàäèì òåïåðü òîïîëîãèþ íà U ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäîìó ýëåìåí-
òó u ∈ U îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò α ∈ N , òàêîé, ÷òî u = U [α].
Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå 〈Z, ·〉 çàäàåò ãîìåîìîðôíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó N
è Rn. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå U → Rn. Îáî-
çíà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå êàê N : U → Rn è áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà U
èíäóöèðîâàííóþ èì òîïîëîãèþ � òó, â êîòîðîé N ñòàíîâèòñÿ ãîìåîìîð-
ôèçìîì.

Ëåììà 3.12. U ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè êîìïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæåíèå è âçÿòèå îáðàòíîãî â U èíäóöèðóþò â Rn

ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ N ÷àñòè÷íûå áèíàðíîå è óíàðíîå îòîáðàæåíèå,
ñîîòâåòñòâåííî. Íàì íàäî ïîêàçàòü èõ íåïðåðûâíîñòü. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà
ïîëó÷èì èõ â ÿâíîì âèäå.

Ïóñòü u, v, w ∈ U , u ◦ v = w. Îáîçíà÷èì α = V [u], β = V [v],
γ = V [w], 〈Z, α〉 = (a1, . . . , an), 〈Z, β〉 = (b1, . . . , bn), 〈Z, γ〉 = (c1, . . . , cn)

(òîãäà, â ÷àñòíîñòè, N [u] = (a1, . . . , an). Ïóñòü r ∈ R, i ∈ M òà-
êîâ, ÷òî 〈i, ω〉 = r. Òîãäà, ñîãëàñíî àêñèîìå Ò1', u(r) = u(〈i, ω〉) =

〈i, α〉 = F (〈i, ω〉, 〈Z, ω〉, 〈Z, α〉) = F (r, E, a1, . . . , an). Àíàëîãè÷íî v(r) =

F (r, E, b1, . . . , bn). Òåïåðü äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n

ck = 〈zk, γ〉 =

w(〈zk, ω〉) = w(ek) = u ◦ v(ek) = u(v(ek)) = F (v(ek), E, a1, . . . , an) =

F (F (ek, E, b1, . . . , bn), E, a1, . . . , an).
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Ââèäó íåïðåðûâíîñòè F , ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ck íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
a1, . . . , an, b1, . . . , bn. Òîãäà N [w] íåïðåðûâíî çàâèñèò îò N [u], N [v] è, ââèäó
ãîìåîìîðôíîñòè N , w íåïðåðûâíî çàâèñèò îò u, v. Íåïðåðûâíîñòü êîìïî-
çèöèè â U äîêàçàíà.

Ïóñòü u, v ∈ U òàêîâû, ÷òî u◦v = id, α, β è a1, . . . , an, b1, . . . , bn îïðåäåëå-
íû òàê æå, êàê ðàíüøå. Òîãäà, ïîëüçóÿñü ïðîâåäåííûìè âûøå âûêëàäêàìè,
èìååì äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n

ek = F (F (ek, E, b1, . . . , bn), E, a1, . . . , an) =

F (F (zk, ω〉, 〈Z,Ω〉, 〈Z, β〉), E, a1, . . . , an) = F (bk, E, a1, . . . , an).

Ïóñòü (i1, . . . , in) = I ∈ Mn òàêîâû (îòìåòèì, ÷òî îíè åäèíñòâåííû ââèäó
íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû), ÷òî 〈I, ω〉 = (a1, . . . , an). Ñîãëàñíî ëåììå 3.5,
îòîáðàæåíèå 〈·, ω〉 : M → R îòêðûòî, ïîýòîìó I íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
(a1, . . . , an). Ïîñêîëüêó âñå (a1, . . . , an) ðàçëè÷íû, I ∈ BM. Òîãäà íàéäåòñÿ
åäèíñòâåííûé òàêîé γ ∈ N , ÷òî 〈I, γ〉 = E. Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ëåììå 3.5,
îòîáðàæåíèå 〈I, ·〉 : N → Rn îòêðûòî, γ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò I.

Ïóñòü i ∈M òàêîâ, ÷òî 〈i, γ〉 = bk. Òîãäà

ek = F (bk, E, a1, . . . , an) = F (〈i, γ〉, 〈I, γ〉, 〈I, ω〉) = 〈i, ω〉.

Ïîñêîëüêó, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ek = 〈zk, ω〉 (ïî çàäàíèþ ek), ïîëó÷àåì i =

zk, òî åñòü bk = 〈zk, γ〉. Ïîñêîëüêó áèôîðìà ðàçäåëüíî íåïðåðûâíà, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî bk íåïðåðûâíî çàâèñèò îò γ.

Èòàê, I íåïðåðûâíî çàâèñèò îò (a1, . . . , an), γ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò I,
à bk íåïðåðûâíî çàâèñèò îò γ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (b1, . . . , bn) íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò (a1, . . . , an), ÷òî, ââèäó ãîìåîìîðôíîñòè N , äàåò íåïðåðûâíóþ
çàâèñèìîñòü v îò u.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. U ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé
ìíîæåñòâà R.

Äîêàçàòåëüñòâî. U � íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà, è íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî
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îòîáðàæåíèå U × R → R, ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëÿåìûì ôóíêöèÿìè èç
U ïðåîáðàçîâàíèÿì, íåïðåðûâíî.

Ïóñòü u ∈ U , r ∈ R. Òîãäà

u(r) = u(〈(π ω)−1(r), ω〉) = 〈(π ω)−1(r), V [u]〉. (3.4.1)

Îïåðàòîð V : U → N ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, ïîñêîëüêó ãîìåîìîð-
ôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ N : U → Rn è, êàê ïîêàçàíî â ëåììå 3.5,
πZ : N → Rn, òîãäà êàê V = π−1

Z ◦ N . Ñîãëàñíî ëåììå 3.5, ãîìåîìîðôèç-
ìîì ÿâëÿåòñÿ òàêæå îòîáðàæåíèå π ω :M→ R. 〈,〉 ñîâìåñòíî íåïðåðûâíà,
ñîãëàñíî ëåììå 3.7. Òîãäà ôîðìóëà (3.4.1) äàåò íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü
u(r) îò u è r.

Ìû ñîïîñòàâèëè, òàêèì îáðàçîì, êàæäîé íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðå (M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n+ 1, 2) òî÷íî n-òðàíçèòèâíóþ íåïðåðûâ-
íóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R. Ïîêàæåì òå-
ïåðü, ÷òî ìîæíî ïðîèçâåñòè è îáðàòíîå ñîïîñòàâëåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, n ≥ 2, R � õàóñäîð-
ôîâîå íåäèñêðåòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå íå ìå-
íåå, ÷åì n ýëåìåíòîâ. Ïóñòü U � òî÷íî n-òðàíçèòèâíàÿ íåïðåðûâíàÿ
ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà R, ïðè÷åì, ýëåìåíò u ýòîé ãðóï-
ïû, ïåðåâîäÿùèé n-êó (a1, . . . , an) ∈ Rn â n-êó (b1, . . . , bn) ∈ Rn, íåïðå-
ðûâíî çàâèñèò îò a1, . . . , an, b1, . . . , bn. Îáîçíà÷èì M = R, N = Rn �
ìíîæåñòâî ñòðîê äëèíû n ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè èç R, ñ
òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ââåäåì
áèôîðìó 〈,〉 : M×N → R ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôèêñèðóåì ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûå ýëåìåíòû e1, . . . , en ∈ R. Ïóñòü i ∈ M, α ∈ N . Ïóñòü i = (x1),
α = (ξ1, . . . , ξn). Ñîïîñòàâèì ýëåìåíòó α ïðåîáðàçîâàíèå uα ∈ U , ïåðåâî-
äÿùåå e1, . . . , en â ξ1, . . . , ξn, ñîîòâåòñòâåííî. Òåïåðü ïîëàãàåì

〈i, α〉 := uα(x1).



106
Òîãäà ñèñòåìà (M,N , R, 〈,〉) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü àêñèîìàì íåïðåðûâ-
íîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (n+ 1, 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåâûðîæäåííîñòü áèôîðìû î÷åâèäíà èç ïîñòðîåíèÿ.
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå àêñèîìû À2�. Ïóñòü α = (a1, . . . , an) ∈ N , r ∈ R.
Íàì íàäî íàéòè òàêîé i ∈ M, ÷òî 〈i, α〉 = r. Îáîçíà÷èì u−1

α (r) = x,
i = (x). Òîãäà 〈i, α〉 = uα(x) = r, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ïóñòü òåïåðü I ∈ BM,
r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn. Ïîëîæèì ik = (xk), k = 1, . . . , n. Ïóñòü u ∈ U òàêî-
âà, ÷òî u(x1) = r1, . . . , u(xn) = rn. Îáîçíà÷èì α = (u(e1), . . . , u(en)). Òîãäà
uα = u, è äëÿ k = 1, . . . , n 〈ik, α〉 = u(xk) = rk.

Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå àêñèîìû Ò1'. Ïóñòü i ∈ M, i1, . . . , in ∈
BM, α, β ∈ N . Îáîçíà÷èì i = (x), i1 = (x1), . . . , in = (xn). Íàì íàäî íàéòè
òàêóþ ôóíêöèþ F , ÷òî (ïðè ëþáîì âûáîðå i, i1, . . . , in, α, β)

uα(x) = F (uβ(x), uβ(x1), . . . , uβ(xn), uα(x1), . . . , uα(xn)).

Ýëåìåíò u ãðóïïû U , ïåðåâîäÿùèé uβ(xk) â uα(xk) äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n,
åäèíñòâåíåí è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò uβ(x1), . . . , uβ(xn), uα(x1), . . . , uα(xn).
Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, u = uα◦u−1

β . Òîãäà uα(x) = u(uβ(x)), è, ïîñêîëüêó U �
íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, uα(x) íåïðåðûâíî è îäíîçíà÷íî çà-
âèñèò îò uβ(x), uβ(x1), . . . , uβ(xn), uα(x1), . . . , uα(xn), ÷òî è äàåò òðåáóåìîå.

Çàìå÷àíèå 3.2. Äëÿ ãðóïï U , çàäàííûõ â òåîðåìàõ 3.2, 3.3, óñëîâèå ïðåä-
ëîæåíèÿ 3.3 (î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèè, ïåðåâîäÿùåé n-êó
(a1, . . . , an) â n-êó (b1, . . . , bn)), âûïîëíåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ãðóïï ëèíåéíûõ è äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ýòî òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç èçâåñòíûõ ôîðìóë, âûðàæàþùèõ êîýô-
ôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ñëîæ-
íûé ñëó÷àé ãðóïï GΓ. Ïóñòü x1, x2, y1, y2 ∈ H. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâà-
íèå âèäà y = a · x · b + c èç GΓ, ïåðåâîäÿùåå x1 â y1, x2 â y2. Ïîëó÷àåì
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y2 − y1 = a · (x2 − x1)β, îòêóäà, ââèäó òîãî, ÷òî |a| = 1, èìååì (ñì. òàê-
æå [29])

b = γ(|(y2 − y1) · (x2 − x1)
−1|),

a = (y2 − y1) · (x2 − x1)
−1 · b,

c = y1 − a · x1 · b.
Êîýôôèöèåíòû a, b, c, òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò x1, x2, y1, y2,
÷òî è äàåò íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü îò íèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ
U .

Ïðåäëîæåíèå 3.3 âìåñòå ñ çàìå÷àíèåì 3.2 äîêàçûâàåò çàìå÷àíèå 3.1 ê
òåîðåìå 3.4.

3.5 Êëàññèôèêàöèÿ

Ñîãëàñíî ðàíåå èçëîæåííîìó, U ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé n-òðàíçèòèâíîé
ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî, ñâÿçíîãî, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåãî ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R, à ïîòîìó
ïðè n = 2 è n = 3 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåì 3.3 è 3.2, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñêîëüêó R õàóñäîðôîâî è ñâÿçíî, îíî áåñêîíå÷íî. Äëÿ n > 3 íå ñó-
ùåñòâóåò (òåîðåìà 3.1) òî÷íî n-òðàíçèòèâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé áåñ-
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà R, ïîýòîìó äàëåå íàì íàäî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ñëó÷àè n = 2, n = 3.

3.5.1 n = 2

Ôèêñèðóåì äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïðîèçâîëüíûé α ∈ N . 〈Z, α〉 =

(ξ1, ξ2). Îáîçíà÷èì u = U [α]. Òîãäà N [u] = (ξ1, ξ2). Êàê ìû îòìå÷àëè,
ðàíåå, èç z1 6= z2 ñëåäóåò ξ1 6= ξ2.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3, íàéäåòñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ, äåéñòâóþùèé èç
R íà ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èëè êâàòåðíè-
îíîâ, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ϕUϕ−1 ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç óêàçàííûõ â
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ýòîé òåîðåìå. Çàìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàòü
ϕ(e1) = 1, ϕ(e2) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, ìû ìîæåì âçÿòü âìå-
ñòî ϕ êîìïîçèöèþ ϕ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì èç 2-òðàíçèòèâíîé ãðóïïû ϕUϕ−1,
ïåðåâîäÿùèì ϕ(e1) â 1, à ϕ(e2) â 0, è òðåáóåìîå íàìè óñëîâèå, à òàêæå è
âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3 áóäóò âûïîëíåíû.

Ðàññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé, êîãäà ϕUϕ−1 � îáû÷íàÿ ãðóïïà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ íèêàê íå çàâèñÿò îò òîãî, áóäóò
ýòî ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èëè
êâàòåðíèîíîâ. Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ðå÷ü èäåò î êâàòåðíèîíàõ
H. Òîãäà ϕ � ãîìåîìîðôèçì R → H. Ôèêñèðîâàííîé íàìè ôóíêöèè u

ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ϕuϕ−1 âèäà y(x) = a ·x+b èç ϕUϕ−1, ãäå a,
b � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû H, a 6= 0. Ïóñòü i ∈M, 〈i, ω〉 = r.
Òîãäà u(r) = ϕ−1(a · ϕ(r) + b), ÷òî ìîæíî, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì r è u,
ïåðåïèñàòü êàê

〈i, α〉 = ϕ−1(a · ϕ(〈i, ω〉) + b). (3.5.1)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîî÷åðåäíî i = z1, i = z2 è ïîëüçóÿñü òåì ôàêòîì, ÷òî
ϕ(e1) = 1, ϕ(e2) = 0, ïîëó÷àåì, ñîîòâåòñòâåííî, ξ1 = ϕ−1(a + b) è ξ2 =

ϕ−1(b). Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî b = ϕ(ξ2), a = ϕ(ξ1)− ϕ(ξ2). Ôèêñèðóåì
i è îáîçíà÷èì 〈i, ω〉 = x1. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ a è b â
ðàâåíñòâî (3.5.1), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

〈i, α〉 = ϕ−1((ϕ(ξ1)− ϕ(ξ2)) · ϕ(x1) + ϕ(ξ2)).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ϕUϕ−1 = GΓ. Òîãäà ôóíêöèè u ñîïîñòàâëÿåò-
ñÿ ïðåîáðàçîâàíèå âèäà y(x) = a ·x · b+ c, ãäå a, b, c � ôèêñèðîâàííûå ýëå-
ìåíòûH, |a| = 1, b ∈ Γ. Ïóñòü i ∈M, 〈i, ω〉 = r. Òîãäà u(r) = ϕ−1(a·r·b+c),
îòêóäà

〈i, α〉 = ϕ−1(a · ϕ(〈i, ω〉) · b+ c). (3.5.2)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîî÷åðåäíî i = z1, i = z2, ïîëó÷àåì, ñîîòâåòñòâåííî,
ξ1 = ϕ−1(a · b + c), ξ2 = ϕ−1(c). Îòñþäà c = ϕ(ξ2), b = γ(|ϕ(ξ1) − ϕ(ξ2)|)
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(ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî |a| = 1 è ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ýëåìåíò Γ

ñ ôèêñèðîâàííîé íîðìîé), a = (ϕ(ξ1)− ϕ(ξ2)) · b−1. Ôèêñèðóÿ i ∈ M, îáî-
çíà÷àÿ 〈i, ω〉 = x1 è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ a, b, c â ðàâåíñòâî (3.5.2),
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

3.5.2 n = 3

Ôèêñèðóåì äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïðîèçâîëüíûé α ∈ N . 〈Z, α〉 =

(ξ1, ξ2, ξ3). Îáîçíà÷èì u = U [α]. Òîãäà N [u] = (ξ1, ξ2, ξ3). Êàê è ðàíåå,
ξ1, ξ2 è ξ3 äîëæíû áûòü ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Íàéäåòñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ, äåéñòâóþùèé èç R íà âåùåñòâåí-
íóþ èëè êîìïëåêñíóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé
ϕUϕ−1 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé . Äàëüíåéøèå
ðàññóæäåíèÿ íèêàê íå ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî
ñëó÷àÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ïî-
ñëåäíèì. Êîìïëåêñíóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
CP1 = C ∪ {∞}. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ñëó÷àÿ n = 2, ìû ìîæåì áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàòü ϕ(e1) = 0, ϕ(e2) = 1, ϕ(e3) =∞.

Ôèêñèðîâàííîé íàìè ôóíêöèè u ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå âèäà
y(x) = ax+b

cx+d èç ϕUϕ−1, ãäå a, b, c, d � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû
C, ac− bd 6= 0. Ïóñòü i ∈M, 〈i, ω〉 = r. Òîãäà u(r) = ϕ−1(ar+bcr+d), îòêóäà

〈i, α〉 = ϕ−1
(
aϕ(〈i, ω〉) + b

cϕ(〈i, ω〉) + d

)
. (3.5.3)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîî÷åðåäíî i = z1, i = z2, i = z3, ïîëó÷àåì, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ϕ(ξ1) = b

d , ϕ(ξ2) = a+c
b+d , ϕ(ξ3) = a

c . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå
y(x) = ax+b

cx+d ïåðåâîäèò óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó ýëåìåíòîâ 0, 1, ∞ â òðîéêó
ϕ(ξ1), ϕ(ξ2), ϕ(ξ3). Ôèêñèðóÿ i ∈ M, îáîçíà÷àÿ 〈i, ω〉 = x1 è ïîäñòàâëÿÿ
âûðàæåíèÿ äëÿ a, b, c, d â ðàâåíñòâî (3.5.3), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
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Ïðèëîæåíèå 1. Êàíîíè÷åñêèå ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Ðàññìîòðèì äàëåå íåêîòîðûå ìíîãîîñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû
(M,N , R, 〈,〉), è ïîêàæåì, ÷òî îíè áóäóò óäîâëåòâîðÿòü àêñèîìàì íåâû-
ðîæäåííîñòè áèôîðìû, Ò1, Ò2, Ò3, À2', À3 è À6 íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îíè áóäóò óäîâëåòâîðÿòü è àêñèî-
ìàì À1, À2, À3, À4, À5. Äåéñòâèòåëüíî, àêñèîìà À2' òðèâèàëüíî ñëåäóåò
èç À2 , à À1 � èç Ò1, ïðè÷åì, òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà R èñïîëüçóþòñÿ
òîëüêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F â àêñèîìå Ò1, êîòî-
ðàÿ íå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè èç íåå À1. Àêñèîìû æå À4 è À5, êàê
áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 1, ñëåäóþò èç À1 è À6.

Íå óïîìèíàåìûå íàìè óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ òîãî, ÷òîáû
(M,N , R, 〈,〉) áûëà íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, åñòü óñëîâèÿ íà
òîïîëîãèþ R. Îíè âûïîëíÿþòñÿ, íàïðèìåð, åñëè R � òîïîëîãè÷åñêîå òåëî
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êâàòåðíèîíîâ èëè p-àäè÷åñêèõ
÷èñåë.

Ìàòðèöû è ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ íàä òåëîì

Ïðèâåäåì èñïîëüçóåìûå íàìè â äàëüíåéøèõ ñâåäåíèÿ î ìàòðèöàõ è ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèÿõ íàä òåëàìè, ñîäåðæàùèåñÿ â [2] (èëè ÿâëÿþùèåñÿ òðèâè-
àëüíûìè ñëåäñòâèÿìè äîêàçûâàåìûõ òàì óòâåðæäåíèé).

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà n× n íàä òåëîì F . Ñëåäóþ-
ùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. A îáðàòèìà (îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ).

2. Ñòðîêè A ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñëåâà (òî åñòü íåçàâèñèìû êàê ýëå-
ìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñòðîê äëèíû n íàä F ).

3. Ñòîëáöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñïðàâà.
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Òåîðåìà 4.2. 1. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà n ëèíåéíûõ (ñïðàâà) óðàâíåíèé

íàä òåëîì F
n∑

l=1

aklxl = bk, k = 1, . . . , n.

Åñëè åå ìàòðèöà A = (akl) îáðàòèìà, òî ñèñòåìà èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå x = A−1b, ãäå x = (x1, . . . , xn), b = (b1, . . . , bn)

� ìàòðèöû-ñòîëáöû ðàçìåðà n× 1.

2. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà n ëèíåéíûõ (ñëåâà) óðàâíåíèé íàä òåëîì F

n∑

l=1

xlalk = bk, k = 1, . . . , n.

Åñëè åå ìàòðèöà A = (akl) îáðàòèìà, òî ñèñòåìà èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå x = bA−1, ãäå x = (x1, . . . , xn), b = (b1, . . . , bn)

� ìàòðèöû-ñòðîêè ðàçìåðà 1× n.

Ñëåäñòâèå 4.1. Åñëè ñòðîêè (ñòîëáöû) ìàòðèöû ñèñòåìû k ëèíåéíûõ
ñïðàâà (ñîîòâåòñòâåííî, ñëåâà) óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè íåçàâèñè-
ìû, òî ñèñòåìà ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî k ≤ n. Äîïîëíèì ïðè íåîáõîäè-
ìîñòè íàáîð ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû íàøåé ñèñòåìû äî áàçèñà n-ìåðíîãî
ìîäóëÿ, è äîïîëíèì ñèñòåìó ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè (ïðàâûå ÷à-
ñòè áåðåì ïðîèçâîëüíî). Ïî òåîðåìå 4.2 íîâàÿ ñèñòåìà áóäåò ðàçðåøèìà, à
çíà÷èò, áóäåò ðàçðåøèìà è èñõîäíàÿ ñèñòåìà.

Îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå

Äàëåå íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ îá îáîá-
ùåííîì ìàòðè÷íîì óìíîæåíèè. Â ýòîì ïóíêòå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû
À. À. Ñèìîíîâà [24] è èõ òðèâèàëüíûå ñëåäñòâèÿ. Ôèêñèðóåì áàçû Z ∈ BM,
Ω ∈ BN . Ïóñòü óæå èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (M,N , R, 〈,〉) âûïîëíÿ-
þòñÿ àêñèîìû À2', À6, èç êîòîðûõ ñëåäóåò áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèé
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〈Z, ·〉 : N → Rn, 〈·,Ω〉 : M → Rm. Òîãäà ìû ìîæåì ââåñòè îáîáùåííîå
ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå êàê â ðàçäåëå 2.4:

〈i,Ω〉 ∗ 〈Z, α〉 = 〈i, α〉,

ãäå i ∈ M, α ∈ N , 〈i,Ω〉 � ìàòðèöà ñòðîêà äëèíû m, 〈Z, α〉 � ìàòðèöà-
ñòîëáåö âûñîòû n. Òàê æå, êàê â ðàçäåëå 2.4, ââîäèòñÿ è îáîáùåííîå óìíî-
æåíèå ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n×m ñ ýëåìåíòàìè èç R. Êàê ñðàçó
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, E∗ = 〈Z,Ω〉 áóäåò ÿâëÿòüñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì
îòíîñèòåëüíî òàêîãî óìíîæåíèÿ.

Ïóñòü I = (i1, . . . , in) ∈ BM. Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïî I ìàòðèöó BI ðàç-
ìåðà n×m) ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûïèøåì äðóã ïîä äðóãîì n ñòðîê äëè-
íû m, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì i1, . . . , in. Îáîçíà÷èì B̄nM = {BI | I ∈
BM} = 〈BM,Ω〉. Àíàëîãè÷íî, äëÿ êàæäîé áàçû A ∈ BN ìîæíî îïðåäåëèòü
ìàòðèöó BA ðàçìåðà n × m, ñîñòîÿùóþ èç m ïîñëåäîâàòåëüíî âûïèñàí-
íûõ ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì áàçû, è ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî
B̄mN = {BA | A ∈ BN} = 〈Z,BN 〉. Äàëåå â ýòîì ïóíêòå ìû áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü âûïîëíåííûì ñëåäóþùåå óñëîâèå:

B̄nM = B̄mN (4.0.1)

Îáîçíà÷èì B̄nM = B̄mN = B.
Êàê áûëî óêàçàíî â ðàçäåëå 2.4, äëÿ ìàòðèö èç B áóäåò ñóùåñòâîâàòü

ëåâûé è ïðàâûé îáðàòíûé îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæå-
íèÿ (ìàòðèöû ðàçìåðà n ×m, íå îáÿçàòåëüíî ëåæàùàÿ â B). Òàì æå áûë
ðàññìîòðåí ñïîñîá èõ ïîñòðîåíèÿ.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî B çàìêíóòî îòíîñè-
òåëüíî îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ è âçÿòèÿ îáðàò-
íîãî. (Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå B = 〈BM,BN 〉, ïîñêîëüêó 〈BM,BN 〉 =

〈BM,Ω〉 ∗ 〈Z,BN 〉 = B∗B). Â [24] (ñì. òàêæå ðàçäåë 2.4) ïîêàçàíî, ÷òî åñëè
ïîòðåáîâàòü åùå âûïîëíåíèå àêñèîìû Ò1 (íå òðåáóÿ íåïðåðûâíîñòè F ), B
áóäåò ãðóïïîé. Ìîæíî ïîêàçàòü è îáðàòíîå: ïðè çàìêíóòîñòè B â óêàçàí-
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íîì ñìûñëå, âûïîëíåíèè àêñèîìû À2 è ðàâåíñòâà (4.0.1) èç àññîöèàòèâíî-
ñòè îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ñëåäóåò âûïîëíåíèå àêñèîìû Ò1
(áåç óòâåðæäåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè F ). Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî âçÿòü,
êàê è â ôîðìóëå (2.4.2),

F (x, Y, z) = (x) ∗ (Y )−1 ∗ (z),

ïîñëå ÷åãî äîêàçàòåëüñòâî àëãåáðàè÷åñêîé ÷àñòè àêñèîìû Ò1 ïðîâîäèòñÿ
òàê æå, êàê â ðàçäåëå 2.4.

Ñòðóêòóðà An(R)

Ïóñòü R � íåäèñêðåòíîå õàóñäîðôîâîå òîïîëîãè÷åñêîå òåëî (îáîçíà÷àåì
çà e åäèíèöó R, çà O íîëü R). M � ëåâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê
äëèíû n íàä R, N � ïðàâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû n íàä
R. Äëÿ ñòðîê x = (x1, . . . , xn) è ξ = (ξ1, . . . , ξn) ïîëàãàåì

〈x, ξ〉 = x1 · ξ1 + . . .+ xn · ξn. (4.0.2)

Íåâûðîæäåííîñòü ýòîé áèôîðìû î÷åâèäíà. Çà ìíîæåñòâî B âîçüìåì ìíî-
æåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ìàòðèö ðàçìåðà n × n. Îïðåäåëèì äàëåå ìíî-
æåñòâà áàç BM è BN . Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íàáîð (i1, . . . , in) ýëåìåíòîâ
M ëåæèò â BM, åñëè ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç n ñîîòâåòñòâóþùèõ èì
ñòðîê, ëåæèò â B. Àíàëîãè÷íî, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íàáîð ýëåìåíòîâ N
(α1, . . . , αn) ëåæèò â BN , åñëè ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç n ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èì ñòîëáöîâ âûñîòû n, ëåæèò â B. Òîãäà óñëîâèå (4.0.1) âûïîëíÿåòñÿ
ïî ïîñòðîåíèþ. Ïîëîæèì z1 = (e,O, . . . , O), . . . , zn = (O, . . . , O, e). Ïîëî-
æèì ω1 = (e,O, . . . , O), , . . . , ωn = (O, . . . , O, e). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîé
âûáîð áàç (z1, . . . , zn) = Z ∈ BM, (ω1, . . . , ωn) = Ω ∈ BN , ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì, ïðè êîòîðîì îòîáðàæåíèÿ 〈Z, ·〉 è 〈·,Ω〉 áóäóò òîæäåñòâåííûìè
(òî åñòü îñòàâëÿòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðîêó íåèçìåííîé).

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå àêñèîì ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû äëÿ An(R). Óòâåð-
æäåíèå àêñèîìû À2 âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíî. Óòâåðæäåíèå àêñèîìû À3
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ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 4.1 òåîðåìû 4.2. Óòâåðæäåíèå àêñèîìû À6 òðèâè-
àëüíî. Àêñèîìà Ò1 òåïåðü ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíîñòè è íåïðåðûâíîñòè
ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ è íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèè îáðàùåíèÿ ìàòðèöû.
Óòâåðæäåíèÿ Ò2 è Ò3 äîêàçûâàþòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ãðîìîçäêî. Ïðè ýòîì,
íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíîå ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ â ëèòåðàòóðå,
àâòîðó íå óäàëîñü íàéòè íà íèõ ññûëêó. Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî äàííûõ
óòâåðæäåíèé ïðèâîäèòñÿ â ïðèëîæåíèè 2 (ëåììû 5.1 è 5.2) äëÿ ïîëíîòû
èçëîæåíèÿ.

Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî äëÿ äàííîé ñòðóêòóðû âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå
àêñèîìû À0 (â êà÷åñòâå z0, ω0 áåðóòñÿ íóëè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ).

Ñòðóêòóðà Bn(R)

R � íåäèñêðåòíîå õàóñäîðôîâîå òîïîëîãè÷åñêîå òåëî (îáîçíà÷àåì çà e åäè-
íèöó R, çà O íîëü R). M � ëåâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû
n + 1 íàä R, N � ïðàâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû n íàä R.
Äëÿ ñòðîê x = (x1, . . . , xn+1) è ξ = (ξ1, . . . , ξn) ïîëàãàåì

〈x, ξ〉 = (x1 − xn+1) · ξ1 + . . .+ (xn − xn+1) · ξn + xn+1 (4.0.3)

Íåâûðîæäåííîñòü ýòîé áèôîðìû î÷åâèäíà. Çàäàäèì òåïåðü ìíîæåñòâî
B ⊆ Rn×(n+1) ìàòðèö ðàçìåðà n × (n + 1) ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè. Ìàò-
ðèöà A ðàçìåðà n × (n + 1) ëåæèò â B â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà (n + 1) × (n + 1), ïîëó÷àþùàÿñÿ èç A äîáàâëåíèåì
ñîñòîÿùåé èç åäèíèö e òåëà R ïîñëåäíåé ñòðîêè, òàêæå îáðàòèìà. Áóäåì
òåïåðü ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð ýëåìåíòîâ M (i1, . . . , in) ëåæèò â BM, åñëè
ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç n ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñòðîê, ëåæèò â B. Àíà-
ëîãè÷íî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð ýëåìåíòîâ N (α1, . . . , αn+1) ëåæèò â
BN , åñëè ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç n + 1 ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñòîëáöîâ
âûñîòû n, ëåæèò â B. Òîãäà óñëîâèå (4.0.1) âûïîëíÿåòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ.
Ïîëîæèì z1 = (e,O, . . . , O), z2 = (O, e,O, . . . , O),. . ., zn = (O, . . . , O, e, O).
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Ïîëîæèì ω1 = (e,O, . . . , O), ω2 = (O, e,O, . . . , O),. . ., ωn = (O, . . . , O, e),
ωn+1 = (O, . . . , O). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîé âûáîð áàç (z1, . . . , zn) = Z ∈
BM, (ω1, . . . , ωn+1) = Ω ∈ BN , ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, ïðè êîòîðîì îòîá-
ðàæåíèÿ 〈Z, ·〉 è 〈·,Ω〉 áóäóò òîæäåñòâåííûìè (òî åñòü îñòàâëÿòü ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ñòðîêó íåèçìåííîé).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ B ìàòðèöà Ā, ïîëó÷àþ-
ùàÿñÿ èç A óäàëåíèåì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà è âû÷èòàíèåì åãî èç âñåõ îñòàëü-
íûõ, îáðàòèìà. Îáîçíà÷èì îáðàòèìóþ ìàòðèöó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç A äî-
áàâëåíèåì ïîñëåäíåé ñòðîêè èç ýëåìåíòîâ e, çà Ã. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Ã′,
ïîëó÷àþùóþñÿ èç Ã âû÷èòàíèåì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà èç âñåõ îñòàëüíûõ.
Ïîñêîëüêó Ã′ ïîëó÷àåòñÿ èç îáðàòèìîé ìàòðèöû Ã ýëåìåíòàðíûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè ñòîëáöîâ, îíà áóäåò îáðàòèìà. Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû
Ã′ áóäåò ïðè ýòîì èìåòü âèä (O, . . . , O, e). Îòñþäà, ââèäó ýêâèâàëåíòíîñòè
îáðàòèìîñòè êâàäðàòíûõ ìàòðèö íàä òåëîì ëåâîé ëèíåéíîé íåçàâèñèìî-
ñòè èõ ñòðîê (òåîðåìà 4.1), ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îáðàòèìà è ìàòðèöà ðàçìåðà
(n− 1)× (n− 1), ñòîÿùàÿ â ëåâîì âåðõíåì óãëó Ã′, êîòîðàÿ, êàê âèäíî èç
ïîñòðîåíèÿ, ñîâïàäàåò ñ Ā. Îáðàùàÿ ýòî ïîñòðîåíèå,ïîëó÷àåì è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå � åñëè Ā îáðàòèìà, òî îáðàòèìà è Ã. Îáðàòèìîñòü Ā è Ã

ìîæíî, òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàòü êàê ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ, çàäàþ-
ùèå ìíîæåñòâî B.

Àññîöèàòèâíîñòü îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíà àññîöèàòèâíîñòü îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíî-
æåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì åå âûïîëíåíèå ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè. Ïóñòü
A = (apq), B = (bpq), C = (cpq) � ìàòðèöû n× (n+ 1). Òîãäà

(A ∗B)pq =
n∑

k=1

(apk − apn+1)bkq + apn+1.

Òåïåðü ïîëó÷àåì

((A ∗B) ∗ C)pq =
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n∑

l=1

(
n∑

k=1

(apk − apn+1)bkl + apn+1 −
n∑

k=1

(apk − apn+1)bkn+1 − apn+1

)
clq +

(
n∑

k=1

(apk − apn+1)bkn+1 + apn+1) =

n∑

l=1

n∑

k=1

(apk − apn+1)(bkl − bkn+1)clq +
n∑

k=1

(apk − apn+1)bkn+1 + apn+1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(A ∗ (B ∗ C))pq =
n∑

k=1

(apk − apn+1)(
n∑

l=1

(bkl − bkn+1)clq + bkn+1) + apn+1 =

n∑

k=1

n∑

l=1

(apk − apn+1)(bkl − bkn+1)clq +
n∑

k=1

(apk − apn+1)bkn+1 + apn+1.

Îòñþäà ñëåäóåò ((A ∗B) ∗C) = (A ∗ (B ∗C)) � àññîöèàòèâíîñòü äîêàçàíà.

Àêñèîìà À2'

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå àêñèîìû À2' ñ òðåáîâàíèåì åäèíñòâåííî-
ñòè (àêñèîìà À6). Ïóñòü I = (i1, . . . , in) ∈ BM, r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn. Íàì
íàäî íàéòè α ∈ N , òàêîé, ÷òî 〈I, α〉 = r. Îáîçíà÷èì 〈Z, α〉 = (ξ1, . . . , ξn),
〈ik,Ω〉 = (i1k, . . . , i

n+1
k ), k = 1, . . . , n. Íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ξ1, . . . , ξn ∈ R,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå óðàâíåíèé




(i11 − in+1
1 ) · ξ1 + . . .+ (in1 − in+1

1 ) · ξn + in+1
1 = r1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(i1n − in+1
n ) · ξ1 + . . .+ (inn − in+1

n ) · ξn + in+1
n = rn

(4.0.4)

Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ B, ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû îáðàòèìà, òî
â ñèëó òåîðåì 4.1, 4.2 ñèñòåìà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Åå ðåøåíèå çàäàåò
íóæíûé íàì ýëåìåíò α.

Ïóñòü òåïåðü A = (α1, . . . , αn+1) ∈ BN , r = (r1, . . . , rn+1). Íàì íàäî
íàéòè i ∈ M, òàêîé, ÷òî 〈i,A〉 = r. Îáîçíà÷èì 〈i,Ω〉 = (x1, . . . , xn+1),
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〈Z, αk = (a1

k, . . . , a
n
k), k = 1, . . . , n. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó 〈Z,A〉 = A. Ââèäó

áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ 〈·,Ω〉, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè x1, . . . , xn+1 ∈ R,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå óðàâíåíèé



(x1 − xn+1) · a1 + . . .+ (xn − xn+1) · an + xn+1 = r1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(x1 − xn+1) · a1
n+1 + . . .+ (xn − xn+1) · ann+1 + xn+1 = rn+1

(4.0.5)

Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå x̄k = x1− xk, k = 1, . . . , n, x̄n+1 = xn+1, ïîëó÷àåì
ñèñòåìó 




x̄1 · a1
1 + . . .+ x̄n · an1 + x̄n+1 = r1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x̄1 · a1
n+1 + . . .+ x̄n · ann+1 + x̄n+1 = rn+1

(4.0.6)

Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê â òåîðåìå 4.2, áóäåò ñîâïà-
äàòü ñ ìàòðèöåé A, ê êîòîðîé ïðèïèñàíà ñíèçó ñòðîêà åäèíèö. Òîãäà îíà
îáðàòèìà, îòêóäà ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (4.0.6) îòíî-
ñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x̄1, . . . , x̄n+1. Ïî çíà÷åíèÿì ýòèõ ïåðåìåííûõ, î÷åâèä-
íî, îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ x1, . . . , xn+1, êîòîðûå çàäàþò
íóæíûé íàì ýëåìåíò i.

Ñâîéñòâà îáðàòíûõ ìàòðèö è àêñèîìà Ò1

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, èç àêñèîìû À2' ñ òðåáîâàíèåì åäèíñòâåííîñòè ñëå-
äóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðàâîé è ëåâîé îáðàòíûõ îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîãî
ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ äëÿ ìàòðèö èç B; èç äîêàçàííîé àññîöèàòèâíîñòè
îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ñëåäóåò èõ ðàâåíñòâî. Îòìåòèì, ÷òî
ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (4.0.4), (4.0.6), ïîëó÷àÿñü äîìíîæåíèåì ïðàâûõ
÷àñòåé íà ìàòðèöû ýòèõ ñèñòåì, íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò òîãî è äðóãîãî,
òî åñòü, ïðè ôèêñèðîâàííîì r, íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò íàáîðà êîîðäèíàò
ýëåìåíòîâ A (ýòî ñðàçó äàåò è íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü îò íèõ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (4.0.5)). Îòñþäà ñëåäóåò, ñîãëàñíî óêàçàííîìó íàìè ïîñòðîåíèþ,
÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê A îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîãî ìàòðè÷-
íîãî óìíîæåíèÿ, íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ýëåìåíòîâ A.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ââèäó íàëè÷èå ññûëêè íà íåãî â îñíîâíîì òåê-

ñòå, ñôîðìóëèðóåì êàê ëåììó.

Ëåììà 4.1. Äëÿ ñòðóêòóðû Bn(R) ìíîæåñòâî ìàòðèö n×m, îáðàòè-
ìûõ ïî îáîáùåííîìó óìíîæåíèþ ñëåâà, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ìàò-
ðèö n×m, îáðàòèìûõ ïî îáîáùåííîìó óìíîæåíèþ ñïðàâà, è â òî÷íîñòè
ðàâíî B.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ Rnm îáðàòèìà ñïðàâà â ñìûñëå îáîáùåííîãî
óìíîæåíèÿ, B ∈ Rnm òàêîâà, ÷òî A ∗ B = E∗. Îáîçíà÷èì çà Ā′ ìàòðèöó,
ïîëó÷àþùóþñÿ èç A äîáàâëåíèåì ïîñëåäíåé ñòðîêè èç åäèíèö è, äàëåå,
âû÷èòàíèåì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà èç âñåõ îñòàëüíûõ, çà B̄ � ìàòðèöó, ïîëó-
÷àþùóþñÿ èç B äîáàâëåíèåì ïîñëåäíåé ñòðîêè èç åäèíèö. Èç ïîñòðîåíèÿ
î÷åâèäíî, ÷òî

Ā′ · B̄ = Ē∗, (4.0.7)

ãäå Ē � ìàòðèöà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç A ∗ B = E = 〈Z,Ω〉 äîáàâëåíèåì
ïîñëåäíåé ñòðîêè èç åäèíèö. Ìàòðèöà Ē èìååò âèä




e O . . . O O

O e . . . O O

. . . . . . . . . . . . . . . .

O O . . . e O

e e . . . e e



.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó B̄′, ïîëó÷àþùóþñÿ èç ìàòðèöû B̄ âû÷èòàíèåì ïî-
ñëåäíåãî ñòîëáöà èç âñåõ îñòàëüíûõ. Ýòî äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòîëáöîâ, è ïîòîìó ìîæåò áûòü çàäàíî äî-
ìíîæåíèåì ñïðàâà íà íåêîòîðóþ ìàòðèöó T , ÿâëÿþùóþñÿ ïðîèçâåäåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: B̄′ = B̄ · T . Ïðè-
ìåíÿÿ òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê Ē∗, ïîëó÷èì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó E, ïîýòîìó
Ē∗ ·T = E. Òåïåðü, äîìíîæàÿ ñïðàâà íà T îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.0.7), èìå-
åì

Ā′ · B̄′ = E. (4.0.8)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Ā′ îáðàòèìà â îáû÷íîì ñìûñëå, ÷òî îçíà÷àåò A ∈ B.

Åñëè ìû òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó B ∈ Rnm, îáðàòè-
ìóþ ñëåâà â ñìûñëå îáîáùåííîãî óìíîæåíèÿ, è åñëè A åñòü åå îáðàòíàÿ,
òî åñòü A ∗ B = E∗, òî ìû, êàê è âûøå, ïîëó÷èì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî (4.0.8), èç êîòîðîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî B̄′ îáðàòèìà, è B ∈ B.

Òîò æå ôàêò, ÷òî âñå ìàòðèöû èç B îáðàòèìû ñëåâà è ñïðàâà, áûë äî-
êàçàí âûøå.

Èç ëåììû 4.1 àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà B îòíî-
ñèòåëüíî âçÿòèÿ îáðàòíîãî ïî îáîáùåííîìó óìíîæåíèþ. Ïîñêîëüêó ïðè
àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ïðîèçâåäåíèå îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ
îáðàòèìûì ýëåìåíòîì, ìû ïîëó÷àåì èç ëåììû 4.1 òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî
B çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.

Ìû ïîëó÷àåì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè F , îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (2.4.2). Ïðè ýòîì F

íåïðåðûâíà, ïîñêîëüêó íåïðåðûâíà îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû è,
î÷åâèäíî èç ôîðìóëû (2.4.1), îáîáùåííîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Òàêèì îá-
ðàçîì, àêñèîìà Ò1 âûïîëíåíà.

Àêñèîìà À3

Ïîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ àêñèîìû À3. Èçó÷èì ñïåðâà ñâîéñòâà çàâè-
ñèìîñòè íà ìíîæåñòâå M. Ïóñòü i1, . . . , ik � ýëåìåíòû M, i ∈ [i1, . . . , ik].
Îáîçíà÷èì ip = (i1p, . . . , i

n+1
p ), p = 1, . . . , k; i = (i1, . . . , in+1). Ñîãëàñ-

íî îïðåäåëåíèþ çàâèñèìîñòè, äëÿ ëþáûõ α, β èç 〈ip, α〉 = 〈ip, β〉 äëÿ
âñåõ p = 1, . . . , k ñëåäóåò 〈i, α〉 = 〈i, β〉. Îáîçíà÷èì α = (a1, . . . , an),
β = (b1, . . . , bn). Òîãäà çàâèñèìîñòü i ∈ [i1, . . . , ik] áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî äëÿ
ëþáûõ a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R èç âûïîëíåíèÿ äëÿ âñåõ p = 1, . . . , k ðà-
âåíñòâ

(i1p−in+1
p )·a1+. . .+(inp−in+1

p )·an+in+1
p = (i1p−in+1

p )·b1+. . .+(inp−in+1
p )·bn+in+1

p

(4.0.9)
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ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(i1−in+1)·a1+. . .+(in−in+1)·an+in+1 = (i1−in+1)·b1+. . .+(in−in+1)·bn+in+1.

(4.0.10)
Ïîëîæèì òåïåðü ī = (i1− in+1, . . . , in− in+1) (ñòðîêà äëèíû n ñ ýëåìåíòàìè
èç R), è àíàëîãè÷íî äëÿ êàæäîãî p = 1, . . . , k áóäåò īp = (i1p− in+1

p , . . . , inp −
in+1
p ). Áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü ñòðîêè ī, ī1, . . . , īk ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâàM
ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû An(R), à ñòðîêè α, β � ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà
N ýòîé ñòðóêòóðû, ñ áèôîðìîé, çàäàííîé ôîðìóëîé (4.0.2). Òîãäà, ñîêðà-
ùàÿ ïîñëåäíèé ÷ëåí â ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (4.0.9), (4.0.10),
ïîëó÷àåì, ÷òî â An(R) âûïîëíåíà çàâèñèìîñòü (ñîãëàñîâàííàÿ ñ îïðåäå-
ëåííîé â An(R) áèôîðìîé) ī ∈ [i′1, . . . , i

′
k]. Îáðàòíî, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ

ī, ī1, . . . , īk ∈ M â ñòðóêòóðå An(R), ãäå ī = (̄i1 − īn+1, . . . , īn − īn+1),
īp = (̄i1p − īn+1

p , . . . , īnp − īn+1
p ), p = 1, . . . , k, âåðíî ī ∈ [̄i1, . . . , īk] â An(R),

òî äëÿ ñòðîê i, i1, . . . , ik äëèíû n+ 1, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ýëåìåíòû ïðî-
ñòðàíñòâàM ñòðóêòóðû Bn(R) è çàäàííûõ ôîðìóëàìè

i = (̄i1 + in+1, . . . , īn + in+1, in+1),

īp = (̄i1p + in+1
p , . . . , īnp + in+1

p , in+1
p ), p = 1, . . . , k,

ãäå in+1, in+1
1 , . . . , in+1

k � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû R, âûïîëíåíî i ∈
[i1, . . . , ik] â Bn(R). Òåïåðü, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû
i1, . . . , ik â ïðîñòðàíñòâåM ñòðóêòóðû Bn(R), ýëåìåíòû ī1, . . . , īk ïðîñòðàí-
ñòâàM ñòðóêòóðû An(R), ïîëó÷àåìûå ïî ðàíåå çàäàííûì ôîðìóëàì, òàê-
æå áóäóò íåçàâèñèìû, òàê êàê çàâèñèìîñòü â An(R) âëåêëà áû çàâèñèìîñòü
â Bn(R). Åñëè òåïåðü ó íàñ åñòü ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû r1, . . . , rk ∈ R, ìû
ìîæåì, ñîãëàñíî ðàíåå äîêàçàííîìó âûïîëíåíèþ àêñèîìû À3 äëÿ An(R),
ïîñòðîèòü òàêóþ ñòðîêó α = (a1, . . . , an) ñ ýëåìåíòàìè èç R, ÷òî äëÿ âñåõ
p = 1, . . . , k 〈̄ip, α〉 = rp − in+1

p , ãäå áèôîðìà çàäàíà ôîðìóëîé (4.0.3). Îò-
ñþäà äëÿ áèôîðìû, çàäàííîé ôîðìóëîé (4.0.3) â ñòðóêòóðå Bn(R), ñðàçó
ñëåäóåò òðåáóåìîå 〈ip, α〉 = rp, p = 1, . . . , k, ãäå α = (a1, . . . , an) � ñòðîêà èç
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ïðîñòðàíñòâà N ñòðóêòóðû Bn(R). Òåì ñàìûì ïåðâàÿ ÷àñòü àêñèîìû À3
ïðîâåðåíà.

Ïóñòü òåïåðü α1, , . . . , αk � íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû N , αp = (a1
p, . . . , a

n
p),

p = 1, . . . , k. Ðàññìîòðèì ñòðîêè ᾱ1, . . . , ᾱk äëèíû n+ 1, ïîëó÷àþùèåñÿ èç
α1, . . . , αk, ñîîòâåòñòâåííî, ïðèïèñûâàíèåì e â êîíåö. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
èõ êàê ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà N ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû An+1(R). Ïîêà-
æåì, ÷òî, ðàññìàòðèâàåìûå êàê ýëåìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ᾱ1, . . . , ᾱk

áóäóò íåçàâèñèìû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Êàê áûëî ïîêàçàíî íàìè â
ïðåäëîæåíèè 1.16, â An+1(R) çàâèñèìîñòü ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîé çàâè-
ñèìîñòè, è ïîòîìó çàâèñèìîñòü ᾱ1, . . . , ᾱk îçíà÷àåò, ÷òî âñå îíè ÿâëÿþò-
ñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè êàêèõ-íèáóäü k − 1 èç íèõ. Áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ᾱk ∈ [ᾱ1, . . . , ᾱk−1]. Ïóñòü òåïåðü
i = (i1, . . . , in+1), j = (j1, . . . , jn+1) � ñòðîêè äëèíû n + 1, ðàññìàòðè-
âàåìûå êàê ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà M ñòðóêòóðû An+1(R). Îáîçíà÷èì
ī = (i1 + in+1, . . . , in + in+1, in+1), j̄ = (j1 + jn+1, . . . , jn + jn+1, jn+1) Ñîãëàñ-
íî îïðåäåëåíèþ çàâèñèìîñòè, èç 〈i, αp〉 = 〈j, αp〉, p = 1, . . . , k − 1, ñëåäóåò,
÷òî 〈i, αk〉 = 〈j, αk〉. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.0.2) äëÿ áèôîðìû â An+1(R), ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî èç

i1·a1
p+. . .+i

n·anp+in+1·e = j1·a1
p+. . .+j

n·anp+jn+1·e, p = 1, . . . , k (4.0.11)

ñëåäóåò

i1 · a1
k + . . .+ in · ank + in+1 · e = j1 · a1

k + . . .+ jn · ank + jn+1 · e. (4.0.12)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòðîêè ī, j̄ êàê ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâàM ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû Bn(R). Òîãäà, áåðÿ áèôîðìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (4.0.3),
ïîëó÷àåì äëÿ p = 1, . . . , k

〈̄i, αp〉 = (i1 + in+1 − in+1) · a1
p + . . .+ (in + in+1 − in+1) · anp + in+1,

òî åñòü 〈̄i, αp〉 ðàâíî ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.0.11). Àíàëîãè÷íî 〈j̄, αp〉 ðàíî
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.0.11), 〈̄i, α〉 ðàâíî ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.0.12),
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〈j̄, α〉 ðàâíî ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.0.12). Íàì áûëî èçâåñòíî, ÷òî èç
ðàâåíñòâ (4.0.11) ñëåäóåò (4.0.12) ïðè ëþáûõ ñòðîêàõ i, j äëèíû n + 1.
Òîãäà è äëÿ ëþáûõ ī, j̄ ∈ Rn+1 èç 〈̄i, αp〉 = 〈j̄, αp〉 äëÿ âñåõ p = 1, . . . , k − 1

ñëåäóåò 〈̄i, αk〉 = 〈j̄, αk〉. À ýòî îçíà÷àåò çàâèñèìîñòü αk ∈ [α1, . . . , αn] â
ïðîñòðàíñòâå N ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû Bn(R), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàíåå
ïðåäïîëîæåííîé íàìè íåçàâèñèìîñòè â íåì α1, . . . , αk. Èòàê, ìû äîêàçàëè,
÷òî ᾱ1, . . . , ᾱk íåçàâèñèìû â ïðîñòðàíñòâå N ñòðóêòóðû An+1(R).

Ïóñòü òåïåðü r = (r1, . . . , rk) ∈ Rk. Òîãäà, ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âû-
ïîëíåíèþ àêñèîìû À3 äëÿ ýòîé ñòðóêòóðû, íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðîêà i =

(i1, . . . , in+1), ÷òî â ñòðóêòóðå An(R)

〈i, αp〉 = i1 · a1 + . . .+ in · an + in+1 · e = rp, p = 1, . . . , k. (4.0.13)

Âîçüìåì òåïåðü ñòðîêó ī = (i1 + in+1, . . . , in + in+1, in+1) = (̄i1, . . . , īn+1) ∈
Rn+1. Áóäåì ñ÷èòàòü åå ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâàM ñòðóêòóðû Bn(R). Ïîä-
ñòàâëÿÿ òðèâèàëüíûå ðàâåíñòâà ip = īp − īn+1, p = 1, . . . , k, in+1 = īn+1 â
ôîðìóëû (4.0.13), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå â óñëîâèè àêñèîìû À3 〈̄i, αp〉 = rp

äëÿ âñåõ p = 1, . . . , k ñ íåêîòîðûì ī ∈ M. Óòâåðæäåíèå àêñèîìû À3 äîêà-
çàíî.

Àêñèîìû Ò2 è Ò3

Ïîêàæåì âûïîëíåíèå àêñèîìû Ò2. Ïóñòü U � íåêîòîðîå íåïóñòîå îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìàòðèö ðàçìåðà n+1×n, A � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà
èç U . Îáîçíà÷èì çà U ′ ìíîæåñòâî ìàòðèö èç U , ÷åé ïîñëåäíèé ñòîëáåö
ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíèì ñòîëáöîì A, çà Ũ � ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà
n × n, ïîëó÷àþùèõñÿ èç ìàòðèö ìíîæåñòâà U ′ îòáðàñûâàíèåì ïîñëåäíåãî
ñòîëáöà. Ñîãëàñíî çàäàíèþ òîïîëîãèè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, Ũ îòêðûòî â
Rn2. Ïîñêîëüêó A ∈ U ′, îíî íåïóñòî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå T : Rn2 → Rn2, ñîïîñòàâëÿþùåå
êàæäîé ìàòðèöå n × n ìàòðèöó, èç êàæäîãî ñòîëáöà êîòîðîé âû÷òåí ïî-
ñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû A. Î÷åâèäíî, îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
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Ïîýòîìó åñëè G � ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ìàòðèö n× n (êîòîðîå âñþ-
äó ïëîòíî â Rn2 ïî ëåììå 5.1), òî ìíîæåñòâî T−1(G) òàêæå âñþäó ïëîòíî.
Òîãäà íàéäåòñÿ ìàòðèöà B̃ ∈ T−1(G) ∩ Ũ . Îáîçíà÷èì çà B ìàòðèöó, ïî-
ëó÷àþùóþñÿ ïðèïèñûâàíèåì ê B̃ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ìàòðèöû A. Òîãäà
B ∈ U . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàòðèöà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç B îòáðàñûâàíèåì
åå ïîñëåäíåãî ñòîëáöà è âû÷èòàíèåì åãî èç îñòàëüíûõ, îáðàòèìà, ÷òî îçíà-
÷àåò, ÷òî B ∈ B. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â
R(n+1)×n ïåðåñåêàåòñÿ ñ B (â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå â ïåðåñå÷åíèè ëåæèò
ìàòðèöà B), ÷òî è äàåò òðåáóåìóþ âñþäó ïëîòíîñòü B â R(n+1)×n.

Ïîêàæåì âûïîëíåíèå àêñèîìû Ò3. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå S :

R(n+1)×n → Rn×n, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ìàòðèöå (n + 1) × n ìàòðèöó,
ïîëó÷àþùóþñÿ èç íåå âû÷èòàíèåì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà èç âñåõ îñòàëüíûõ
è åãî îòáðàñûâàíèåì. Î÷åâèäíî, S íåïðåðûâíî. Ñîãëàñíî ëåììå 5.2, â ìíî-
æåñòâå îáðàòèìûõ ìàòðèö ðàçìåðà n×n íàéäåòñÿ îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
U , òîãäà åãî ïðîîáðàç S−1(U) áóäåò íóæíûì íàì ìíîæåñòâîì.

Ñòðóêòóðà Cn(R)

Ïóñòü R � íåäèñêðåòíîå õàóñäîðôîâîå òîïîëîãè÷åñêîå òåëî c íóëåì O è
åäèíèöåé e.M � ëåâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû n+ 1 íàä R,
N � ïðàâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû n+ 1 íàä R. Äëÿ ñòðîê
x = (x1, . . . , xn+1) è ξ = (ξ1, . . . , ξn+1) ïîëàãàåì

〈x, ξ〉 = (x1−xn) · (ξ1− ξn)+ . . .+(xn−1−xn) · (ξn−1− ξn)+xn+ ξn. (4.0.14)

Íåâûðîæäåííîñòü ýòîé áèôîðìû î÷åâèäíà. Çàäàäèì òåïåðü ìíîæåñòâî
ìàòðèö ðàçìåðà n × n B ⊆ Rn2 ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè. Ìàòðèöà A ðàç-
ìåðà n × n ëåæèò â B â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà, ïî-
ëó÷àþùàÿñÿ èç A âû÷èòàíèåì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà èç âñåõ ïðåäûäóùèõ
è çàìåíîé åãî íà ñòîëáåö èç åäèíèö e òåëà R, îáðàòèìà. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî íàáîð ýëåìåíòîâ M (i1, . . . , in) ëåæèò â BM, åñëè ìàòðèöà,
ñîñòàâëåííàÿ èç n ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñòðîê, ëåæèò â B. Áóäåì ãîâî-
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ðèòü, ÷òî íàáîð ýëåìåíòîâ N (α1, . . . , αn) ëåæèò â BN , åñëè ìàòðèöà,
ñîñòàâëåííàÿ èç n ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñòîëáöîâ âûñîòû n, ëåæèò â B.
Óñëîâèå (4.0.1) âûïîëíÿåòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ. Ïîëîæèì z1 = (e,O, . . . , O),
z2 = (O, e,O, . . . , O), . . . , zn−1 = (O, . . . , O, e, O), zn = (O, . . . , O). Ïîëî-
æèì ω1 = (e,O, . . . , O), ω2 = (O, e,O, . . . , O), . . . , ωn−1 = (O, . . . , O, e, O),
ωn = (O, . . . , O). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîé âûáîð áàç (z1, . . . , zn) = Z ∈ BM,
(ω1, . . . , ωn+1) = Ω ∈ BN áóäåò åäèíñòâåííûì, ïðè êîòîðîì îòîáðàæåíèÿ
〈Z, ·〉 è 〈·,Ω〉 áóäóò òîæäåñòâåííûìè (òî åñòü îñòàâëÿòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
ñòðîêó íåèçìåííîé).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ B ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A
âû÷èòàíèåì ïîñëåäíåé ñòðîêè èç âñåõ îñòàëüíûõ è çàìåíîé åå íà ñòðîêó
èç åäèíèö, áóäåò îáðàòèìà. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ýòó ìàòðèöó çà B̃.
Îáðàòèìóþ ìàòðèöó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç A âû÷èòàíèåì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà
èç îñòàëüíûõ è çàìåíîé åãî íà ñòîëáåö èç åäèíèö, îáîçíà÷èì çà Ā. Ïóñòü
A = (apq). Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A′ = (a′pq), ïîëó÷àåìóþ èç Ā âû÷èòàíèåì
ïîñëåäíåé ñòðîêè èç âñåõ îñòàëüíûõ. Ïîñêîëüêó äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå
ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê, Ā′ îáðàòèìà,
êàê è Ā. Ïðè ýòîì äëÿ p, q = 1, . . . , n− 1, ëåãêî âèäåòü,

ā′pq = apq − apn − anq + ann.

Ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû Ā′ èìååò âèä (O, . . . , O, e). Îòìåòèì, ÷òî ìàò-
ðèöà A′ ðàçìåðà n − 1 × n − 1, ïîëó÷àåìàÿ êàê âåðõíèé óãîë ìàòðèöû
Ā′, áóäåò îáðàòèìà, ïîñêîëüêó îáðàòèìîñòü ðàâíîñèëüíà ïðàâîé ëèíåéíîé
íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ, à çàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû A′, î÷åâèäíî,
ðàâíîñèëüíà çàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû Ā′ (âìåñòå ñ ïîñëåäíèì). Òå-
ïåðü ðàññìîòðèì ìàòðèöó Ã′, ïîëó÷àåìóþ èç Ã âû÷èòàíèåì ïîñëåäíåãî
ñòîëáöà èç âñåõ îñòàëüíûõ. Äëÿ p, q = 1, . . . , n − 1 åå ýëåìåíòû ã′pq, ëåãêî
âèäåòü, ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû Ā′. Ïîñëåä-
íÿÿ ñòðîêà èìååò âèä (O, . . . , O, e). Òîãäà èç ëåâîé ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
ñòðîê ìàòðèöû A′ ñëåäóåò è íåçàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû Ã′, òî åñòü åå
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îáðàòèìîñòü. Ââèäó òîãî, ÷òî Ã′ ïîëó÷àåòñÿ èç Ã ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè ñòðîê, ýòî äàåò òðåáóåìóþ îáðàòèìîñòü Ã. Îòìåòèì, ÷òî àíà-
ëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç îáðàòèìîñòè Ã ñëåäóåò
îáðàòèìîñòü Ā. Òàêèì îáðàçîì, ýòè äâà óñëîâèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ýêâèâà-
ëåíòíûìè îïèñàíèÿìè ìíîæåñòâà B.

Àññîöèàòèâíîñòü îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíà àññîöèàòèâíîñòü îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíî-
æåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì åãî âûïîëíåíèå ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè. Ïóñòü
A = (apq), B = (bpq), C = (cpq) � ìàòðèöû n× n. Òîãäà

(A ∗B)pq =
n−1∑

k=1

(apk − apn)(bkq − bnq) + apn + bnq.

Òåïåðü ïîëó÷àåì

((A ∗B) ∗ C)pq =
n−1∑

l=1

(
n−1∑

k=1

(apk − apn)(bkl − bnl) + apn + bnl −
n−1∑

k=1

(apk − apn)(bkn − bnn)− apn − bnn)(clq − cnq) +

(
n−1∑

k=1

(apk − apn)(bkn − bnn) + apn + bnn) + cnq =

n−1∑

l=1

n−1∑

k=1

(apk − apn)(bkl − bnl − bkn + bnn)(clq − cnq) +

+
n−1∑

l=1

(bnl − bnn)(clq − cnq) +
n−1∑

k=1

(apk − apn)(bkn − bnn) + apn + bnn + cnq.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(A ∗ (B ∗ C))pq =
n−1∑

k=1

(apk − apn)(
n−1∑

l=1

(bkl − bkn)(clq − cnq) + bkn + cnq −
n−1∑

l=1

(bnl − bnn)(clq − cnq)− bnn − cnq) + apn+1 +
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(
n−1∑

k=1

(bnk − bnn)(ckq − cnq) + bnn + cnq) =

n−1∑

k=1

n−1∑

l=1

(apk − apn)(bkl − bkn − bnl + bnn)(clq − cnq) +

+
n−1∑

k=1

(apk − apn)(bkn − bnn) +
n−1∑

k=1

(bnk − bnn)(ckq − cnq) + apn + bnn + cnq.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò ((A ∗ B) ∗ C) = (A ∗ (B ∗ C)) � àññîöèàòèâíîñòü
äîêàçàíà.

Àêñèîìà À2'

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå àêñèîìû À2' ñ òðåáîâàíèåì åäèíñòâåííî-
ñòè (àêñèîìà À6). Ïîñêîëüêó ïðè çàäàíèè ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû Cn(R)

ìíîæåñòâà M è N ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà,
íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü åå òîëüêî äëÿ áàç ïðîñòðàíñòâà M. Ïóñòü
I = (i1, . . . , in) ∈ BM, r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn. Íàì íàäî íàéòè α ∈ N ,
òàêîé, ÷òî 〈I, α〉 = r. Îáîçíà÷èì 〈Z, α〉 = (ξ1, . . . , ξn), 〈ik,Ω〉 = (i1k, . . . , i

n
k),

k = 1, . . . , n. Ââèäó áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ 〈Z, ·〉, íàì äîñòàòî÷íî íàé-
òè ξ1, . . . , ξn ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå óðàâíåíèé



(i11 − in1) · (ξ1 − ξn) + . . .+ (in−1
1 − in1) · (ξn−1 − ξn) + in1 + ξn = r1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(i1n − inn) · (ξn − ξn) + . . .+ (in−1
n − inn) · (ξn−1 − ξn) + inn + ξn = rn

Ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó, îáîçíà÷àÿ ξk− ξn = ξ̄k, k = 1, . . . , n− 1, è ξn = ξ̄n.



(i11 − in1) · ξ̄1 + . . .+ (in−1
1 − in1) · ξ̄n−1 + ξ̄n = r1 − in1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(i1n − inn) · ξ̄1 + . . .+ (in−1
n − inn) · ξ̄n−1 + ξ̄n = r1 − in1

Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ B, ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû îáðàòèìà, ñèñòå-
ìà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ξ̄1, . . . , ξ̄n, ïî çíà÷åíè-
ÿì êîòîðûõ î÷åâèäíûì îáðàçîì îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ
ξ1, . . . , ξn, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.
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Ñâîéñòâà îáðàòíûõ ìàòðèö è àêñèîìà Ò1

Êàê è â ñëó÷àå ñòðóêòóðû Bn(R), èç óòâåðæäåíèÿ àêñèîìû À2' ñ òðåáîâà-
íèåì åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöû èç B îáðàòèìû îòíîñèòåëüíî
îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, è îáðàòíàÿ ìàòðèöà íåïðåðûâíî çà-
âèñèò îò èñõîäíîé.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ââèäó íàëè÷èå ññûëêè íà íåãî â îñíîâíîì òåê-
ñòå, ñôîðìóëèðóåì êàê ëåììó.

Ëåììà 4.2. Äëÿ ñòðóêòóðû Cn(R) ìíîæåñòâî ìàòðèö n×m, îáðàòè-
ìûõ ïî îáîáùåííîìó óìíîæåíèþ ñëåâà, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ìàò-
ðèö n×m, îáðàòèìûõ ïî îáîáùåííîìó óìíîæåíèþ ñïðàâà, è â òî÷íîñòè
ðàâíî B.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìàòðèöà, îáðàòèìàÿ ñïðàâà â ñìûñëå îáîá-
ùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, B � îáðàòíàÿ ê íåé, òî åñòü

A ∗B = E∗. (4.0.15)

Îáîçíà÷èì çà Ē∗ ìàòðèöó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç ìàòðèöû E∗ âû÷èòàíèåì ïî-
ñëåäíåãî ñòîëáöà èç âñåõ ïðåäûäóùèõ è çàìåíîé åãî íà åäèíè÷íûé ñòîë-
áåö, çà Ā è B̄ � ìàòðèöû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ìàòðèö A è B, ñîîòâåòñòâåííî,
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì çà B̄′ ìàòðèöó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç B̄ âû-
÷èòàíèåì ïîñëåäíåé ñòðîêè èç âñåõ îñòàëüíûõ.

Ïîêàæåì, ÷òî
Ā · B̄′ = Ē∗, (4.0.16)

ãäå ÷åðåç · îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íîå óìíîæåíèå ìàòðèö íàä òåëîì. Îáîçíà-
÷èì A = (apq), B = (bpq), E∗ = (epq), Ā = (āpq), B̄′ = (b̄pq), Ē∗ = (ēpq).
Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå p, q, 1 ≤ p ≤ n, 1 ≤ q ≤ n − 1. Òîãäà èç (4.0.15)
ïîëó÷àåì

ēpq = epq − epn =
n−1∑

k=1

(apk − apn) · (bkq − bnq) + apn + bnq −
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n−1∑

k=1

(apk − apn) · (bkn − bnn)− apn − bnn =

n−1∑

k=1

(apk − apn) · (bkq − bnq − bkn + bnn) + bnq − bnn.

Òàêèì îáðàçîì,

ēpq =
n−1∑

k=1

(apk − apn) · (bkq − bnq − bkn + bnn) + bnq − bnn. (4.0.17)

Îáîçíà÷èì òåïåðü Ā · B̄′ = C = (cpq), è ïîêàæåì, ÷òî C = Ē∗. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ k = 1, . . . , n − 1, l = 1, . . . , n − 1 ïîëó÷àåì, ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö, ākl = akl − akn, b̄′kl = bkl − bkn − bnl + bnn (ïåðâîå
èç ýòèõ ðàâåíñòâ âåðíî è ïðè k = n). Äàëåå, äëÿ q = 1, . . . , n− 1 âûïîëíå-
íî b̄′nq = bnq − bnn. Êðîìå òîãî, ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû Ā ñîñòîèò èç
åäèíèö, à ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû B̄′ èìååò âèä (O, . . . , O, e). Òåïåðü,
ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû Ā è B̄′, ïîëó÷èì

cpq =
n∑

k=1

ābk · b̄′kq =
n−1∑

k=1

(apk − apn)(bkl − bkn − bnl + bnn) + e · (bnq − bnn).
(4.0.18)

Ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (4.0.17) è (4.0.18) ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Î÷åâèäíî
òàêæå, ÷òî ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû C öåëèêîì ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ e.
Òàêèì îáðàçîì, C = Ē∗, è ðàâåíñòâî (4.0.16) äîêàçàíî.

Ìàòðèöà Ē∗ èìååò âèä



e O . . . O e

O e . . . O e

. . . . . . . . . . . . . . .

O O . . . e e

O O . . . O e



.

Îáîçíà÷èì çà Ā′ ìàòðèöó, ïîëó÷àåìóþ èç Ā âû÷èòàíèåì åå ïåðâîé ñòðîêè
èç âñåõ îñòàëüíûõ. Ýòî äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ýëåìåíòàðíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ñòðîê, ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà T , ÷òî Ā′ = T · Ā.
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Ïðîâîäÿ òó æå îïåðàöèþ ñ ìàòðèöåé Ē∗, ïîëó÷èì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó
E, ïîýòîìó T · Ē∗ = E. Òåïåðü, äîìíîæàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà (4.0.16) íà T , ïîëó÷àåì

Ā′ · B̄′ = E. (4.0.19)

Òîãäà ìàòðèöà Ā′ îáðàòèìà (â ñìûñëå îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ), ÷òî îçíà÷àåò
A ∈ B.

Åñëè ìû òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó B ∈ Rnm, îáðàòè-
ìóþ ñëåâà â ñìûñëå îáîáùåííîãî óìíîæåíèÿ, è åñëè A åñòü åå îáðàòíàÿ,
òî åñòü A ∗ B = E∗, òî ìû, êàê è âûøå, ïîëó÷èì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî (4.0.19), èç êîòîðîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî B̄′ îáðàòèìà, è B ∈ B.

Òîò æå ôàêò, ÷òî âñå ìàòðèöû èç B îáðàòèìû ñëåâà è ñïðàâà, áûë äî-
êàçàí âûøå.

Èç äîêàçàííîãî òðèâèàëüíî ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà B îòíîñè-
òåëüíî îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ è îáðàùåíèÿ.

Ìû ïîëó÷àåì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè F , îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (2.4.2). Ïðè ýòîì F

íåïðåðûâíà, ïîñêîëüêó íåïðåðûâíû îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû è
îáîáùåííîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìà Ò1 âûïîëíåíà.

Àêñèîìà À3

Ïîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ àêñèîìû À3. Ïîñêîëüêó â ïîñòðîåíèè ñòðóê-
òóðû Cn(R) ïðîñòðàíñòâàM è N ñèììåòðè÷íû, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
òîëüêî ìíîæåñòâî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ èçN . Ïóñòü α1, . . . , αk � íåçàâè-
ñèìûå ýëåìåíòû N , ap = (a1

p, . . . , a
n
p), p = 1, . . . , k. Ïóñòü r = (r1, . . . , rk) ∈

Rk. Ðàññìîòðèì ñòðîêè ᾱ1, . . . , ᾱk äëèíû n−1, çàäàííûå ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ᾱp = (a1

p − anp , . . . , an−1
p − anp) = (b1

p, . . . , b
n−1
p ). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ

êàê ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà N ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû Bn−1(R). Ïîêàæåì,
÷òî, ðàññìàòðèâàåìûå êàê ýëåìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ᾱ1, . . . , ᾱk áóäóò
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íåçàâèñèìû. Ïðèíöèï ðàññóæäåíèé òàêîâ æå, êàê ïðè ðàññìîòðåíèè ïðî-
ñòðàíñòâàM ñòðóêòóðû Bn(R). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò òàêèå β̄1, . . . , β̄k−1 ∈ N , ÷òî äëÿ âñåõ p = 1, . . . , k ᾱp ∈ [β̄1, . . . , β̄k−1]. Ðàñ-
ñìîòðèì ýëåìåíòû β1, . . . , βk−1 ïðîñòðàíñòâàN ñòðóêòóðû Cn(R) � ñòðîêè
äëèíû n, ïîëó÷àåìûå èç β̄1, . . . , β̄k−1, ñîîòâåòñòâåííî, ïðèïèñûâàíèåì O â
êîíöå. Òîãäà äëÿ ëþáîé ñòðîêè i äëèíûM è äëÿ ëþáîãî p = 1, . . . , k − 1

〈i, αp〉 = 〈i, ᾱp〉+ anp , 〈i, βp〉 = 〈i, β̄p〉, (4.0.20)

ãäå áèôîðìû â ëåâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ áåðóòñÿ ïî ôîðìóëå (4.0.14) äëÿ
ñòðóêòóðû Cn(R), à áèôîðìà â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ � ïî ôîðìó-
ëå (4.0.3) äëÿ ñòðóêòóðû Bn−1(R). Òîãäà, êàê ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî
èç îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè, äëÿ âñåõ p = 1, . . . , k èç çàâèñèìîñòè ᾱp ∈
[β̄1, . . . , β̄k−1] ñëåäóåò αp ∈ [β1, . . . , βk−1]. Ýòî äàåò ïðîòèâîðå÷èå, èç êî-
òîðîãî ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü ᾱ1, . . . , ᾱk. Òåïåðü, ñîãëàñíî äîêàçàííîìó
äëÿ ñòðóêòóðû Bn−1(R) óòâåðæäåíèþ àêñèîìû À3, íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðî-
êà i = (i1, . . . , in) äëèíû n, ÷òî

(i1 − in) · b1
p + . . .+ (in−1 − in) · bn−1

p + in = rp − anp , p = 1, . . . , k.

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ b1
p, . . . , b

n−1
p , ýòè ðàâåíñòâà â òî÷íîñòè îçíà÷àþò, ÷òî

äëÿ âñåõ p = 1, . . . , k âûïîëíåíî 〈i, αp〉 = rp â ñòðóêòóðå Cn(R).

Àêñèîìû Ò2 è Ò3

Ïîêàæåì âûïîëíåíèå àêñèîìû Ò2. Ïóñòü U � íåêîòîðîå íåïóñòîå îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìàòðèö ðàçìåðà n × n, A � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà
èç U . Îáîçíà÷èì çà U ′ ìíîæåñòâî ìàòðèö èç U , ÷üè ïîñëåäíèå ñòðîêà è
ñòîëáåö ñîâïàäàþò ñ ïîñëåäíèìè ñòðîêîé è ñòîëáöîì A, çà Ũ � ìíîæåñòâî
ìàòðèö ðàçìåðà (n − 1) × (n − 1), ïîëó÷àþùèõñÿ èç ìàòðèö ìíîæåñòâà
U ′ îòáðàñûâàíèåì ïîñëåäíèõ ñòðîêè è ñòîëáöà. Òîãäà Ũ îòêðûòî â Rn2.
Ïîñêîëüêó A ∈ U ′, îíî íåïóñòî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå T : R(n−1)2 → R(n−1)2, ñîïîñòàâëÿþ-
ùåå êàæäîé ìàòðèöå n×n ìàòðèöó, ïîëó÷åííîé èç íåå âû÷èòàíèåì ñíà÷àëà
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ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ìàòðèöû A èç êàæäîãî åå ñòîëáöà, à çàòåì ïîñëåäíåé
ñòðîêè ìàòðèöû A èç êàæäîé ñòðîêè ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû. Ïîñêîëüêó
ïðåîáðàçîâàíèå T ñâîäèòñÿ ê âû÷èòàíèþ èç êàæäîãî ýëåìåíòà èñõîäíîé
ìàòðèöû íåñêîëüêèõ ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A è èõ ðàçíî-
ñòåé, îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó åñëè G � ìíîæåñòâî âñåõ
îáðàòèìûõ ìàòðèö (n − 1) × (n − 1) (âñþäó ïëîòíîå â R(n−1)2 ïî ëåì-
ìå 5.1), òî ìíîæåñòâî T−1(G) òàêæå âñþäó ïëîòíî. Òîãäà íàéäåòñÿ ìàòðèöà
B̃ ∈ T−1(G) ∩ Ũ .

Îáîçíà÷èì çà B ìàòðèöó, ïîëó÷àþùóþñÿ ïðèïèñûâàíèåì ê B̃ ïîñëåä-
íåé ñòðîêè è ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ìàòðèöû A. Òîãäà B ∈ U . Ïîêàæåì, ÷òî
B ∈ B. Âû÷òåì èç êàæäîãî ñòîëáöà B åå ïîñëåäíèé ñòîëáåö (ñîâïàäàþùèé
ñ ïîñëåäíèì ñòîëáöîì ìàòðèöû A) è çàìåíèì åãî íà ñòîëáåö èç åäèíèö.
Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøóþñÿ ìàòðèöó çà B′. Òåïåðü âû÷òåì èç êàæäîé ñòðî-
êè ìàòðèöû B′ åå ïîñëåäíþþ ñòðîêó. Ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó B′′, â ëåâîì
âåðõíåì óãëó êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ìàòðèöà T (B̃), à ïîñëåäíèé ñòîëáåö
èìååò âèä (O, . . . , O, e). Òîãäà èç íåîáðàòèìîñòè T (B̃) ñëåäóåò íåîáðàòè-
ìîñòü B′′, à èç íåå ñðàçó ñëåäóåò è íóæíàÿ íàì íåîáðàòèìîñòü B′. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R(n+1)×n ïåðåñåêàåòñÿ ñ
B, ÷òî è äàåò òðåáóåìóþ âñþäó ïëîòíîñòü B â R(n+1)×n.

Ïîêàæåì âûïîëíåíèå àêñèîìû Ò3. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå S : Rn×n →
R(n−1)×(n−1), ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ìàòðèöå n× n ìàòðèöó, ïîëó÷àþùó-
þñÿ èç íåå âû÷èòàíèåì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà èç âñåõ îñòàëüíûõ è åãî îòáðà-
ñûâàíèåì, à çàòåì âû÷èòàíèåì ïîñëåäíåé ñòðîêè èç âñåõ îñòàëüíûõ è åå
îòáðàñûâàíèåì. Î÷åâèäíî, S íåïðåðûâíî. Êàê ìû îòìå÷àëè â êîíöå ïðåäû-
äóùåãî àáçàöà, åñëè ìàòðèöà A ðàçìåðà (n−1)×(n−1) îáðàòèìà, òî ëþáàÿ
ìàòðèöà èç ìíîæåñòâà S−1(A) ëåæèò â B. Ñîãëàñíî ëåììå 5.2, â ìíîæåñòâå
îáðàòèìûõ ìàòðèö ðàçìåðà (n − 1) × (n − 1) íàéäåòñÿ îòêðûòîå ïîäìíî-
æåñòâî U , òîãäà åãî ïðîîáðàç S−1(U) è áóäåò íóæíûì íàì ìíîæåñòâîì.
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Ïðèëîæåíèå 2. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà îá-
ðàòèìûõ ìàòðèö íàä òåëîì

Ëåììà 5.1. Ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ìàòðèö ðàçìåðà n×n íàä õàó-
ñäîðôîâûì íåäèñêðåòíûì òîïîëîãè÷åñêèì òåëîì R âñþäó ïëîòíî â Rn2

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðîâîäèòüñÿ èíäóêöèåé ïî n. Ïðè
n = 1 óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåäèñêðåòíîñòè òåëà (åãî íåâûïîëíåíèå
îçíà÷àëî áû îòêðûòîñòü ìíîæåñòâà {0}, ÷òî äàâàëî áû, ââèäó ãîìåîìîðô-
íîñòè îïåðàòîðîâ ñëîæåíèÿ ñ ýëåìåíòîì òåëà, îòêðûòîñòü ëþáîãî äðóãîãî
îäíîýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà R, è òåëî R îêàçàëîñü áû äèñêðåòíûì).
Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ n ≤ k. Ðàññìàòðèâàåì n = k + 1.
Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé
íåîáðàòèìîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij) ïîðÿäêà k+ 1 íàä R íàéäåòñÿ
íåêîòîðàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöóA′ ∈ Rk×k, ïîëó÷àþùóþñÿ èçA âû÷åðêèâàíèåì ïî-
ñëåäíèõ ñòðîêè è ñòîëáöà. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî îíà îáðàòèìà. Íåîá-
ðàòèìîñòü A îçíà÷àåò, ââèäó òåîðåìû 4.1, ëåâóþ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü
ìåæäó åå ñòðîêàìè Ai; ïðè ýòîì, ââèäó îáðàòèìîñòè A′, ïåðâûå k ñòðîê A
íåçàâèñèìû, ïîýòîìó èìåþùóþñÿ çàâèñèìîñòü ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Ak+1 = α1A1 + . . .+ αkAk, α1, . . . , αk ∈ R, (α1, . . . , αk) 6= (0, . . . , 0).

(5.0.1)
Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàòðèöó Ab, ïîëó÷àþùóþñÿ èç A ïîäñòàíîâêîé b ∈ R
â ïðàâûé íèæíèé óãîë (íà ìåñòî ak+1k+1). Ïîêàæåì, ÷òî îíà îáðàòèìà
ïðè ëþáîì b 6= ak+1k+1. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èìåëè áû
íåêîòîðóþ (íåòðèâèàëüíóþ) çàâèñèìîñòü

Ab
k+1 = β1A

b
1 + . . .+ βkA

b
k = β1A1 + . . .+ βkAk. (5.0.2)
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Ïðè b 6= ak+1k+1, î÷åâèäíî, (α1, . . . , αk) 6= (β1, . . . , βk), ïîýòîìó, âû÷è-
òàÿ (5.0.2) èç (5.0.1), ìû ïîëó÷èëè áû (ââèäó ðàâåíñòâà ïåðâûõ k ýëåìåíòîâ
Ak+1 è Ab

k+1) íåòðèâèàëüíóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê A′1, . . . , A′k (ñòðîêè ìàòðè-
öû A′) � ïðîòèâîðå÷èå ñ îáðàòèìîñòüþ A′. À ïîñêîëüêó, â ñèëó îïðåäåëå-
íèÿ òîïîëîãèè äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ, ìû ìîæåì, âûáèðàÿ b äîñòàòî÷íî
áëèçêî ê ak+1k+1, ïîìåñòèòü Ab â ëþáóþ íàïåðåä çàäàííóþ îêðåñòíîñòü
ìàòðèöû A, äëÿ ñëó÷àÿ îáðàòèìîé A′ óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî A′ íåîáðàòèìà. Òîãäà íàì äîñòàòî÷íî, ïîëü-
çóÿñü èíäóêöèîííûì ïðåäïîëîæåíèåì, ïðîâàðüèðîâàòü îäíîâðåìåííî A′ è
ak+1k+1 òàê, ÷òîáû ïîïàñòü â íàïåðåä çàäàííóþ îêðåñòíîñòü A, ñäåëàâ ïðè
ýòîì A′ îáðàòèìîé. Ïîñêîëüêó, â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå, ýòè âàðèàöèè
ìîæíî ïðîèçâîäèòü íåçàâèñèìî (ìû ìîæåì áðàòü ëþáîå çíà÷åíèå ïðàâîãî
íèæíåãî ýëåìåíòà, îòëè÷íîå îò èñõîäíîãî), ýòî îñóùåñòâèìî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå
äåñèãíàíòà (Designante) êâàäðàòíîé ìàòðèöû íàä òåëîì, ââåäåííîå è èñ-
ñëåäîâàííîå À. Ãåéòèíãîì [12].

Îïðåäåëèì (ëåâûé) äåñèãíàíò ∆l êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n íàä
òåëîì R èíäóêòèâíî ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Äëÿ n = 1 ïîëîæèì ∆l(a11) =

a11. Äëÿ n = 2 ïîëàãàåì ∆l

(
a11 a12

a21 a22

)
= a22−a21a

−1
11 a12.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

n > 2 è ìàòðèöû A ïîðÿäêà n îáîçíà÷èì çà Ar,s äåñèãíàíò ìàòðèöû (n −
1)× (n− 1) èç ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè 1, . . . , (n− 2), r-é ñòðîê
è 1, . . . , (n− 2), s-ãî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ,

∆l(A) = ∆l

(
An−1,n−1 An−1,n

An,n−1 An,n

)
= An,n − An,n−1(An−1,n−1)

−1An−1,n.

Äåñèãíàíò ìàòðèöû A îïðåäåëåí, òàêèì îáðàçîì, â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, åñëè âñå äåñèãíàíòû åå óãëîâûõ ïîäìàòðèö (àíàëîã ãëàâíûõ ìèíîðîâ)
ìåíüøåãî ðàçìåðà îòëè÷íû îò íóëÿ.

Äåñèãíàíò îáëàäàåò íà îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèì âàæíûì
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äëÿ íàñ ñâîéñòâîì [12]: ∆l(A) = 0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñòðîêè
A ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñëåâà.

Ëåììà 5.2. Ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ìàòðèö íàä õàóñäîðôîâûì íåäèñ-
êðåòíûì òîïîëîãè÷åñêèì òåëîì ñîäåðæèò íåêîòîðîå îòêðûòîå ïîä-
ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü ïî èíäóêöèè. Äëÿ n =

1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç õàóñäîðôîâîñòè R. Äëÿ n = k + 1 ìû
ñìîæåì, â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (î âûïîëíèìîñòè óòâåðæäå-
íèÿ äëÿ âñåõ n ≤ k), âûáðàòü â R(k+1)×(k+1) òàêîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
U , íà êîòîðîì äåñèãíàíò îòëè÷åí îò íóëÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü ïåðåñå÷åíèå ïðîîáðàçîâ ïðîåêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ, ïîñòðîåííûõ äëÿ âåðõíèõ ëåâûõ óãëîâ ìíîæåñòâà ìàòðèö R(k+1)2

ðàçìåðîâ 1 × 1, . . . , k × k. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî íà îáëàñòè ñâîåãî îïðåäå-
ëåíèÿ äåñèãíàíò ìîæåò áûòü, â ñèëó ïîñòðîåíèÿ, âûðàæåí ÷åðåç ýëåìåíòû
ìàòðèöû ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ,
óìíîæåíèÿ è âçÿòèÿ îáðàòíîãî. Äåñèãíàíò n×n ÿâëÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå U ,
òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíîé âñþäó îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé. Ìíîæåñòâî
îáðàòèìûõ ìàòðèö n × n, ëåæàùèõ â U , áóäåò òîãäà, â ñèëó óïîìÿíóòîãî
íàìè ñâîéñòâà äåñèãíàíòà, ÿâëÿòüñÿ ïðîîáðàçîì â U îòêðûòîãî (â ñèëó õà-
óñäîðôîâîñòè R) ìíîæåñòâà R \ {0} è ïîòîìó áóäåò îòêðûòî â U è, â ñèëó
îòêðûòîñòè U , â R. Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó.
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