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В работе рассматриваются специальные функционально-дифференциальные
уравнения, возникающие в геометрии, для метрической функции. Доказана тео-
рема о виде метрической функции.
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Введение. Цель данной работы — расширение специальных функциональ-
но-дифференциальных уравнений на метрическую функцию трёхмерной фе-
номенологически симметричной геометрии:

f(ij) = f(θ(xi, xj, yi, yj), zi, zj), (1)

где

θ(ij) = [(xi − xj)
2 + ε(yi − yj)

2] exp

[

2Φε

(

yi − yj
xi − xj

)]

, ε = +1,−1, 0; (2)

Φ1(u) = γ arctg u; Φ−1(u) = β Ar(c)th u; Φ0(u) = u; γ, β = const 6= 0, β 6= ±1;
(xi, yi)— координаты точки i ∈ M ; θ(ij)— метрическая функция двумерной
феноменологически симметричной геометрии Гельмгольца [1]. Вид метриче-
ской функции (1) следует из теоремы, доказанной В.Х. Львом в работе [2]:
метрическая функция любой трехмерной феноменологически симметрич-
ной геометрии содержит как аргумент метрическую функцию двумерной
феноменологически симметричной геометрии.

Функционально-дифференциальные уравнения, о которых здесь говорит-
ся, в явном виде записываются при доказательстве теоремы. Затем они сво-
дятся к дифференциальным уравнениям. Во всех формулировках настоящей
статьи предполагается существование подходящей локальной системы коор-
динат.

Основные определения. Рассмотрим многообразие M , dimM = m. Пусть
на M задана гладкая функция f : M × M → R, называемая метрической,
с открытой и плотной в M ×M областью определения Sf . Локальные коор-
динаты в M обозначим через (x1, . . . , xm). Пусть выполняются следующие
аксиомы [3].

Аксиома невырожденности. Для любого упорядоченного набора m + 1
точек 〈i, i1, . . . , im〉 из открытого и плотного подмножества в Mm+1 :
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〈ii1〉, . . . , 〈iim〉, 〈i1i〉, . . . , 〈imi〉 ∈ Sf выполняются неравенства

∂(f(ii1), . . . , f(iim))

∂(x1i , . . . , x
m
i )

6= 0,
∂(f(i1i), . . . , f(imi))

∂(x1i , . . . , x
m
i )

6= 0,

где (x1i , . . . , x
m
i )— координаты точки i ∈M.

Аксиома феноменологической симметрии. Для некоторой окрестно-
сти всякой последовательности точек 〈i1, . . . , im+2〉 из открытого и плот-
ного подмножества прямого произведения Mm+2, таких что 〈ipiq〉 ∈ Sf ,
p, q = 1, . . . , m + 2, p 6= q, существует достаточно гладкая функция Φ :
R
(m+1)(m+2)/2 → R, gradΦ 6= 0, для которой имеет место тождество:

Φ(f(i1i2), . . . , f(im+1im+2)) = 0.

Определение 1. Говорят, что на многообразии M метрическая функция
f задает феноменологически симметричную геометрию, если выполняются
аксиомы невырожденности и феноменологической симметрии.

Определение 2. Гладкое локально инъективное отображение λ: M → M
называется локальным движением, если для любой пары 〈ij〉 ∈ Sf такой, что
〈λ(i), λ(j)〉 ∈ Sf , имеет место равенство

f(λ(i), λ(j)) = f(ij).

Множество всех так определенных движений образует группу Ли преоб-
разований. Можно показать, что размерность группы движений m-мерной
феноменологически симметричной геометрии равна m(m + 1)/2. Доказыва-
ется, что двухточечным инвариантом такой группы является метрическая
функция, которая восстанавливается по данному инварианту [3].

Алгебра Ли группы движений состоит из операторов вида

X = X1∂x1 + · · ·+Xm∂xm ,

причём Xs = Xs(x
1, . . . , xm)— достаточно гладкие функции, s = 1, 2, . . . , m,

через которые записывается критерий локальной инвариантности метриче-
ской функции [4, c. 35]:

X(i)f(ij) +X(j)(ij) = 0. (3)

Операторы, образующие базис алгебры Ли для m = 3, обозначим через X,
Y , Z, U , V , W . Для геометрии Гельмгольца операторы алгебры Ли группы
движений следующие [1, 5]:

U = ∂x, V = ∂y, W = (−εy − αεx)∂x + (x− αεy)∂y.
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Основная теорема работы и её доказательство.
Теорема. Метрическая функция f(ij) вида (1) трёхмерной феноменоло-

гически симметричной геометрии с точностью до локального диффеомор-
физма ψ(f) → f и в подходящих локальных координатах имеет вид

f(ij) =
[

(xi − xj)
2 + ε(yi − yj)

2
]

exp

[

2Φε

(

yi − yj
xi − xj

)

+ 2zi + 2zj

]

, (4)

где ε = +1, −1, 0; Φ1(u) = γ arctg u; Φ−1(u) = βAr(c)th u, Φ0(u) = u; γ,
β = const 6= 0, β 6= ±1.

Док а з ат е л ь ств о. Метрическую функцию будем искать в виде

f(ij) = f

(

[

(xi − xj)
2 + ε(yi − yj)

2
]

exp

[

2Φε

( yi − yj
xi − xj

)

]

, zi, zj

)

=

= f(θ, zi, zj).

Она является двухточечным инвариантом шестимерной группы преобразо-
ваний, поэтому критерий инвариантности (3) для базисных операторов X и
Y алгебры Ли даёт функционально-дифференциальные уравнения

2[X]e
2Φε

(

yi−yj

xi−xj

)

∂f

∂θ
+X3(i)

∂f

∂zi
+X3(j)

∂f

∂zj
= 0, (5)

2[Y ]e
2Φε

(

yi−yj

xi−xj

)

∂f

∂θ
+ Y3(i)

∂f

∂zi
+ Y3(j)

∂f

∂zj
= 0, (6)

где

[X]=
(

(xi−xj)−αε(yi−yj)
)(

X1(i)−X1(j)
)

+
(

ε(yi−yj)+αε(xi−xj)
)(

X2(i)−X2(j)
)

,

[Y ] =
(

(xi−xj)−αε(yi−yj)
)(

Y1(i)−Y1(j)
)

+
(

ε(yi−yj)+αε(xi−xj)
)(

Y2(i)−Y2(j)
)

.

Отсюда

[X] exp

(

2Φε

( yi − yj
xi − xj

)

)

= a(ij)θ, [Y ] exp

(

2Φε

( yi − yj
xi − xj

)

)

= b(ij)θ, (7)

причём a(ij) и b(ij) не могут зависеть от θ.
Заметим, что в уравнении (5) X3 6= 0, иначе базисный оператор X, как

доказано в работе [6], будет являться линейной комбинацией операторов из
системы (2), что недопустимо. Аналогично, Y3 6= 0.

Пусть [X] = [Y ] = 0. Тогда уравнения (5) и (6) принимают вид

X3(i)
∂f(ij)

∂zi
+X3(j)

∂f(ij)

∂zj
= 0, Y3(i)

∂f(ij)

∂zi
+ Y3(j)

∂f(ij)

∂zj
= 0.

Разрешая первое уравнение относительно ∂f(ij)/∂zi и результат подставляя
во второе уравнение, получаем

(Y3(i)X3(j)− Y3(j)X3(i))
∂f(ij)

∂zj
= 0.
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По аксиоме невырожденности ∂f(ij)/∂zj 6= 0, поэтому

Y3(i)X3(j)− Y3(j)X3(i) = 0.

Разделяя переменные, получаем Y3 = aX3, где a = const. Тогда уравнения
(5) и (6) линейно зависимы, что недопустимо.

Пусть теперь [X] = 0 и [Y ] 6= 0. Тогда уравнение (5) принимает такой вид:

X3(i)
∂f(ij)

∂zi
+X3(j)

∂f(ij)

∂zj
= 0. (8)

Здесь, как и в работе [6], доказывается, что X3 = a(z). Тогда, обозначая в (8)
∫

dz

a(z)
→ z, имеем

f(ij) = f

(

[

(xi − xj)
2 + ε(yi − yj)

2
]

exp

(

2Φε

( yi − yj
xi − xj

)

)

, zi − zj

)

= f(θ,w),

где w = zi − zj. Подставляя найденную функцию в (6), получаем

[Y ] exp

(

2Φε

( yi − yj
xi − xj

)

)

∂f(ij)

∂θ
+

(

Y3(i)− Y3(j)
)∂f(ij)

∂w
= 0. (9)

В (9) Y3 6= const, иначе [Y ] = 0, что недопустимо. Тогда

[Y ] exp
(

2Φε

(

yi−yj
xi−xj

))

Y3(i)− Y3(j)
= ψ(θ, w) 6= 0.

Из (7) следует, что ψ(θ, w) = p(w)θ. Возвращаясь с найденным в (9), полу-
чаем дифференциальное уравнение

p(w)θ
∂f(ij)

∂θ
+
∂f(ij)

∂w
= 0.

Интегрируя это уравнение, определяем метрическую функцию

f(ij) = θq(w) = [(xi − xj)
2 + ε(yi − yj)

2] exp

[

2Φε

(

yi − yj
xi − xj

)]

q(w).

Можно показать, что группа движений геометрии с найденной метри-
ческой функцией имеет размерность меньше 6, т. е. геометрия не является
феноменологически симметричной.

Итак, [X] 6= 0 и [Y ] 6= 0. Как и в работе [6], можно доказать следующую
лемму.

Лемма 1. Если в уравнении (5)

[X]w=0 = 0,

то метрическая функция имеет вид f(ij) = f(θ,w).
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Метрические функции найденного вида рассмотрены выше и не задают
феноменологически симметричную геометрию.

Итак, в уравнениях (5) и (6) [X]w=0 6= 0 и [Y ]w=0 6= 0.
Уравнение (5) можно переписать в виде

2[X] exp

(

2Φε

( yi − yj
xi − xj

)

)

+X3(i)ψ1(ij) +X3(j)ψ2(ij) = 0, (10)

где ψ1(ij) = (∂f(ij)/∂zi)/(∂f(ij)/∂θ), ψ2(ij) = (∂f(ij)/∂zj)/(∂f(ij)/∂θ).
Предположим, что в (10) X3 = c(z). Тогда с учётом (9) это уравнение

принимает вид

[X] exp

(

2Φε

( yi − yj
xi − xj

)

)

=
(

a(zi) + a(zi)
)

θ 6= 0. (11)

Лемма 2. Решением функционального уравнения (11) являются функции

X1 = p(αεy − x) + q(εαεx− y) + c1, X2 = p(εαεx− y)− εq(αεy − x) + c2,

где p, q, c1, c2, a = const.

Подставим найденное в (5) и, переобозначая

∫

dz

c(z)
→ z, после интегри-

рования имеем
f(ij) = f(θe2zi, θe2zj) = f(u, v).

Подставляя найденное в (6), получаем функциональное уравнение

[Y + θ̄Y3i]e
2zi
∂f

∂u
+ [Y + θ̄Y3j ]e

2zj
∂f

∂v
= 0, (12)

где θ̄ = (xi − xj)
2 + ε(yi − yj)

2. Так как (12) — дифференциальное уравнение,
имеет место тождество

[Y ] + θ̄Y3i
[Y ] + θ̄Y3j

= ϕ(u, v). (13)

Лемма 3. В тождестве (13) ϕ(u, v) = −1.
Док а з ат е л ь ств о. Пусть в тождестве (13) zi = zj = z. Тогда оно

принимает вид
2[Y ] + θ̄(Y3i + Y3j) = 0.

Дифференцируя по xi и xj , по yi и yj, а также по xi и yj, будем иметь систему

−Y ′

1xi
− Y ′

1xj
− αεY

′

2xi
− αεY

′

2xj
− (Y3(i) + Y3(j))+

+(xi − xj)(Y
′

3xj
− Y ′

3xi
) = 0,

αεY
′

1yi
+ αεY

′

1yj
− εY ′

2yi
− εY ′

2yj
− ε(Y3(i) + Y3(j))+

+ε(yi − yj)(Y
′

3yj
− Y ′

3yi
) = 0,

αεY
′

1xi
− Y ′

1yj
− εY ′

2xi
− αεY

′

2yj
+ (xi − xj)Y

′

3yj
− ε(yi − yj)Y

′

3xi
= 0.

(14)

Дифференцируя теперь первое уравнение системы (14) по xi и xj, а также по
xi и yj, затем второе уравнение по yi и yj, будем иметь Y ′′

3xx = Y ′′

3xy = Y ′′

3yy = 0.
Интегрируя, получаем

Y3 = ax+ by + c, (15)
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причём коэффициенты зависят от z. Подставим теперь найденное в (14):

−Y ′

1xi
− Y ′

1xj
− αεY

′

2xi
− αεY

′

2xj
− (axi + byi + 2c+ axj + byj) = 0,

αεY
′

1yi
+ αεY

′

1yj
− εY ′

2yi
− εY ′

2yj
− ε(axi + byi + 2c+ axj + byj) = 0,

αεY
′

1xi
− Y ′

1yj
− εY ′

2xi
− αεY

′

2yj
+ b(xi − xj)− εa(yi − yj) = 0.

Дифференцируя первые два уравнения по координатам, а в последнем разде-
ляя переменные, получаем систему уравнений, интегрируя которую до конца,
будет иметь

Y1 =
1

2(α2
ε + ε)

(

−(αεb+ εa)(x2 − εy2)− 2ε(b + αεa)xy−

−2(εc− αεd)x+ 2(εd − αεc)y + εk − αεl
)

,

Y2 =
1

2(α2
ε + ε)

(

−(αεa− b)(x2 − εy2)− 2(εa+ αεb)xy−

−2(d+ αεc)x+ 2(c+ αεd)y − l + αεk
)

,

(16)

причём коэффициенты зависят от z. Умножая результат на исходное выраже-
ние и учитывая формулы (15) и (16), получаем a = b = c = d = k = l = const.
Затем, подставляя (15) и (16) в (13), получаем ϕ(u, v) = −1. Лемма 3 доказа-
на. �

Тогда, подставляя (15) и (16) в (12) и интегрируя, получаем метрическую
функцию (4). Базисные операторы алгебры Ли группы геометрии с метриче-
ской функцией (4) фактически найдены при доказательстве этой леммы. Для
их явной записи в формулах (16) и (15) коэффициентам необходимо придать
значения 0 и 1.

Итак, в уравнении (10) имеем
[

X3(i)−X3(j)
]

zi=zj=z
6= 0. Если его перепи-

сать для пары 〈ji〉, то, как и выше, получаем ψ1(ij)− ψ2(ji) = 0. Обозначим
ψ1(ij) = ψ(ij), ψ2(ij) = ψ(ji). Тогда уравнение (10) переписывается так:

2[X] exp

(

2Φε

( yi − yj
xi − xj

)

)

+X3(i)ψ(ij) +X3(j)ψ(ji) = 0. (17)

Лемма 4. В уравнении (17)

ψ
∣

∣

w=0
= c(z)θ 6= 0, X3 = p(z)x+ q(z)y + d(z).

Док а з ат е л ь ств о. Введём в (17) подстановку z = zi = zj . Обозначим
X1,2,3

∣

∣

w=0
(i) = X1,2,3(xi, yi, z), ψ

∣

∣

w=0
(ij) = ψ(θ, z, z). Заметим, что ψ̄(ij) =

= ψ̄(ji). Тогда из (7) следует, что ψ
∣

∣

w=0
= c(z)θ. Подставляя найденное в

уравнение (17) при w = 0 и учитывая результат предыдущей леммы, получа-
ем X3 = p(z)x+ q(z)y + d(z). Лемма 4 доказана. �

Как известно, базис алгебры Ли группы движений трёхмерной феноме-
нологически симметричной геометрии состоит из шести операторов, три из
которых —U , V , W — известны, а три —X, Y , Z — надо найти. Оператор X
удовлетворяет уравнению (17), а Y и Z — уравнениям

2[Y ] exp

(

2Φε

( yi − yj
xi − xj

)

)

+ Y3(i)ψ(ij) + Y3(j)ψ(ji) = 0, (18)
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2[Z] exp

(

2Φε

( yi − yj
xi − xj

)

)

+ Z3(i)ψ(ij) + Z3(j)ψ(ji) = 0, (19)

причём
[

Y3(i) − Y3(j)
]

zi=zj=z
6= 0,

[

Z3(i) − Z3(j)
]

zi=zj=z
6= 0, иначе приходим

к рассмотренному ранее случаю.
Итак, для (17) имеем

[X]w=0 exp

(

2Φε

( yi − yj
xi − xj

)

)

+ (p1(xi + xj) + q1(yi + yj) + d1)θ̄ = 0.

Аналогичный результат получаем для уравнений (18) и (19):

[Y ]w=0 exp

(

2Φε

( yi − yj
xi − xj

)

)

+ (p2(xi + xj) + q2(yi + yj) + d2)θ̄ = 0,

[Z]w=0 exp

(

2Φε

( yi − yj
xi − xj

)

)

+ (p3(xi + xj) + q3(yi + yj) + d3)θ̄ = 0.

Комбинируя эти уравнения, приходим к ранее рассмотренному случаю (лем-
ма 4), который приводит к метрической функции (4). Теорема доказана пол-
ностью. �

Выражаю благодарность профессору Геннадию Григорьевичу Михайличенко за под-
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