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Осуществлён поиск решений функциональных уравнений
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nyn. В этой задаче ищутся все функции вида f = f(θ, xn+1, yn+1),

являющиеся двухточечными инвариантами n(n+ 1)/2-параметрической группы пре-
образований.
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Введение
Всем хорошо известно функциональное уравнение Коши

f(u+ v) = f(u) + f(v),

где f — функция класса C1, u и v — независимые переменные. Это уравнение
решается дифференцированием и последующим разделением переменных: f ′(u +
v) = f ′(u), f ′(u+v) = f ′(v). Далее приравниваем правые части: f ′(u) = f ′(v) = a =
const. Затем интегрируем и результат подставляем в исходное уравнение, получаем
f(u) = au. Этим же методом решаются функциональные уравнения, появляющиеся
в геометрических задачах [1–6]. К числу таких задач относится задача нахождения
уравнений группы движений по метрической функции. В частности, для плоскости
Гельмгольца [7] по метрической функции

f = [(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2] exp

(
2γarctg

y1 − y2

x1 − x2

)
составляется функциональное уравнение на группу движений [2]

[(λ1 − λ2)2 + (σ1 − σ2)2] exp

(
2γarctg

σ1 − σ2

λ1 − λ2

)
=

= [(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2] exp

(
2γarctg

y1 − y2

x1 − x2

)
,
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где γ 6= const, λ1 = λ(x1, x2), σ1 = σ(x1, x2). В этом уравнении две неизвестные
функции λ и σ класса не ниже C1. Решая, получаем уравнения на группу движений

x′ = λ(x, y) = ax− by + c, y′ = σ(x, y) = bx+ ay + d,

причём [a2 + b2] exp

(
2γarctg

b

a

)
= 1, a, b, c, d = const.

Другой задачей является задача о нахождении по метрической функции базис-
ных операторов алгебры Ли группы движений. Для плоскости Гельмгольца она
сводится к решению следующего функционального уравнения [6]:

(X1(x)−X1(y))((x1 − x2)− γ(y1 − y2)) + (X2(x)−X2(y))((y1 − y2) + γ(x1 − x2)) = 0,

которое также имеет две неизвестные X1 и X2 класса не ниже C2. Решая, получаем
базисные операторы

X1 = ∂x1 , X
2 = ∂x2 , X3 = −(x2 + γx1)∂x1 + (x1 − γx2)∂x2 .

Задачей другого рода является задача вложения [3–5]. Для плоскости Гельм-
гольца она состоит в поиске функций вида

f = f

(
[(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2] exp

(
2γarctg

y1 − y2

x1 − x2

)
, x3, y3

)
,

являющихся инвариантами шестипараметрической группы преобразований [5]. За-
дача приводит к решению функционального уравнения

((x1 − x2)− γ(y1 − y2))(X1(x)−X1(y)) + ((y1 − y2) + γ(x1 − x2))(X2(x)−X2(y))+

+

(
X3(x) ∂f

∂x3
+X3(y) ∂f

∂y3

)
exp

(
−2γ arctg y1−y2

x1−x2

)
2 ∂χ
∂θ

= 0,

которое содержит четыре неизвестные функции X1, X2, X3, f класса не ниже C2.
Решением этого функционального уравнения является метрическая функция трёх-
мерного гельмгольцева пространства

f = [(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2] exp

(
2γarctg

y1 − y2

x1 − x2
+ x3 + y3

)
.

В данной работе решаются функциональные уравнения, возникающие в задаче
вложения пространства Rn, n > 1, со скалярным произведением

θ(x, y) = 〈x, y〉 = ε1x
1y1 + · · ·+ εnx

nyn =
n∑
k=1

εkx
kyk.

Относительно скалярного произведения заметим, что оно является невырожден-
ным, т. е. ∂θ/∂xi 6= 0, ∂θ/∂yi 6= 0, i = 1, . . . , n. Суть этой задачи состоит в поис-
ке всех функций вида f = f(θ, xn+1, yn+1), являющихся инвариантами n(n + 1)/2-
параметрической группы преобразований. Отметим, что эта группа преобразова-
ний также неизвестна, но её подгруппой является группа вращений, сохраняющая
скалярное произведение θ.
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1. Постановка задачи и основные результаты
Рассмотрим дифференцируемую класса C5 функцию f : Sf → R, где Sf ⊂

Rn+1×Rn+1 — открытая область определения. Пусть U0 ⊂ Rn+1 — некоторая коор-
динатная окрестность, точки x, y ∈ U0, причём 〈x, y〉 ∈ Sf . Рассмотрим окрестности
точек x и y: U(x) ⊂ U0 и U(y) ⊂ U0, причём 〈x′, y′〉 ∈ Sf для любых x′ ∈ U(x),
y′ ∈ U(y). Обозначим через U(〈x, y〉) ⊂ Rn+1 × Rn+1 — окрестность пары 〈x, y〉:
U(〈x, y〉) ⊂ U(x)×U(y). Везде ниже n > 1, n — натуральное число. Пусть функция
f в окрестности U(〈x, y〉) имеет один из следующих видов:

f(x, y) = χ
(
θ(x, y), xn+1, yn+1

)
, (1.1)

f(x, y) = σ (θ(x, y), w) , (1.2)

f(x, y) = κ (θ(x, y), z) , (1.3)

где θ(x, y) = ε1x
1y1 + · · · + εnx

nyn, w = xn+1 − yn+1, z = xn+1 + yn+1, χ, σ, κ —
дифференцируемые класса C5 функции.

Потребуем для этих функций в U(〈x, y〉) выполнения неравенств [1]:

∂χ

∂θ
6= 0,

∂χ

∂xn+1
6= 0,

∂χ

∂yn+1
6= 0, (1.4)

∂σ

∂θ
6= 0,

∂σ

∂w
6= 0, (1.5)

∂κ
∂θ
6= 0,

∂κ
∂z
6= 0. (1.6)

Дополнительно будем предполагать, чтобы функция f была двухточечным ин-
вариантом действия некоторой группы Ли в пространстве Rn+1 [8]. Множество та-
ких действий задаёт группу Ли преобразований пространства Rn+1, которую будем
называть группой инвариантности функции f .

Произвольный оператор алгебры Ли группы инвариантности функции f в
окрестности U(x) имеет вид [1]

X = X1∂x1 + · · ·+Xn∂xn +Xn+1∂xn+1 , (1.7)

где Xs = Xs(x
1, . . . , xn, xn+1) — дифференцируемые класса C4 функции в окрест-

ности U(x) ⊂ U0 ⊂ Rn+1, s = 1, . . . , n + 1. Через оператор записывается критерий
локальной инвариантности [8]:

X(x)f(x, y) +X(y)f(x, y) = 0. (1.8)

Равенство (1.8) расписываем для функций (1.1), (1.2), (1.3):

[X]
∂χ

∂θ
+Xn+1(x)

∂χ

∂xn+1
+Xn+1(y)

∂χ

∂yn+1
= 0, (1.9)

[X]
∂σ

∂θ
+ (Xn+1(x)−Xn+1(y))

∂σ

∂w
= 0, (1.10)

[X]
∂κ
∂θ

+ (Xn+1(x) +Xn+1(y))
∂κ
∂z

= 0, (1.11)

где использовано обозначение

[X] =
n∑
k=1

(
εkx

kXk(y) + εky
kXk(x)).
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Уравнения (1.9), (1.10) и (1.11) являются функционально-дифференциальными от-
носительно неизвестных компонент оператора X, а также функций χ, σ и κ и
выполняются тождественно по координатам точек x и y в окрестности U(〈x, y〉).
Подобные уравнения решались в работах [3–5].

Сначала решаем уравнение (1.9) и получающееся из него уравнение

[X] = ψ(θ, xn+1, yn+1), (1.12)

где ψ(θ, xn+1, yn+1) = −Xn+1(xn+1)∂χ/∂xn+1 +Xn+1(yn+1)∂χ/∂yn+1

∂χ/∂θ
— функция

класса C4 в U(〈x, y〉). При этом будем полагать Xn+1 = Xn+1(xn+1).

Теорема 1. Решениями функциональных уравнений (1.12) и (1.9) в окрестности
U(〈x, y〉) при условии Xn+1 = Xn+1(xn+1) 6= 0 являются функции

Xp = t(xn+1)xp +
n∑
q=1

εpcpqx
q, (1.13)

{
ψ(θ, xn+1, yn+1) = (t(xn+1) + t(yn+1))θ,

χ(θ,xn+1, yn+1) = χ(θeP (xn+1)+P (yn+1), Q(xn+1)−Q(yn+1)),
(1.14)

где cpq = −cqp = const, p, q = 1, 2, . . . , n, t(xn+1), P (xn+1), Q(xn+1), χ — функции
класса C4, t(xn+1) +Xn+1(xn+1)P ′(xn+1) = 0, Xn+1(xn+1)Q′(xn+1) = const.

Потом решаем уравнение (1.10) и следующее из него уравнение

[X] = (Xn+1(x)−Xn+1(y))ϕ(θ, w), (1.15)

где ϕ(θ, w) = − ∂σ
∂w
/∂σ
∂θ

— функция класса C4 в U(〈x, y〉), причём ϕ 6= 0, поскольку
иначе ∂σ

∂w
= 0, что противоречит неравенству из (1.5).

Теорема 2. Решениями функциональных уравнений (1.15) и (1.10) в окрестности
U(〈x, y〉) являются функции:

Xp =
n∑
q=1

εpcpqx
q, Xn+1 = c, ϕ = ϕ(θ, w), σ = σ̂(θ, w); (1.16)

Xp = axp +
n∑
q=1

εpcpqx
q, Xn+1 = rxn+1 + c, ϕ =

2aθ

rw
, σ = σ(θrw−2a); (1.17)

Xp = axn+1xp +
n∑
q=1

εpcpqx
q, Xn+1 = r(xn+1)2 + c, ϕ =

aθ

rw
, σ = σ(θrw−a); (1.18)


Xp = a sin(ωxn+1 + α)xp +

n∑
q=1

εpcpqx
q, Xn+1 = r cos(ωxn+1 + α) + c,

ϕ =
aθ

r
ctg

ωw

2
, σ = σ

(
θrω
(

sin
ωw

2

)−2a
)

;

(1.19)


Xp = aeωx

n+1

xp +
n∑
q=1

εpcpqx
q, Xn+1 = reωx

n+1

+ c,

ϕ =
aθ

r

1 + e−ωw

1− e−ωw
, σ = σ

(
θrω
(

sh
ωw

2

)−2a
)

;

(1.20)
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Xp = a sh(ωxn+1 + α)xp +

n∑
q=1

εpcpqx
q, Xn+1 = r ch(ωxn+1 + α) + c,

ϕ =
aθ

r
cth

ωw

2
, σ = σ

(
θrω
(

sh
ωw

2

)−2a
)

;

(1.21)


Xp = a ch(ωxn+1) + α)xp +

n∑
q=1

εpcpqx
q, Xn+1 = r sh(ωxn+1 + α) + c,

ϕ =
aθ

r
cth

ωw

2
, σ = σ

(
θrω
(

ch
ωw

2

)−2a
)
,

(1.22)

где cpq = −cqp = const, p, q = 1, 2, . . . , n, a, c, r, α, ω = const, a 6= 0, r 6= 0, σ, σ̂ —
функции класса C4, Xn+1 6= 0.

Наконец, решаем уравнение (1.11) и уравнение

[X] = (Xn+1(x) +Xn+1(y))λ(θ, z), (1.23)

где λ(θ, z) = −∂κ
∂z
/∂κ
∂θ

— функция класса C4 в U(〈x, y〉), причём λ 6= 0, иначе ∂κ
∂z

= 0,
что противоречит неравенству из (1.6).

Теорема 3. Решениями функциональных уравнений (1.23) и (1.11) в окрестности
U(〈x, y〉) являются функции

Xp = 2caxn+1xp +
n∑
q=1

εpcpqx
q, Xn+1 = c, λ = azθ, κ = κ(θe

−az2
2 ); (1.24)

Xp = axpXn+1 +
n∑
q=1

εpcpqx
q, λ = aθ, κ = κ(θe−az); (1.25)


Xp = (axn+1 + b)xp +

n∑
q=1

εpcpqx
q, Xn+1 = c,

λ =
az + 2b

2c
θ, κ = κ(θ4ce−az

2−4bz);

(1.26.1)


Xp = (axn+1 + b)xp +

n∑
q=1

εpcpqx
q, Xn+1 = mxn+1 + c,

λ =
az + 2b

mz + 2c
θ, κ = κ(θm

2

(mz + 2c)−2bm+2ace−amz);

(1.26.2)



Xp = r[a sin(ωxn+1 + α) + b cos(ωxn+1 + α)]xp +
n∑
q=1

εpcpqx
q,

Xn+1 =r cos(ωxn+1 + α), λ =

(
atg

ωz + 2α

2
+ b

)
θ,

κ = κ

(
θω
(

cos
ωz + 2α

2

)2a

e−bωz

)
;

(1.27)

 Xp =r[ae−ωx
n+1

+ beωx
n+1

]xp +
n∑
q=1

εpcpqx
q, Xn+1 = reωx

n+1

,

λ = (ae−ωz + b)θ, κ = κ
(
ω ln θ + ae−ωz − bωz

)
;

(1.28)
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Xp = r[a sh(ωxn+1 + α) + b ch(ωxn+1 + α)]xp +
n∑
q=1

εpcpqx
q,

Xn+1 = r ch(ωxn+1 + α), λ =

(
ath

ωz + 2α

2
+ b

)
θ,

κ = κ

(
θω
(

ch
ωz + 2α

2

)−2a

e−bωz

)
;

(1.29)



Xp = r[a ch(ωxn+1 + α) + b sh(ωxn+1 + α)]xp +
n∑
q=1

εpcpqx
q,

Xn+1 = r sh(ωxn+1 + α), λ =

(
acth

ωz + 2α

2
+ b

)
θ,

κ = κ

(
θω
(

sh
ωz + 2α

2

)−2a

e−bωz

)
,

(1.30)

где cpq = −cqp = const, p, q = 1, 2, . . . , n, a, b,m, r, c, α, ω = const, a 6= 0, m 6= 0, r 6= 0,
Xn+1 6= 0, κ — функция класса C4.

2. Доказательство теоремы 1
Продифференцируем уравнение (1.12) по переменным xp и yq:

εp(Xp(y))′yq + εq(Xq(x))′xp = δpqεpψ
′
θ + εpεqy

pxqψ′′θθ, (2.1)

где δpq =

{
1, при p = q
0, при p 6= q

— символ Кронекера, p, q = 1, 2, . . . , n. Дифференцируя

равенства (2.1) при p 6= q по xp и yq, получаем ψ′′′′θθθθ = 0, следовательно,

ψ′′θθ = a1(xn+1, yn+1)θ + b1(xn+1, yn+1).

Подставляя найденное в (2.1) и дифференцируя результат при p 6= q по xs, а затем
по yp, причём s 6= q, s 6= p, получаем a1(xn+1, yn+1) = 0. Возвращаясь снова в
равенства (2.1) и дифференцируя их при p 6= q по xq, а затем по yp, получаем
b1(xn+1, yn+1) = 0. Значит,

ψ = a(xn+1, yn+1)θ + b(xn+1, yn+1). (2.2)

Подставляя равенство (2.2) также в (2.1), получаем

εp(Xp(y))′yq + εq(Xq(x))′xp = δpqεpa(xn+1, yn+1). (2.3)

Дифференцируя уравнения (2.3) по xn+1 и yn+1 при p = q, имеем a′′xn+1yn+1 = 0.
Интегрируя найденное и подставляя результат в (2.2), получаем

ψ(θ, xn+1, yn+1) = (t1(xn+1) + t2(yn+1))θ + b(xn+1, yn+1), (2.4)

где t1, t2 — функции одной переменной класса C4. Подставляя (2.4) в (2.3), будем
иметь

εp(Xp(y))′yq + εq(Xq(x))′xp = δpqεp(t1(xn+1) + t2(yn+1)).

Разделяя в последней системе по координатам точек x и y, получаем

(Xp(x))′xp = t1(xn+1)+c, (Xp(y))′yp = t2(yn+1)−c, (Xq(x))′xp = εqcqp, (Xp(y))′yq = εpcpq,
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где cpq, c = const, p 6= q. Во втором равенстве заменяем y на x и сравниваем с
первым: (Xp(x))′xp = t2(xn+1)−c, (Xp(x))′xp = t1(xn+1)+c, следовательно, t2 = t1+2c.
Вводится обозначение t(xn+1) = t1(xn+1)+ c. Тогда предыдущая система принимает
вид

(Xp(x))′xp = t(xn+1), (Xp(y))′yp = t(yn+1), (Xq(x))′xp = εqcqp, (Xp(y))′yq = εpcpq.

Интегрируя найденное, имеем функции (1.13). Далее (1.13) и (2.4) подставляем
в (1.12), после приведения подобных получим b(xn+1, yn+1) = 0, следовательно,
приходим к функции ψ из (1.14). Для нахождения функции χ выше найденное
выражение подставляем в уравнение (1.9):

(t(xn+1) + t(yn+1))
∂χ

∂θ
+Xn+1(xn+1)

∂χ

∂xn+1
+Xn+1(yn+1)

∂χ

∂yn+1
= 0.

Новое уравнение решается методом характеристик [9].

3. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. В окрестности U(〈x, y〉) функциональное уравнение

((Xn+1(x))′xn+1 + (Xn+1(y))′yn+1)ϕ′w + (Xn+1(x)−Xn+1(y))ϕ′′ww = 0, (3.1)

где Xn+1(x1, . . . , xn, xn+1) — функция класса C4, ϕ = ϕ(θ, w) — функция класса
C4, а θ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) — некоторая функция класса C4, w = xn+1 − yn+1,
Xn+1 6= const, ϕ′w 6= 0, имеет решения:

при (Xn+1(x))′xn+1 = 0

Xn+1 = C(x1, . . . , xn), ϕ = a(θ)w + b(θ); (3.2)

при (Xn+1(x))′xn+1 6= 0

Xn+1 = rxn+1 + c, ϕ = a(θ)
1

w
+ b(θ); (3.3)

Xn+1 = r(xn+1)2 + c, ϕ = a(θ)
1

w
+ b(θ); (3.4)

Xn+1 = r cos(ωxn+1 + α) + c, ϕ = a(θ)ctg
ωw

2
+ b(θ); (3.5)

Xn+1 = reωx
n+1

+ c, ϕ = a(θ)
eωw

eωw − 1
+ b(θ); (3.6)

Xn+1 = r ch(ωxn+1 + α) + c, ϕ = a(θ)cth
ωw

2
+ b(θ); (3.7)

Xn+1 = r sh(ωxn+1 + α) + c, ϕ = a(θ)th
ωw

2
+ b(θ), (3.8)

где r, c, α = const, C(x1, . . . , xn) 6= const — функция класса C4, a(θ), b(θ) — функции
класса C4, a(θ) 6= 0.

Замечание. Уравнение (3.1) получено из уравнения (1.15) дифференцировани-
ем по переменным xn+1 и yn+1.

Доказательство. Из формулировки леммы очевидно следует, что ϕ′w 6= 0 и
Xn+1(x)−Xn+1(y) 6= 0. Тогда от уравнения (3.1) приходим к новому —

(Xn+1(x))′xn+1 + (Xn+1(y))′yn+1

Xn+1(x)−Xn+1(y)
= −ϕ

′′
ww

ϕ′w
. (3.9)
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Дифференцируя это уравнение сначала по xn+1, а затем по yn+1, после чего первый
результат складываем со вторым, получаем тождество

((Xn+1(x))′′xn+1 + (Xn+1(y))′′yn+1)(Xn+1(x)−Xn+1(y))−

−((Xn+1(x))′xn+1)2 + ((Xn+1(y))′yn+1)2 = 0. (3.10)

Возможны два случая: (Xn+1(x))′xn+1 = 0 и (Xn+1(x))′xn+1 6= 0.
В первом случае из уравнения (3.1) получаем ϕ′′ww = 0, следовательно, справед-

ливо простое решение (3.2).
Во втором случае тождество (3.10) дифференцируем по переменным xn+1 и yn+1,

после чего делим на ненулевое произведение (Xn+1(x))′xn+1(Xn+1(y))′yn+1 6= 0 и раз-
деляем переменные, затем получаем дифференциальное уравнение

(Xn+1(x))′′′xn+1 + µ(Xn+1(x))′xn+1 = 0, α = const. (3.11)

Это уравнение имеет следующие решения:
при µ = 0

Xn+1 = A(x1, . . . , xn)(xn+1)2 +B(x1, . . . , xn)xn+1 + C(x1, . . . , xn);

при µ > 0

Xn+1 = A(x1, . . . , xn) cosωxn+1 +B(x1, . . . , xn) sinωxn+1 + C(x1, . . . , xn), ω =
√
µ;

при µ < 0

Xn+1 = A(x1, . . . , xn)eωx
n+1

+B(x1, . . . , xn)e−ωx
n+1

+ C(x1, . . . , xn), ω =
√
−µ.

Затем найденное подставляем в (3.10) и получаем:
при µ = 0

Xn+1 = rxn+1 + C(x1, . . . , xn); (3.12)

Xn+1 = r(xn+1)2 + c; (3.13)

при µ > 0
Xn+1 = r cos(ωxn+1 + p(x1, . . . , xn)) + c, ω =

√
µ; (3.14)

при µ < 0
Xn+1 = A(x1, . . . , xn)eωx

n+1

+ c, ω = ±
√
−µ; (3.15)

Xn+1 = r ch(ωxn+1 + p(x1, . . . , xn)) + c, ω =
√
−µ; (3.16)

Xn+1 = r sh(ωxn+1 + p(x1, . . . , xn)) + c, ω =
√
−µ; (3.17)

причём r, c = const, r 6= 0.
Далее функцию (3.12) подставляем в уравнение (3.9):

2r

rw + C(x1, . . . , xn)− C(y1, . . . , yn)
= −ϕ

′′
ww

ϕ′w
. (3.18)

Из уравнения (3.18) следует, что ϕ′′ww 6= 0 (r 6= 0), тогда несложно доказать, что
C(x1, . . . , xn) = c = const. Значит, уравнение (3.18) принимает более простой вид

2

w
= −ϕ

′′
ww

ϕ′w
.
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Интегрируя последнее, получаем: ϕ = a(θ)
1

w
+ b(θ). Объединяя найденное с (3.12),

имеем (3.3).
Потом функцию (3.13) подставляем в уравнение (3.9), в результате, как и выше,

получаем ϕ = a(θ)
1

w
+ b(θ). Учитывая (3.13), получаем (3.4).

Теперь функцию (3.14) подставляем в уравнение (3.9) и используем тригономет-
рические свойства, затем доказываем, что p(x1, . . . , xn) = α = const. В результате
получаем уравнение

ωctg
ωw

2
= −ϕ

′′
ww

ϕ′w
.

Интегрируя последнее, имеем ϕ = a(θ)ctg
ωw

2
+ b(θ). В итоге получаем (3.5).

Функцию (3.15) подставляем в (3.9), при этом доказывается, что A(x1, . . . , xn) =
r = const:

ω
1 + e−ωw

1− e−ωw
= −ϕ

′′
ww

ϕ′w
.

Интегрируя это уравнение, имеем ϕ = a(θ)
1

1− e−ωw
+ b(θ). Отсюда и из (3.15)

получаем (3.6).
И, наконец, функции (3.16) и (3.17) подставляем в уравнение (3.9) и применяем

свойства гиперболических функций, потом устанавливаем, что p(x1, . . . , xn) = α =
const. В итоге приходим к уравнениям

ωcth
ωw

2
= −ϕ

′′
ww

ϕ′w
, ωth

ωw

2
= −ϕ

′′
ww

ϕ′w
.

Интегрируя последние уравнения, получаем ϕ = a(θ)(c)th
ωw

2
+b(θ). Вместе с (3.16)

и (3.17) это влечёт (3.6) и (3.7).

Аналогично доказывается следующее утверждение.

Лемма 2. В окрестности U(〈x, y〉) функциональное уравнение

((Xn+1(x))′xn+1 + (Xn+1(y))′yn+1)λ′z + (Xn+1(x) +Xn+1(y))λ′′zz = 0, (3.19)

где Xn+1(x1, . . . , xn, xn+1) — функция класса C4, λ(θ, z) — функция класса C4, а
θ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) — некоторая функция класса C4, z = xn+1 + yn+1, λ′z 6= 0,
имеет решения:

при (Xn+1(x))′xn+1 = 0

Xn+1 = C(x1, . . . , xn), λ(θ, z) = a(θ)z + b(θ); (3.20)

при (Xn+1(x))′xn+1 6= 0

Xn+1 = rxn+1 + c, λ = a(θ)
1

rz + 2c
+ b(θ); (3.21)

Xn+1 = r cos(ωxn+1 + α), λ = a(θ)tg
ωz + 2α

2
+ b(θ); (3.22)

Xn+1 = reωx
n+1

, λ = a(θ)e−ωz + b(θ); (3.23)

Xn+1 = r ch(ωxn+1 + α), λ = a(θ)th
ωz + 2α

2
+ b(θ); (3.24)
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Xn+1 = r sh(ωxn+1 + α), λ = a(θ)cth
ωz + 2α

2
+ b(θ), (3.25)

где r, c, α = const, C(x1, . . . , xn) 6= const — функция класса C4, a(θ), b(θ) — функции
класса C4, a(θ) 6= 0.

Замечание. Уравнение (3.19) получено из уравнения (1.18) дифференцирова-
нием по переменным xn+1 и yn+1.

Доказательство. Как и в лемме 1, устанавливаем, что λ′z 6= 0 иXn+1(x)−Xn+1(y) 6=
0. Тогда от уравнения (3.19) приходим к новому:

(Xn+1(x))′xn+1 + (Xn+1(y))′yn+1

Xn+1(x) +Xn+1(y)
= −λ

′′
zz

λ′z
. (3.26)

Дифференцируя это уравнение сначала по xn+1, а затем по yn+1, после чего из
первого равенства вычитаем второе:

((Xn+1(x))′′xn+1 − (Xn+1(y))′′yn+1)(Xn+1(x) +Xn+1(y))−

−((Xn+1(x))′xn+1)2 + ((Xn+1(y))′yn+1)2 = 0. (3.27)

Возможны два случая: (Xn+1(x))′xn+1 = 0 и (Xn+1(x))′xn+1 6= 0. В первом случае
уравнение (3.19) имеет решение (3.20).

Во втором случае тождество (3.27) дифференцируем по переменным xn+1 и yn+1,
после чего делим на ненулевое произведение (Xn+1(x))′xn+1(Xn+1(y))′yn+1 6= 0 и раз-
деляем переменные, далее получаем дифференциальное уравнение (3.11), затем его
решение, найденные в лемме 1, подставляем в (3.27), получаем:

при µ = 0
Xn+1 = rxn+1 + C(x1, . . . , xn); (3.28)

при µ > 0
Xn+1 = r cos(ωxn+1 + p(x1, . . . , xn)), ω =

√
µ; (3.29)

при µ < 0
Xn+1 = A(x1, . . . , xn)eωx

n+1

, ω = ±
√
−µ; (3.30)

Xn+1 = r ch(ωxn+1 + p(x1, . . . , xn)), ω =
√
−µ; (3.31)

Xn+1 = r sh(ωxn+1 + p(x1, . . . , xn)), ω =
√
−µ; (3.32)

причём r, c = const, r 6= 0.
Далее поступаем, как и при доказательстве леммы 1, т. е. функции (3.28)–(3.32)

подставляем в уравнение (3.26) и решаем его, в итоге получаем (3.21)–(3.25).

Докажем ещё одну лемму. Для этого будем полагать в уравнении (1.18) λ′z = 0,
из чего следует, что (Xk(x))′xn+1 = 0, (Xn+1(x))′xn+1 = 0.

Лемма 3. В окрестности U(〈x, y〉) функциональное уравнение

[X] =
n∑
k=1

εk(y
kXk(x) + xkXk(y)) = (Xn+1(x) +Xn+1(y))λ(θ), (3.33)

где (Xk)
′
xn+1 = 0, (Xn+1)′xn+1 = 0, Xn+1 6= const, λ 6= 0, имеет решения

Xp = axpXn+1 +
n∑
k=1

εpcpqx
q, λ(θ) = aθ,
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где a = const 6= 0, cpq = −cqp = const.

Доказательство. Продифференцируем уравнение (3.33) четыре раза по перемен-
ным в следующей последовательности: либо xp, xp, yq, yq; либо xq, xq, yp, yp; либо
xp, xq, yp, yq, причём p 6= q, в результате получим систему линейных уравнений
относительно λ′′, λ′′′, λ′′′′:

a1λ
′′ + a2λ

′′′ + a3λ
′′′′ = 0, b1λ

′′ + b2λ
′′′ + b3λ

′′′′ = 0, c1λ
′′ + c2λ

′′′ + c3λ
′′′′ = 0, (3.34)

причём для коэффициентов имеем выражения:

a1 = (xq)2(Xn+1(x))′′xpxp + (yp)2(Xn+1(y))′′yqyq ,
a2 = 2εp(x

q)2yp(Xn+1(x))′xp + 2εqx
q(yp)2(Xn+1(y))′yq ,

a3 = (xq)2(yp)2(Xn+1(x) +Xn+1(y)),
b1 = (xp)2(Xn+1(x))′′xqxq + (yq)2(Xn+1(y))′′ypyp ,
b2 = 2εq(x

p)2yq(Xn+1(x))′xq + 2εpx
p(yq)2(Xn+1(y))′yp ,

b3 = (xp)2(yq)2(Xn+1(x) +Xn+1(y)),
c1 = εpεq(x

pxq(Xn+1(x))′′xpxq + ypyq(Xn+1(x))′′ypyq + xp(Xn+1(x))′xp+
+xq(Xn+1(x))′xq + yp(Xn+1(x))′yp + yq(Xn+1(x))′yq + (Xn+1(x) +Xn+1(y))),

c2 = εpx
pxqyq(Xn+1(x))′xp + εpx

qyqyp(Xn+1(x))′yp + εpx
qyq(Xn+1(x) +Xn+1(y))+

+εqx
pxqyp(Xn+1(x))′xq + εqx

pyqyp(Xn+1(x))′yq + εqx
pyp(Xn+1(x) +Xn+1(y)),

c3 = xpxqypyq(Xn+1(x) +Xn+1(y)).

Можно установить невырожденность матрицы, составленной из этих коэффициен-
тов. Поэтому система (3.34) имеет только нулевое решение, следовательно, λ′′ = 0.
Таким образом,

λ(θ) = aθ + b, (3.35)

где a, b = const, a 6= 0.
Далее уравнение (3.33) с учётом (3.35) продифференцируем по xp и yq:

εp(Xp(y))′yq + εq(Xq(x))′xp = εpy
p(Xn+1(y))′yqa+ εqx

q(Xn+1(x))′xpa, p 6= q,

(Xp(y))′yp + (Xp(x))′xp = yp(Xn+1(y))′ypa+ xp(Xn+1(x))′xpa+ (Xn+1(x) +Xn+1(y))a.

Потом в найденной системе разделяем переменные:

Xp = axpXn+1 +
n∑
k=1

εpcpqx
q, cpq = −cqp = const.

И наконец, полученное подставим в (3.33) и получим b = 0.
В конце отметим, что если λ = const 6= 0, то, рассуждая, как и выше, получим

λ = 0, что противоречит условию леммы.

4. Доказательство теоремы 2
При решении уравнения (1.15) будем рассматривать случаи Xn+1 = const,

Xn+1 6= const, ϕ′w = 0 и Xn+1 6= const, ϕ′w 6= 0.
1. Рассмотрим первый случай: Xn+1 = const. Тогда уравнение (1.15) имеет вид

n∑
k=1

(
εkx

kXk(y) + εky
kXk(x)) = 0

и является частным случаем уравнения (1.12). Тогда из теоремы 1 получаем (1.16).
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2. Пусть теперь выполняется второй случай: Xn+1 6= const, ϕ′w = 0. Уравнение
(1.15) в таком случае принимает вид

[X] = (Xn+1(x)−Xn+1(y))ϕ(θ).

В этом уравнении можно переставить точки x и y, при этом выражения [X] и ϕ(θ)
не изменятся. В результате получим равенство

[X] = −(Xn+1(x)−Xn+1(y))ϕ(θ).

Далее из первого равенства вычтем второе, получим ϕ(θ) = 0, что противоречит
неравенству из (1.5).

3. Пусть, наконец, выполняется третий случай: Xn+1 6= const, ϕ′w 6= 0. Согласно
лемме 1 здесь можно выделить два подслучая: (Xn+1)′xn+1 = 0 и (Xn+1)′xn+1 6= 0.

3.1. Пусть Xn+1 6= const, ϕ′w 6= 0 и (Xn+1)′xn+1 = 0. Тогда имеем равенства (3.2)
из леммы 1. Поэтому уравнение (1.15) принимает вид

[X] = (C(x1, . . . , xn)− C(y1, . . . , yn))(a(θ)w + b(θ)).

Далее, как и в пункте 2, переставляем точки x и y:

[X] = −(C(x1, . . . , xn)− C(y1, . . . , yn))(−a(θ)w + b(θ)).

Вычитая из первого равенства второе, получаем b(θ) = 0. В итоге уравнение (1.15)
принимает вид

[X] = (C(x1, . . . , xn)− C(y1, . . . , yn))a(θ)w. (4.1)

Отметим, что уравнение (4.1) выполняется тождественно в окрестности U(〈x, y〉)
по координатам точек x и y. Дифференцируем уравнение (4.1) по переменным xn+1

и yn+1:

n∑
k=1

εky
k(Xk(x))′xn+1 = (C(x)− C(y))a(θ),

n∑
k=1

εkx
k(Xk(y))′yn+1 = −(C(x)− C(y))a(θ).

Складываем полученные равенства:

n∑
k=1

εk(y
k(Xk(x))′xn+1 + xk(Xk(y))′yn+1) = 0.

В итоге получилось функциональное уравнение (1.12) при ψ = 0. Его решение
найдено в теореме 1: (Xp(x))′xn+1 =

∑n
q=1 εqcpqx

q. Интегрируя найденное уравнение,
получаем

Xp(x) =
n∑
q=1

εqcpqx
qxn+1 + Cp(x

1, . . . , xn).

Теперь уравнение (4.1) примет вид

n∑
k=1

εk(y
kCk(x

1, . . . , xn) + xkCk(y
1, . . . , yn)) = (C(x1, . . . , xn)− C(y1, . . . , yn))a(θ)w.

Дифференцируя последнее равенство по w, получаем (C(x1, . . . , xn) −
C(y1, . . . , yn))a(θ) = 0. Получено противоречие, так как C 6= const, a(θ) 6= 0.
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3.2. Пусть теперь Xn+1 6= const, ϕ′w 6= 0 и (Xn+1)′xn+1 6= 0. Тогда используем
равенства (3.3)–(3.8) из леммы 1. Из них видно, что Xn+1 = Xn+1(xn+1), следова-
тельно, правая часть уравнения (1.15) зависит от переменных θ, xn+1, yn+1, поэтому
к уравнению (1.15) можно применить теорему 1:

ψ = (t(xn+1) + t(yn+1))θ = (Xn+1(xn+1)−Xn+1(yn+1))ϕ(θ, w).

Далее в правую часть подставляем формулы (3.3)–(3.8) из леммы 1, затем находим
явное выражение для функции t, после чего записываем окончательные результа-
ты. Проиллюстрируем это на примере (3.3):

(t(xn+1) + t(yn+1))θ = rw

(
a(θ)

w
+ b(θ)

)
= −ra(θ) + rwb(θ).

Дифференцируя по xn+1 и yn+1, получаем t′xn+1θ = rb(θ), t′yn+1θ = rb(θ), следова-
тельно, t = a = const. Тогда 2aθ = ra(θ) + rwb(θ), поэтому a(θ) = 2aθ/r, b(θ) = 0.
В итоге приходим к (1.17). Аналогично рассуждая относительно результатов (3.4)–
(3.8), получаем (1.18)–(1.22). Для нахождения функции σ полученные результаты
подставляем в (1.10) и интегрируем методом характеристик [9].

5. Доказательство теоремы 3

При решении уравнения (1.23) будем рассматривать случаи Xn+1 = const;
Xn+1 6= const, (Xn+1)′xn+1 = 0 и Xn+1 6= const, (Xn+1)′xn+1 6= 0.

1. Рассмотрим первый случай: Xn+1 = c = const. Тогда уравнение (1.23) имеет
решение (1.24) (теорема 1).

2. Пусть теперь выполняется второй случай, т. е. Xn+1 6= const, (Xn+1)′xn+1 = 0.
Тогда при λ′z = 0 имеем (Xp)

′
xn+1 = 0, и поэтому справедлива лемма 3, т. е. получаем

равенство (1.25).
Если же (Xn+1)′xn+1 = 0 и λ′z 6= 0, то справедливы формулы (3.20) из леммы 2.

Далее уравнение (1.23) дифференцируем сначала по xn+1, а затем по yn+1, после
чего из первого равенства вычтем второе:

n∑
k=1

εk(y
k(Xk(x))′xn+1 − xk(Xk(y))′yn+1) = 0.

Затем полученное равенство дифференцируем по xp, yk и разделяем переменные:
(Xk)

′′
xn+1xp = 0 при p 6= k, (Xk)

′′
xn+1xn+1 = 0, (Xk)

′′
xn+1xk

= a = const. Интегрируя най-
денное, имеем Xk = (axk+b)xn+1 +Ck(x

1, . . . , xn). Затем возвращаемся к уравнению
(1.23):

n∑
k=1

εk[y
k(axk + b)xn+1 + xk(ayk + b)yn+1] +

n∑
k=1

εk[y
kCk(x) + xkCk(y)] =

= (C(x) + C(y))(a(θ)z + b(θ)). (5.1)

Далее уравнение (5.1) дифференцируем по xn+1 и yn+1:

n∑
k=1

εky
k(axk + b) = (C(x) + C(y))a(θ),

n∑
k=1

εkx
k(ayk + b) = (C(x) + C(y))a(θ).
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Сравнивая эти два уравнения, получаем b = 0, aθ = (C(x)+C(y))a(θ). Из последне-
го тождества следует, что C(x) = c = const 6= 0, a(θ) = aθ/2c. Теперь возвращаемся
к (5.1):

n∑
k=1

εk[y
kCk(x) + xkCk(y)] = 2cb(θ).

Полученное уравнение решено в теореме 1, поэтому

Ck(x) = cxk +
n∑
q=1

εkckqx
q, b(θ) = θ, ckq = −cqk = const.

Таким образом, получаем (1.26) при m = 0.
3. Пусть, наконец, выполняется третий случай, т. е. Xn+1 6= const, (Xn+1)′xn+1 6=

0. Тогда при λ′z = 0 уравнение (1.23) продифференцируем по xn+1:

n∑
k=1

εky
k(Xk(x))′xn+1 = (Xn+1(x))′xn+1λ(θ). (5.2)

Дифференцируя это тождество дважды по yk, получаем λ(θ) = aθ + b. Потом
возвращаемся в (5.2), получаем (Xk)

′
xn+1 = axk(Xn+1)′xn+1 , b = 0. Интегрируем

найденное: Xk(x) = axkXn+1(x) + Ck(x
1, . . . , xn), после чего перейдём к (1.23):∑n

k=1 εk[y
kCk(x) + xkCk(y)] = 0. Последнее уравнение решено в первой части теоре-

мы 2. Таким образом, получаем решение (1.25).
Если же λ′z 6= 0, то, применяя лемму 2 и рассуждая, как при доказательстве по-

следней части теоремы 2, получаем (1.26.1), (1.26.2), (1.27)–(1.30). Для нахождения
функции κ полученные результаты подставляем в (1.11) и интегрируем.

Заключение

В данной работе решены функциональные уравнения (1.9)–(1.11), возникающие
в задаче вложения пространства Rn со скалярным произведением. При решении
этих уравнений существенно использовались леммы 1 и 2, которые также можно
доказать и для некоторых других геометрий, например двумерной симплициальной
[1]:

θ(x, y) =
x2 − y2

x1 − y1
.

Задача вложения для такой геометрии состоит в поиске всех функций вида
f = f(θ, x3, y3), являющихся двухточечными инвариантами шестипараметрической
группы преобразований. Эта задача сводится к решению функционального урав-
нения

[(x1 − x2)(X2(x)−X2(y))− (y1 − y2)(X1(x)−X1(y))]
∂f

∂θ
+

+(x1 − x2)2

(
X3(x)

∂f

∂x3
+X3(y)

∂f

∂y3

)
= 0.

Частными случаями этого уравнения являются уравнения вида (1.9) при X3 =
X3(x3), (1.10), (1.11). Таким образом, для решения новых задач также требуется
доказательство теорем, аналогичных теоремам 1, 2 и 3.
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The functional equations

[X]
∂χ

∂θ
+Xn+1(xn+1)

∂χ

∂xn+1
+Xn+1(yn+1)

∂χ

∂yn+1
= 0,

[X]
∂σ

∂θ
+ (Xn+1(x)−Xn+1(y))

∂σ

∂w
= 0, [X]

∂κ
∂θ

+ (Xn+1(x) +Xn+1(y))
∂κ
∂z

= 0,

is solved in the paper. Here [X] =
∑n

k=1

(
εkx

kXk(y)+εky
kXk(x)), x = (x1, . . . , xn, xn+1),

εk = ±1, the equations are arising in the embedding problem of the space Rn with the
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inner product of the form θ = ε1x
1y1+· · ·+εnxnyn. In this problem, all kinds of functions

f = f(θ, xn+1, yn+1) are found that are two-point invariants of n(n + 1)/2-parametric
group of transformations.

Keywords: functional equation, functional-differential equation, differential equation, scalar
product.
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