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�1. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå îïðåäåëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, íàõîäèòñÿ
ãðóïïà åå äâèæåíèé, à çàòåì ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ìåòðè-
÷åñêîé ôóíêöèè ïî ãðóïïå äâèæåíèé. Â êîíöå ïàðàãðàôà ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ýòîé ãåîìåòðèè.

Ïîä ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèåé ïîíèìàåòñÿ ãåîìåòðèÿ ÷åòíîìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà R2n ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé f , êîòîðàÿ â ñïåöèàëüíûõ êîîðäèíàòàõ
(x1; x2; :::; x2n) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

f(ij) = x1i x
n+1
j � xn+1i x1j + :::+ xni x

2n
j � x2ni xnj ; (1)

ãäå, íàïðèìåð, (x1i ; x
2
i ; :::; x

2n
i ) � êîîðäèíàòû òî÷êè i ïðîñòðàíñòâà R2n [1, 2]. Ñèì-

ïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Sp2n. Äëÿ ïëîñêîñòè Sp2 ìåò-
ðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå:

f(ij) = xiyj � xjyi; (10)
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ãäå x = x1; y = x2. Ýòà ôóíêöèÿ áûëà íàéäåíà Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ïðè êëàñ-
ñèôèêàöèè äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé (ñì. [3], à òàêæå �3 ãë.I íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ).
Äëÿ êðàòêîé çàïèñè ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (1) âîñïîëüçóåìñÿ ìàòðè÷íûìè îáî-
çíà÷åíèÿìè:

x = (x�) =

0@ x1

:::
x2n

1A ; G = (g��) =

�
0 E
�E 0

�
;

ãäå �; � = 1; :::; 2n; G � áëî÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2n, à E è 0 � åäèíè÷íàÿ è
íóëåâàÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà n. Ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (1) çàïèøåòñÿ òîãäà â òàêîì
âèäå:

f(ij) = g��x
�
i x

�
j = xTi Gxj : (100)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñïðàâåäëèâà òåîðåìà îá ýêâè-
âàëåíòíîñòè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé ñèììåòðèé [3], ñîãëàñíî êîòîðîé
ïî ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (1) ìîæíî íàéòè n(2n+1)-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó åå
äâèæåíèé, à ïî íåé âîññòàíîâèòü ñàìó ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ãðóïïû äâèæåíèé íåîáõîäèìî ðåøèòü ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

f(�1i ; :::; �
2n
i ; �1j ; :::; �

2n
j ) = f(x1i ; :::; x

2n
i ; x1j ; :::; x

2n
j ); (2)

â êîòîðîì íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå ôóíêöèè �1; :::; �2n, çàäàþùèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà R2n:

x01 = �1(x1; :::; x2n);

: : : : : : : : : : : : : :

x02n = �2n(x1; :::; x2n);

(3)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ÿêîáèàí (@�1; :::; @�2n)=(@x1; :::; @x2n) îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîñêîëü-
êó äâèæåíèÿ îáðàòèìû.

Ëåììà 1. Ôóíêöèè �1; :::; �2n ñèñòåìû (3), óäîâëåòâîðÿþùèå ôóíêöèîíàëü-
íîìó óðàâíåíèþ (2) äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Sp2n, ÿâëÿþòñÿ îä-
íîðîäíûìè, òî åñòü èìåþò âèä:

x01 = a11x
1 + :::+ a12nx

2n;

: : : : : : : : : : : : : :

x02n = a2n1 x1 + :::+ a2n2nx
2n:

(30)

èëè
x0 = Ax;

ãäå A � ìàòðèöà ñèñòåìû (30).
Çàïèøåì óðàâíåíèå (2) äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (1):

�1i�
n+1
j � �n+1i �1j + :::+ �ni �

2n
j � �2ni �nj = x1ix

n+1
j � xn+1i x1j + :::+ xni x

2n
j � x2ni xnj :

Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî êîîðäèíàòàì (x1j ; :::; x
2n
j ) è ðàçðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé �1i ; :::; �
2n
i , ïîñëå ôèêñèðîâàíèÿ òî÷êè j ïîëó÷àåì âûðà-

æåíèÿ (30). Ëåììà 1 äîêàçàíà.
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ãðóïïû äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà Sp2n. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ âûøå äîêàçàííîé ëåììîé 1 è ôîðìóëîé (100). Òîãäà óðàâíå-
íèå (2) ïðèíèìàåò âèä:

x0Ti Gx
0
j = xTi Gxj

è ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî âûðàæåíèÿ (30), èìååì:

xTi A
TGAxj = xTi Gxj : (4)

Ðàâåíñòâî (4) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ïî êîîðäèíàòàì òî÷åê i è j. Äèôôå-
ðåíöèðóÿ ïî íèì, ïîëó÷àåì:

ATGA = G: (5)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé
[4], òî åñòü ïðèíàäëåæèò ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå Sp(2n). Èòàê, íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà 2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ (30) ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Sp2n òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿþòñÿ åãî äâèæåíèÿìè, êîãäà ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ
A ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé (A 2 Sp(2n)), òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(5).

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñòðóêòóðû ìàòðèöû A ïðåäñòàâèì åå â áëî÷íîì âèäå:

A =

�
B C
D F

�
; (6)

ïðè÷åì áëîêàìè ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà n. Ïîäñòàâëÿÿ ìàòðèöó (6) â óñëîâèå
(5), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì: BTD�DTB = 0, CTF �F TC = 0, BTF �DTC = E,
F TB � CTD = E.

Ãðóïïà äâèæåíèé ñèìïëåêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (10)
çàïèñûâàåòñÿ, î÷åâèäíî, â ñëåäóþùåì âèäå:

x0 = bx+ cy; y0 = dx+ fy;

ïðè÷åì bf � cd = 1.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â ôóíêöèîíàëüíîì óðàâíåíèè (2) íåèçâåñòíîé ÿâ-

ëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f , à ãðóïïà äâèæåíèé (30) ñî ñâÿçüþ ïàðàìåòðîâ
(5) èçâåñòíà. Òîãäà, ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ìîæíî íàéòè ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ
êàê äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

X!(i)f(ij) +X!(j)f(ij) = 0; (7)

ãäå X! � áàçèñíûå èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû àëãåáðû Ëè ãðóïïû äâèæå-
íèé, ïðè÷åì ! = 1; : : : ; n(2n+ 1).

Ãðóïïà Sp(2n) ÿâëÿåòñÿ n(2n + 1)-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé Ëè, ïðè÷åì åå
àëãåáðà Ëè ñîñòîèò èç ìàòðèö a ïîðÿäêà 2n, óäîâëåòâîðÿþùèõ, ñîãëàñíî [4],
óñëîâèþ:

aTG+Ga = 0: (8)
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Èç ýòîãî óñëîâèÿ ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà ìàòðèöû a:

a =

�
b c
d f

�
;

ïðè÷åì cT = c; dT = d; bT = �f; fT = �b èëè ïî êîìïîíåíòàì:

a =

0BBBBBB@

b11 ::: b1n c11 ::: c1n
::: ::: ::: ::: ::: :::
bn1 ::: bnn c1n ::: cnn
d11 ::: d1n �b11 ::: �bn1
::: ::: ::: ::: ::: :::
d1n ::: dnn �b1n ::: �bnn

1CCCCCCA : (9)

Ââåäåì ìàòðèöóM�
� ïîðÿäêà n, ó êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè � è ñòîëáöà

� ñòîèò 1, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ ñòîÿò íóëè. Îáîçíà÷èì

N�
� =

�
M�

� 0

0 �M�
�

�
; U�

� =

�
0 Æ0��(M

�
� +M�

� ) + Æ��(M
�
� )

0 0

�
;

V �
� =

�
0 0

Æ0��(M
�
� +M�

� ) + Æ��(M
�
� ) 0

�
;

ãäå Æ�� = f 1;�=�0;� 6=� � ñèìâîëû Êðîíåêåðà, Æ0�� = f 0;�=�1;�6=� . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ìàòðèöû èç àëãåáðû Ëè sp(2n)

a =
X

b��N
�
� +

X
c��U

�
� +

X
d��V

�
� : (90)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 3. Áàçèñíûå îïåðàòîðû àëãåáðû Ëè n(2n+1)-ìåðíîé ãðóïïû äâèæå-

íèé ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Sp2n çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿ-
ìè:

Xp;q = xp@xq � xn+p@xn+q ;

Xp = xn+p@xp ; X
�;� = xn+�+1@x� + xn+�@x�+1 ; (10)

Xq = xq@xn+q ; X
�;� = x�+1@xn+� + x�@xn+�+1 ;

ïðè÷åì � � � = 1; :::; n� 1, � � � = 1; :::; n� 1, p; q = 1; :::; n.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü óðàâíåíèÿ ãðóïïû

äâèæåíèé (30) ïî íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðàì â òîæäåñòâåííîé òî÷êå. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì êîìïîíåíòû îïåðàòîðîâ àëãåáðû Ëè ãðóïïû äâèæåíèé: ax, ãäå a �
ìàòðèöà âèäà (90). Ïðèäàâàÿ ïîñòîÿííûì b�� , c

�
� è d�� çíà÷åíèÿ 0 è 1, ïðèõîäèì

ê áàçèñíûì îïåðàòîðàì (10). Ëåììà 3 äîêàçàíà.
Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (7) äëÿ îïåðàòîðîâ (10):

xpi
@f(ij)

@xqi
� xn+pi

@f(ij)

@xn+qi

+ xpj
@f(ij)

@xqj
� xn+pj

@f(ij)

@xn+qj

= 0;

116



xn+pi

@f(ij)

@xpi
+ xn+pj

@f(ij)

@xpj
= 0;

xqi
@f(ij)

@xn+qi

+ xqj
@f(ij)

@xn+qj

= 0; (11)

xn+�+1i

@f(ij)

@x�i
+ xn+�i

@f(ij)

@x�+1i

+ xn+�+1j

@f(ij)

@x�j
+ xn+�j

@f(ij)

@x�+1j

= 0;

x�+1i

@f(ij)

@xn+�i

+ x�i
@f(ij)

@xn+�+1i

+ x�+1j

@f(ij)

@xn+�j

+ x�j
@f(ij)

@xn+�+1j

= 0:

Èíòåãðàëîì ñèñòåìû óðàâíåíèé (11) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

f(ij) =  (x1i x
n+1
j � xn+1i x1j + :::+ xni x

2n
j � x2ni xnj ); (12)

ãäå  � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé. Èòàê, äîêàçàíà
Òåîðåìà 4. Äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì ãðóïïû äâèæåíèé (30) ñèìïëåê-

òè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Sp2n ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
 : R! R ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (1).

Ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Sp2n ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íî, ÷òî
âûðàæàåòñÿ â ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè âñåõ âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ 2n+ 2 òî÷åê êîðòåæà < i1:::i2n+2 >:

�(f(i1i2); :::; f(i2n+1i2n+2)) = 0:

Â ÿâíîì âèäå ýòà ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:��������
0 f(i1i2) f(i1i3) ::: f(i1i2n+2)

f(i2i1) 0 f(i2i3) ::: f(i2i2n+2)
::: ::: ::: ::: :::

f(i2n+2i1) f(i2n+2i2) f(i2n+2i3) ::: 0

�������� = 0:

Â êîíöå ïàðàãðàôà ïðèâåäåì íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèìïëåê-
òè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîä Sp2n ñ äàííîãî ìîìåíòà áóäåì ïîíèìàòü ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (1), ïðè÷åì i � ýòî òåïåðü âåêòîð äàííîãî
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ïðîñòðàíñòâî áóäåì òàêæå íàçûâàòü ñèìïëåêòè÷å-
ñêèì. Ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(ij) áóäåì íàçûâàòü åùå êîñîñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì âåêòîðîâ i è j. Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî êîñîñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ: f(ij) = �f(ji). Ãåîìåòðè÷åñêè êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ i è j
� ýòî ñóììà îðèåíòèðîâàííûõ ïëîùàäåé ïàðàëëåëîãðàììà (i,j) íà n êîîðäèíàò-
íûõ ïëîñêîñòÿõ (x�; xn+�), ãäå � = 1; :::; n. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå êîñîñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ � ýòî îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà,
ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ.

Äâà âåêòîðà i è j íàçîâåì êîñîîðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ êîñîñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, òî åñòü f(ij) = 0. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, êîñîîðòîãî-
íàëüíûõ äàííîìó âåêòîðó, íàçûâàåòñÿ êîñîîðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê ýòîìó
âåêòîðó.
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k-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ íóëåâîé (íó-
ëåâûå ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ òàêæå èçîòðîïíûìè, à ïðè k = n � ëàãðàíæåâû-
ìè), åñëè îíà ñàìà ñåáå êîñîîðòîãîíàëüíà, òî åñòü êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè ðàâíî íóëþ (ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñèìïëåêòè÷å-
ñêàÿ ñòðóêòóðà íå èíäóöèðóåòñÿ íà ýòó ïëîñêîñòü).

Ïðèìåðû. 1). Ëþáàÿ ïðÿìàÿ (1-ïëîñêîñòü) ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé. 2). Êîîðäèíàò-
íûå 2-ïëîñêîñòè (x�; x�), ãäå �; � îäíîâðåìåííî ëèáî ìåíüøå n, ëèáî áîëüøå n,
ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè. 3). Êîîðäèíàòíàÿ n- ïëîñêîñòü (x1; :::; xn) ÿâëÿåòñÿ ëàãðàí-
æåâîé.

Êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê m-ïëîñêîñòè èìååò äîïîëíèòåëüíóþ ðàçìåð-
íîñòü 2n-m, ïðè÷åì ýòè äâà ïðîñòðàíñòâà ïåðåñåêàþòñÿ ïî k-ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé íóëåâîé, ñîäåðæàùåéñÿ â âûøå îïèñàííûõ.

Ïðèìåðû. 4). Äëÿ 1-ïëîñêîñòè (x1) êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå � ýòî 2n-
1-ïëîñêîñòü (x1; :::; xn; xn+2; :::; x2n). Çàìåòèì, ÷òî ýòè äâå ïëîñêîñòè ïåðåñå-
êàþòñÿ ïî ïðÿìîé (x1). 5). Äëÿ 2-ïëîñêîñòè (x1; xn+1) êîñîîðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå � ýòî 2n-2- ïëîñêîñòü (x2; :::; xn; xn+2; :::; x2n), ïðè÷åì ýòè äâå ïëîñ-
êîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî íóëåâîìó ïðîñòðàíñòâó. 6). Äëÿ n-ïëîñêîñòè (x1; :::; xn)
êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå � ýòî òà æå n-ïëîñêîñòü (x1; :::; xn).

Â ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âûäåëèòü ñïåöèàëüíûé
áàçèñ. Ïîä ñèìïëåêòè÷åñêèì áàçèñîì ïîíèìàþòñÿ 2n âåêòîðîâ (ex� ; exn+�), êî-
ñîñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä:

f(ex� ; ex�) = 0; f(exn+� ; exn+�) = 0; f(ex� ; exn+�) = 0; f(ex� ; exn+�) = 1;

ãäå �; � = 1; :::; n, ïðè÷åì â òðåòüåì ñëó÷àå � 6= �.
Çàìåòèì, ÷òî â ñèìïëåêòè÷åñêîì áàçèñå êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò

ïðîñòåéøèé âèä. Èñïîëüçóÿ ýòîò áàçèñ, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå ñèìïëåêòè÷å-
ñêèå ïðîñòðàíñòâà îäíîé ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíû.

�2. Ïî÷òè ãàìèëüòîíîâû ìíîãîîáðàçèÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ñòðîÿòñÿ ïî÷òè ãàìèëüòîíîâû ÷åòíîìåðíûå ìíîãîîáðà-
çèÿ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â êàæäîé èõ
òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì. Íàõîäÿòñÿ ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ýòèõ ìíîãî-
îáðàçèé. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ïàðàãðàôà ïîä i è j áóäóò ïîíèìàòüñÿ èíäåêñû ñóì-
ìèðîâàíèÿ.

Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå. Òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå � ýòî
õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé, ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíîå Rn. ×èñ-
ëî n íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ. Êàðòîé èëè ñèñòåìîé êîîðäèíàò
ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçì x íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà
ìíîãîîáðàçèÿM íà Rn. Ìíîæåñòâî êàðò U íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì àòëà-
ñîì, åñëè: 1) êàæäàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ M ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
íåêîòîðîé êàðòû x 2 U; 2) äëÿ ëþáûõ äâóõ êàðò x; y 2 U îòîáðàæåíèå xÆy�1 äèô-
ôåðåíöèðóåìî. U íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ñòðóêòóðîé íàM , åñëè êàæäàÿ
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ñîãëàñîâàííàÿ ñ U êàðòà ïðèíàäëåæèò U. Äèôôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå � îáú-
åêò, ñîñòîÿùèé èç òîïîëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è äèôôåðåíöèðóåìîé ñòðóêòó-
ðû. Ìíîãîîáðàçèÿìè, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ñôåðà, òîð,
ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, äâóìåðíûé êðóãîâîé öèëèíäð.

Ïóñòü M � ãëàäêîå 2n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, T (M) � êàñàòåëüíîå ðàññëîå-
íèå ñî ñòàíäàðòíûì ñëîåì R2n, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ
âî âñåõ òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçè-
åì, ïðè÷åì êëàññ ãëàäêîñòè íà åäèíèöó ìåíüøå êëàññà ãëàäêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ
M . Àòëàñ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòàâëÿþò ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ U � R2n, ïðè-
÷åì U 2 U. Ñëîåì ýòîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ Tx(M) � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî,
òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êå x. Ýòî
ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàçìåðíîñòè 2n, ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâà Tx(M)
è R2n èçîìîðôíû (êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà èç R2n). Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êàñà-
òåëüíîå ðàññëîåíèå T (M) ñîñòîèò èç êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Tx(M) âî âñåõ
òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ M . Ïîñêîëüêó dimM = 2n, òî dimT (M) = 4n.

Ðàññìîòðèâ òàêæå L(M) � ðàññëîåíèå ëèíåéíûõ ðåïåðîâ u ñî ñòðóêòóðíîé
ãðóïïîé GL(2n;R), òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ðåïåðîâ âî âñåõ òî÷êàõ
ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî ïðîñòðàíñòâî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíî-
ãîîáðàçèåì. Àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ L(M) ñîñòàâëÿþò ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ U �
GL(2n;R), ïðè÷åì U 2 U. Lx(M) � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ðåïåðîâ â òî÷êå x ìíî-
ãîîáðàçèÿ M , òî åñòü ìíîæåñòâî áàçèñîâ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tx(M),
êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 2n. Ïî-
ýòîìó dimLx(M) = 4n, à dimL(M) = 6n. Ëèíåéíûé ðåïåð îáîçíà÷àåòñÿ òàê:
u = (X1; :::; X2n) Êàæäûé ëèíåéíûé ðåïåð u èç L(M) ìîæíî ñ÷èòàòü èçîìîðôèç-
ìîì R2n íà Tx(M). Ïóñòü e1; :::; e2n ôèêñèðîâàííûé áàçèñ â R

2n. Òîãäà uei = Xi,
ãäå i = 1; :::; 2n, ñëåäîâàòåëüíî u� = �iXi 2 Tx(M), ïðè÷åì � = �iei � ïðîèçâîëü-
íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

! : Lx(M)� Lx(M)� Tx(M)! V 2; (1)

êîòîðîå â ÿâíîì âèäå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

!(u; v;X) = ajiX
iej ; (2)

ïðè÷åì
a = X�1;

ãäå X � ìàòðèöà îòëè÷èÿ ðåïåðà u îò v, à X1; :::; X2n � êîîðäèíàòû âåêòîðà
X 2 Tx(M) â áàçèñå v, i; j = 1; :::; 2n. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâèå (1) ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêèì â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U �M , ïðè÷åì ýëåìåíòû ìàòðèöû
a ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè â U , êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðíûìè
ôóíêöèÿìè.

Ëåììà 1. Ïðè ïåðåõîäå îò ñèñòåìû êîîðäèíàò â U ê ñèñòåìå êîîðäèíàò
â U 0 ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè a â òî÷êå èç íåïóñòîãî ïåðåñå÷åíèÿ U \ U 0 ïðåîá-
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ðàçóþòñÿ ïî çàêîíó

a
0j
i = ajk

@xk

@x0i
; i; j; k = 1; :::; 2n;

ãäå a è a0 � ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè â êîîðäèíàòíûõ îêðåñòíîñòÿõ U è U 0 ñîîò-
âåòñòâåííî.

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè (2) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðîèç-
âîëüíîé çàìåíû êîîðäèíàò.

Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå x 2 U , â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ðåïåðà u 2 Lx(M), îòîá-
ðàæåíèå (1) ðàâíîñèëüíî ñåìåéñòâó èçîìîðôèçìîâ f�xg:

�x : Tx(M)! R2n: (20)

Î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâèå x! �x ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.
Ïóñòü G � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà Ëè ëèíåéíîé ãðóïïû GL(2n;R). Ðåäóêöèÿ

ãðóïïû GL(2n;R) ê ïîäãðóïïå G ïðèâîäèò ê ïîäðàññëîåíèþ Q(M;G) èëè ïðî-
ñòî Q ðàññëîåíèþ ëèíåéíûõ ðåïåðîâ L(M). Ïîä ðåäóêöèåé çäåñü ïîíèìàåòñÿ
âëîæåíèå ðàññëîåíèÿ Q â ðàññëîåíèå L(M), êîòîðîå èíäóöèðóåò òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå ìíîãîîáðàçèÿ M è ãðóïïîâîå âëîæåíèå G â GL(2n;R) (ìîíî-
ìîðôèçì). Ðàññìîòðèì ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ (1) íà Qx îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî
àðãóìåíòà

! : Qx(M)� Lx(M)� Tx(M)! V n: (3)

Ôóíêöèÿ (3), òàêæå êàê è ôóíêöèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Òîãäà äëÿ ôèêñèðî-
âàííîãî ðåïåðà v 2 Lx(M)

!v(u;X) = ajiX
iej ; (4)

ãäå u � ïðîèçâîëüíûé ðåïåð èç Qx. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ (4) èíâàðèàíòíà îò-
íîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé çàìåíû êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó u � ïðîèçâîëüíûé ðåïåð
èç Qx, à v � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ðåïåð èç Lx(M), òî äëÿ ìàòðèöû a ñïðà-
âåäëèâî ðàçëîæåíèå:

a = bc (5)

èëè â êîîðäèíàòàõ: aij = bikc
k
j ; ãäå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå èç U ìàòðèöà b � ïðî-

èçâîëüíûé ýëåìåíò ïîäãðóïïû G, à c � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà èç
ãðóïïû GL(2n;R).

Ðåäóêöèÿ ãðóïïû GL(2n;R) ê ïîäãðóïïå G ïðåâðàùàåò ìíîãîîáðàçèå M â
G-ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü â ïðîñòðàíñòâî, â êàæäîì êàñàòåëüíîì ñëîå êîòîðîãî
îïðåäåëåíî äåéñòâèå ïîäãðóïïû G.

G-ïðîñòðàíñòâî M â îêðåñòíîñòè U ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêèì, åñëè â ïîä-
õîäÿùèõ êîîðäèíàòàõ ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè a ðàâíû: Æji .

Äëÿ ðåäóöèðîâàííîãî ïîäðàññëîåíèÿ Q ñåìåéñòâî èçîìîðôèçìîâ (20) îòîáðà-
æàåò ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Tx(M) â âåêòîð èç R2n:

�x(X) = bikc
k
jX

jei: (40)

Ðàññìîòðèì ôèêñèðîâàííîå îòîáðàæåíèå èç ñåìåéñòâà (40)

�x(X) = cijX
jei: (400)
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Ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò âåêòîð X 2 Tx(M) â âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè c1jX
je1+

:::+ c2nj Xje2n. Òîãäà, ñîãëàñíî (40), G èíäóöèðóåò äåéñòâèå ýòîé ãðóïïû â ëèíåé-

íîì ïðîñòðàíñòâå R2n: G(R2n).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � ýòî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà Sp(2n), îïðåäåëåííàÿ â

ïåðâîì ïàðàãðàôå. Äâóõâåêòîðíûì èíâàðèàíòîì ãðóïïû Sp(2n)(R2n) ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ f(�; �), óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó

f(b�; b�) = f(�; �); (6)

ãäå b 2 Sp(2n). Åñëè X è Y � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû èç Tx(M), òî ïîëàãàÿ � =
�x(X) = cijX

jei è � = �x(Y ) = cijY
jei, îò (6) ïðèõîäèì

f(bikc
k
jX

jei; b
i
kc

k
jY

jei) = f(cijX
jei; c

i
jY

jei);

ãäå i; j; k; l = 1; :::; 2n. Âîñïîëüçîâàâøèñü (5), ïîëó÷àåì

f(bika
k
jX

jei; b
i
ka

k
jY

jei) = f(aijX
jei; a

i
jY

jei); (60)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (60) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü f(X;Y ) è íàçûâàòü ìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèåé ïî÷òè ãàìèëüòîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ [5].

Ðåøàÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (60), ïðèõîäèì ê ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
ïî÷òè ãàìèëüòîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ:

f(X;Y ) = a1iX
ian+1j Y j � an+1i X ia1jY

j + :::+ ani X
ia2nj Y j � a2ni X ianj Y

j ; (7)

ïðè÷åì i; j = 1; :::; 2n. Ââåäåì ñèìâîëû

gij = a1i a
n+1
j � an+1i a1j + :::+ ani a

2n
j � a2ni anj ; (8)

îáðàçóþùèå, ñîãëàñíî âûøå äîêàçàííîé ëåììå, òåíçîð, íàçûâàåìûé êîñîñèì-
ìåòðè÷íûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, òàê êàê äëÿ íåãî gij = �gji. Èñïîëüçóÿ
ïîñëåäíèå îáîçíà÷åíèå, ïîëó÷àåì

f(X;Y ) = gijX
iY j ; (70)

èëè ñ ó÷åòîì àíòèñèììåòðèè òåíçîðà gij :

f(X;Y ) =
1

2

X
i<j

gij(X
iY j �XjY i): (700)

Äëÿ äâóìåðíîãî ïî÷òè ãàìèëüòîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìå-
åò âèä:

f(X;Y ) =
1

2

2X
i<j=1

(a1i a
2
j � a2i a

1
j )(X

iY j �XjY i):

Ñïðàâåäëèâî
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Ïðåäëîæåíèå 2. Ëîêàëüíî ïëîñêîå ïî÷òè ãàìèëüòîíîâî ìíîãîîáðàçèå çà-
äàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé

f(X;Y ) =
1

2
[X1Y n+1 �Xn+1Y 1 + :::+XnY 2n �X2nY n]: (7000)

Èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ìîæíî óïðîñòèòü ìàòðèöó c.
Ýòî âûòåêàåò èç ëåììû 1:

a
0j
i = bjl c

l
k

@xk

@x0i
; i; j; k; l = 1; :::; 2n: (9)

Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò ìû îïåðèðóåì 2n ôóíêöèÿìè, êîòîðûå ìîæåì âûáðàòü
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Óïðîñòèì ìàòðèöó c äëÿ äâóìåðíîãî ïî÷òè ãàìèëüòîíî-
âà ìíîãîîáðàçèÿ. Íàì íåîáõîäèìà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.Ìàòðèöó c äâóìåðíîãî ïî÷òè ãàìèëüòîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî
ïðèâåñòè ê âèäó:

c =

�
1 0
0 q

�
;

ãäå q � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ôîðìóëû (5) è ñòðóêòóðû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóï-

ïû Sp(2), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïîé Sl(2), ñîñòîÿùåé èç ìàò-
ðèö ïîðÿäêà 2 ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1 [4].

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 4. Äâóìåðíîå ïî÷òè ãàìèëüòîíîâî ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî ïëîñ-

êîå, òî åñòü â íåêîòîðîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè èç
îêðåñòíîñòè U åãî ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

f(X;Y ) = X1Y 2 �X2Y 1:

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, óìíîæàÿ ìàòðèöó c èç ëåììû 3
íà ìàòðèöó ßêîáè, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé @x1=@x

01 =p
2; @x1=@x

02 = 0; q@x2=@x
02 =

p
2; êîòîðàÿ ñîâìåñòíà. Çíà÷èò ìàòðèöà c ðàâíà�p

2 0

a0
p
2

�
;

òî åñòü â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U ìàòðèöà c=
p
2 ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé,

è ïîòîìó, ñîãëàñíî ðàçëîæåíèþ (5) âìåñòî c ìîæíî âçÿòü åäèíè÷íóþ ìàòèöó.
Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

�3. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Â äàííîì ïàðàãðàôå îïðåäåëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íà ìíîãîîá-
ðàçèè, ñòðîÿòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Ôîðìóëèðóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ
òåîðåìà Äàðáó.
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Ðàññìîòðèì n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V . Îòîáðàæåíèå

� : V m ! R

íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

�(a1; :::; �ai + �bi; :::; am) = ��(a1; :::; ai; :::; am) + ��(a1; :::; bi; :::; am);

ãäå i = 1; :::;m [1]. Ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íûì,
åñëè

�(a1; :::; ai; :::; aj ; :::; am) = ��(a1; :::; aj ; :::; ai; :::; am);

ïðè÷åì i; j = 1; :::;m.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèåM è ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ îêðåñò-

íîñòåé fU�g. Ðàññìîòðèì òàêæå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T (M), îïðåäåëåííîå â
�2. Äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé ðàíãà m â òî÷êå x íà ìíîãîîáðàçèè M íàçûâà-
åòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîå ïîëèëèíåèíîå îòîáðàæåíèå

!mx : Tx(M)� :::� Tx(M)! R

m ýêçåìïëÿðîâ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tx(M) â R. Åñëè òàêàÿ ôîðìà çàäàíà
â êàæäîé òî÷êå x 2 M , ïðè÷åì ñîîòâåòñòâèå x 7! !x ãëàäêî, òî ãîâîðÿò, ÷òî
çàäàíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ðàíãà m íà ìíîãîîáðàçèè M [1, 6].

Â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U ìíîãîîáðàçèÿ M (ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû)
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ðàíãà m çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì:

! =
X

i1<:::<im

ai1:::imdx
i1 ^ ::: ^ dxim ; (1)

ïðè÷åì ai1:::ik:::il:::im = �ai1:::il:::ik:::im ; ^ � àíòèñèììåòðè÷íàÿ îïåðàöèÿ âíåøíå-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ðàí-
ãîâ 1 è 2, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèÿì:

! = a1dx
1 + :::+ andx

n: (10)

! =
X
i<j

aijdx
i ^ dxj ; (100)

Íà ìíîæåñòâå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ âíåøíåãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ d ïî ïðàâèëó:

d! =
X

i1<:::<im

dai1:::im ^ dxi1 ^ ::: ^ dxim : (2)

Äëÿ ôîðì ðàíãà 1 è 2 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

d! =
X
p;i

@ai
@xp

dxp ^ dxi: (20)
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d! =
X
p;i<j

@aij
@xp

dxp ^ dxi ^ dxj ; (200)

Âèäíî, ÷òî îïåðàöèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîâûøàåò ðàíã äèôôåðåí-
öèàëüíîé ôîðìû íà åäèíèöó [1, 6]. Ñïðàâåäëèâî òàêæå òîæäåñòâî:

dd! = 0: (3)

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ! íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè

d! = 0: (4)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 1. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ðàíãà 1 çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà
@ai
@xp

� @ap
@xi

= 0; (5)

äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ðàíãà 2 çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

@aij
@xp

+
@ajp
@xi

+
@api
@xj

= 0; (6)

ãäå i; j; p = 1; :::; n.
Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôîðìóëû (20) è (200) ìîæíî ïðèâåñòè

ê âèäó:

d! =
X
p<i

(
@ai
@xp

� @ap
@xi

)dxp ^ dxi;

d! =
X

p<i<j

(
@aij
@xp

+
@ajp
@xi

+
@api
@xj

)dxp ^ dxi ^ dxj :

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ! ðàíãà m è ñèñòåìó èç m ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ: X1 = (X1

1 ; :::; X
n
1 ); :::; Xm = (X1

m; :::; X
n
m).

Òîãäà ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû íà ýòè âåêòîðû ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ:

!(X1; :::; Xm) =
X

i1<:::<im

ai1:::imAsym(X i1
1 :::X

im
m ); (7)

ãäå Asym(X i1
1 :::X

im
m ) � ñóììà âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíò êàñàòåëü-

íûõ âåêòîðîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè, ïðè÷åì ïåðåä ñëàãàåìûì ñòàâèòñÿ
ïîëîæèòåëüíûé çíàê â ñëó÷àå ÷åòíîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è îòðèöàòåëüíûé
çíàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ðàíãà 1 èìååì

!(X) = a1X
1 + :::anX

n; (70)

àíàëîãè÷íî äëÿ ôîðìû ðàíãà 2:

!(X1; X2) =
X
i<j

aij(X
i
1X

j
2 �Xj

1X
i
2): (700)
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Ñ ó÷åòîì âûøå ñäåëàííûõ ïîñòðîåíèé ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ((700) èç �2) äëÿ
ïî÷òè ãàìèëüòîíîâà ïðîñòðàíñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

f(X;Y ) = 
(X;Y ); (8)

ãäå


 =
1

2

X
i<j

gijdx
i ^ dxj : (9)

Ïî÷òè ãàìèëüòîíîâî ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì, åñëè
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà 
 çàìêíóòà.

Èç ôîðìóëû (6) ëåììû 1 ñëåäóþò óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè äëÿ ôîðìû (9) ñ
êîìïîíåíòàìè (8) èç �2:

@gij
@xk

+
@gjk
@xi

+
@gki
@xj

= 0: (60)

Ëåâóþ ÷àñòü (60) îáîçíà÷èì Tijk. Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1) åñëè ñîâïàäàþò ëþáûå äâà èíäåêñà èç òðåõ, òî Tijk = 0;
2) ïðè ÷åòíîé ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ Tijk ñîõðàíÿåòñÿ, à ïðè íå÷åòíîé � ìå-

íÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ñèìâîëîâ Tijk ðàâíî 2n(2n� 1)(n�

1)=3.
Ìîæíî â ÿâíîì âèäå çàïèñàòü óñëîâèÿ (60) äëÿ ïî÷òè ãàìèëüòîíîâà ìíîãîîá-

ðàçèÿ, ïîìíÿ ïðè ýòîì, ÷òî

gij = c1i c
n+1
j � cn+1i c1j + :::+ cni c

2n
j � c2ni cnj :

Äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, íàïðèìåð, óñëîâèå (60) çàïèøåòñÿ:

@c1i
@xp

c3j �
@c3i
@xp

c1j +
@c2i
@xp

c4j �
@c4i
@xp

c2j +
@c1j
@xi

c3p �
@c3j
@xi

c1p +
@c2j
@xi

c4p �
@c4j
@xi

c2p+

@c1p
@xj

c3i �
@c3p
@xj

c1i +
@c2p
@xj

c4i �
@c4p
@xj

c2i + c1i
@c3j
@xp

� c3i
@c1j
@xp

+ c2i
@c4j
@xp

� c4i
@c2j
@xp

+

c1j
@c3p
@xi

� c3j
@c1p
@xi

+ c2j
@c4p
@xi

� c4j
@c2p
@xi

+ c1p
@c3i
@xj

� c3p
@c1i
@xj

+ c2p
@c4i
@xj

� c4p
@c2i
@xj

= 0;

ãäå i < j < p = 1; 2; 3; 4.
Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. ÏóñòüM � ãëàäêîå

ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, T �(M) � êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñòàíäàðòíûì
ñëîåì R�n (R�n � äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Rn), òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êîêàñà-
òåëüíûõ âåêòîðîâ (ïîëå êîâåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ åùå äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé
ðàíãà 1) âî âñåõ òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãî-
îáðàçèåì. Àòëàñ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòàâëÿþò ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ U �R�n,
ïðè÷åì U 2 U. Ñëîåì ýòîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ T �

x (M) � êîêàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êîêàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ìíîãîîáðàçèÿ M â
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òî÷êå x. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàçìåðíîñòè n, ïðè÷åì ïðîñòðàí-
ñòâà T �

x (M) è R�n èçîìîðôíû (êîîðäèíàòû êîêàñàòåëüíîãî âåêòîðà â ôèêñèðî-
âàííîì áàçèñå îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ êîîðäèíàòàìè êîâåêòîðà èç R�n). Ïîñêîëüêó
dimM = n, òî dimT (M) = 2n.

Â êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T �(M) ââîäèòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà. Ïóñòü q = (q1; :::; qn) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè q
ìíîãîîáðàçèÿM , à p = (p1; :::; pn) � êîìïîíåíòû ïðîèçâîëüíîé ôîðìû p ðàíãà 1 â
ýòîé òî÷êå. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ � : T �(M)!M è äèôôåðåíöè-
àë ýòîé ïðîåêöèè: �� : T (T �(M)) ! T (M). Ïóñòü � 2 Tp(T

�(M)) � êàñàòåëüíûé
âåêòîð ê ñëîþ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ â òî÷êå p 2 T �

q (M). Òîãäà äèôôå-
ðåíöèàë ïðîåêöèè �� âåêòîð � ïåðåâîäèò â êàñàòåëüíûé âåêòîð ��� 2 Tq(M).
Îïðåäåëèì ôîðìó ! ðàíãà 1 íà T �(M) ôîðìóëîé !(�) = p(���), ñëåäîâàòåëüíî
! = p1 ^ dq1 + ::: + pn ^ dqn. Çíà÷èò, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñèìïëåêòè÷åñêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ, ôîðìà d! îïðåäåëÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

Â ãåîìåòðèè ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé âàæíîå çíà÷åíèå èìååò òåîðåìà
Äàðáó [1].

Òåîðåìà 2 (Äàðáó). Â ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M äëÿ êàæäîé òî÷-
êè ìîæíî ïîäîáðàòü òàêóþ êîîðäèíàòíóþ îêðåñòíîñòü U , ÷òî îòíîñèòåëüíî
îïðåäåëåííîé â íåé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (7) èç �2 ïðèíè-
ìàåò ïðîñòåéøèé âèä:

f(X;Y ) = X1Y n+1 �Xn+1Y 1 + :::+XnY 2n �X2nY n; (10)

òî åñòü ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå âñåãäà ëîêàëüíî ïëîñêîå.
Êîîðäèíàòû, îïèñàííûå â òåîðåìå Äàðáó íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè Äàðáó è

îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ: (p1; :::; pn; q1; :::; qn). Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ ôîðìà (9) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:


 = dp1 ^ dq1 + :::+ dpn ^ dqn: (11)

Èç (10) èëè (11) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà c ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 4 èç �2 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé Äàðáó äëÿ äâóìåð-

íîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

�4. Ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ àêñèîìàòèêà ìåõàíèêè Ëàãðàíæà è àêñèîìàòè-
êà ìåõàíèêè Ãàìèëüòîíà. Îïðåäåëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïîëÿ è ñêîáêè
Ïóàññîíà.

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó (â äàííîì ïàðàãðàôå ðà-
áîòàåì òîëüêî ñî ñòàöèîíàðíûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ïîñêîëüêó ïðè èõ
èçó÷åíèè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ åñòåñòâåííîé ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, à äëÿ èçó÷åíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì
íåîáõîäèìî ðàññìîòðåíèå íå÷åòíîìåðíîãî ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
áåç ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû), ïðèìåðîì êîòîðîé ìîæåò ñëóæèòü: ìàòåìà-
òè÷åñêèé ìàÿòíèê, ñôåðè÷åñêèé ìàÿòíèê, ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà è ò. ä. Ïîñòðîèì
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ñíà÷àëà ìåõàíèêó Ëàãðàíæà, à çàòåì ìåõàíèêó Ãàìèëüòîíà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-
ìû. Ëàãðàíæåâà ìåõàíèêà çàäàåòñÿ ñèñòåìîé òðåõ àêñèîì:

1. Êàæäîé ñòàöèîíàðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñîîò-
âåòñòâóåò êîíôèãóðàöèîííîå ìíîãîîáðàçèå M , ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû êîòîðîãî
� ýòî îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû: q1; :::; qn, à òî÷êè � ýòî
ïîëîæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

2. Â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè êîíôèãóðàöèîííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà:

L(q1; :::; qn;
:
q1; :::;

:
qn) = T (q1; :::; qn;

:
q1; :::;

:
qn)� U(q1; :::; qn); (1)

ãäå (
:
q1; :::;

:
qn) � âåêòîð ñêîðîñòè âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñè-

ñòåìû, ïðè÷åì T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ (çàìåòèì, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû � ýòî ðèìàíîâà ìåòðèêà â êîíôèãóðàöèîííîì ìíîãîîá-
ðàçèè, òî åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå), à U � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (íåêîòîðàÿ
ôóíêöèÿ â êîíôèãóðàöèîííîì ìíîãîîáðàçèè) ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ:

S =

Z t2

t1

Ldt:

Ýêñòðåìàëü ýòîãî ôóíêöèîíàëà � òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.
Äàííîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì Ãàìèëüòîíà. Ýòîò ïðèíöèï íàçû-
âàåòñÿ åùå ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.

Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû � ýòî
èíòåãðàëû óðàâíåíèé Ëàãðàíæà:

d

dt

@L

@
:
qi
� @L

@qi
= 0; (2)

ãäå i = 1; :::; n. Ïðîèçâîäíûå

pi =
@L

@
:
qi
:

íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè èìïóëüñàìè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñëåäóåò çàìå-
òèòü, ÷òî îáîáùåííûé èìïóëüñ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû � ýòî êîâåêòîð êîíôè-
ãóðàöèîííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M [1, 7].

Ýíåðãèåé E ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E =
X
i

:
qi

@L

@
:
qi
� L: (3)

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü àêñèîìàòèêó ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè.
1. Ñîñòîÿíèå ñòàöèîíàðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû � ýòî òî÷êà êîêàñàòåëüíîãî

ðàññëîåíèÿ T �(M). Äàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì, ïðè÷åì åãî ðàç-
ìåðíîñòü ðàâíà 2n. Òî÷êà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû:
(p1; :::; pn; q1; :::; qn).
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2. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà êàê ýíåðãèÿ,
âûðàæåííàÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû è èìïóëüñû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû:

H(p; q) = H(p1; :::; pn; q1; :::; qn) =
X
i

pi
:
qi (p; q)� L(p; q): (4)

3. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû � ýêñòðåìàëü äåéñòâèÿ S,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû 2n óðàâíåíèé

:
pi= �@H

@qi
;

:
qi=

@H

@pi
; (5)

íàçûâàåìûõ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè.
Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû N = T �(M) èìååò åñòåñòâåí-

íóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (�3), â êîîðäèíàòàõ Äàðáó (p1; :::; pn; q1; :::; qn),
çàäàâàåìóþ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé

! = dp1 ^ dq1 + :::+ dpn ^ dqn: (6)

Ïóñòü x = (p1; :::; pn; q1; :::; qn) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ôàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
N . Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì I : T �

x (N) ! Tx(N), êîòîðûé â ëîêàëüíûõ êîîðäè-
íàòàõ Äàðáó (p1; :::; pn; q1; :::; qn) ïðèíèìàåò âèä:

I =

�
0 �E
E 0

�
;

òî åñòü êîâåêòîðó ñ êîîðäèíàòàìè (a1; :::; an; b1; :::; bn) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåê-
òîð ñ êîîðäèíàòàìè (�b1; :::;�bn; a1; :::; an), à äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå dH �
âåêòîðíîå ïîëå IdH . Âåêòîðíîå ïîëå IdH íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì. Âäîëü
òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, î÷åâèäíî,

:
x= IdH(x). Ðàñïèñûâàÿ ýòî âûðàæåíèå ïîêî-

îðäèíàòíî, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà (5). Â òåîðèè ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå IdH ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîðíûì ïîëåì ãðóïïû äâèæåíèé ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà N : F (p1; :::; pn; q1; :::; qn). Ñêîáêîé Ïóàññîíà ôóíêöèé H è F íàçûâàåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ ôóíêöèÿ:

(H;F ) = dF (IdH):

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé [1]:

(H;F ) = !(IdH; IdF ): (7)

Èòàê, ñêîáêà Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñëåäñòâèåì ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå N . Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñêîáêà Ïóàññîíà
ïðåäñòàâèìà â âèäå:

(H;F ) = !(IdH; IdF ) =
X
i

(
@H

@pi

@F

@qi
� @H

@qi

@F

@pi
): (8)
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðàâåíñòâà ñâîäèòñÿ ê ïðîñòûì âû÷èñëåíèÿì, ïîýòîìó îíî
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà (5), åñëè
îíà ïîñòîÿííà âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé ýòèõ óðàâíåíèé, òî åñòü âäîëü òðàåê-
òîðèè äâèæåíèÿ.

Ñêîáêà Ïóàññîíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì [1].
Ïðåäëîæåíèå 1.Ôóíêöèÿ F òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòå-

ãðàëîì êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (5) ñ ôóíêöèåé ÃàìèëüòîíàH, êîãäà (H;F ) = 0.
Òàê êàê ôóíêöèÿ F ïîñòîÿííà âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, òî F (IdH) =

const, ïîýòîìó (H;F ) = 0.
Ïðåäëîæåíèå 2. Ñêîáêè Ïóàññîíà òðåõ ôóíêöèé A;B;C óäîâëåòâîðÿþò

òîæäåñòâó ßêîáè:

((A;B); C) + ((B;C); A) + ((C;A); B) = 0:

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò èç ôîðìóëû (8) è ñâîäèòñÿ ê íåïî-
ñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèÿì, ïîýòîìó îíî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ïðåäëîæåíèå 3. (Òåîðåìà Ïóàññîíà.) Ñêîáêà Ïóàññîíà (F1; F2) äâóõ ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ F1 è F2 ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû åñòü ñíîâà ïåðâûé èíòåãðàë.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì ßêîáè:

((F1; F2); H) + ((F2; H); F1) + ((H;F1); F2) = 0;

ñëåäîâàòåëüíî ((F1; F2); H) = 0; òî åñòü (F1; F2) � ïåðâûé èíòåðãàë.
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè F â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H ,

â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2, îáðàçóþò àëãåáðó Ëè ñ êîììóòàòîðîì Id(F1; F2), à ïåð-
âûå èíòåãðàëû ïîäàëãåáðó Ëè. Î÷åâèäíî, äâå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êîììóòàòèâíû-
ìè (Id(F1; F2) = 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñêîáêà Ïóàññîíà ýòèõ ôóíêöèé
(F1; F2) ïîñòîÿííà. Îáðàòèì åùå âíèìàíèå íà òî, ÷òî îïåðàòîð I èíäóöèðóåò
åñòåñòâåííîå ìîíîìîðôíîå âëîæåíèå àëãåáðû Ëè ôóíêöèé â àëãåáðó Ëè ãàìèëü-
òîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ ÿäðîì èç ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé.

Â çàêëþ÷åíèè ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêèé ïðèìåð. Ñôåðè÷åñêèì ìàÿòíèêîì íà-
çûâàåòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé m, äâèæóùàÿñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðà-
äèóñà l â ïîëå ñèëû òÿæåñòè [7]. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x, y, z òî÷êè ñâÿçàíû
ñ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè ', � óðàâíåíèÿìè: x = l sin � cos'; y = l sin � sin';
z = l cos �: Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî êîíôèãóðàöèîííûì ìíîãîîáðàçèåì ìåõàíè÷å-
ñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíàÿ ñôåðà. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä:

L =
ml2

2
(_?�2 + sin2 �� :

'
2
) +mgl cos �:

Ïî ôóíêöèè Ëàãðàíæà íàõîäèì îáîáùåííûå èìïóëüñû: p' = ml2 sin2 �� :
', p� =

ml2
:

�. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà èìååì

H =
p2�

2ml2
+

p2'

2ml2 sin2 �
�mgl cos �:

129



Êîìïîíåíòû ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ IdH , î÷åâèäíî, ðàâíû:

0;
p2' cos �

ml2 sin3 �
�mgl sin �;

p'

ml2 sin2 �
;
p�
ml2

:

Èç ôîðìóëû (7) ñëåäóåò, ÷òî ñêîáêà Ïóàññîíà (H;H) = 0, ïîýòîìó, ñîãëàíî
ïðåäëîæåíèþ 1, ýíåðãèÿ ñôåðè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì
óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà (5), òî åñòü èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Íåñëîæíî òàêæå ïðî-
âåðèòü, ÷òî

(H; p') = !(IdH; Idp') = dp'(IdH) = 0;

òî åñòü ôóíêöèÿ p' ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Â ìåõàíèêå ýòà ôóíêöèÿ
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðîåêöèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà Mz.
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