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Îäíèì èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ÿâ-
ëÿåòñÿ èõ êîìïëåêñèôèêàöèÿ, êîãäà äâóì òî÷êàì èç ðàçíûõ ìíîæåñòâ ñîïîñòàâëÿåòñÿ
íå äåéñòâèòåëüíîå, à êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîìïëåêñíûå ôèçè÷åñêèå
ñòðóêòóðû ïîëîæåíû â îñíîâó íîâîãî íàïðàâëåíèÿ - áèíàðíîé ãåîìåòðîôèçèêè, - öå-
ëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå åäèíîé òåîðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ôèçè÷åñêèõ
âçàèìîäåéñòâèé [1, 2].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2,2)
è äëÿ íåå ôîðìóëèðóåòñÿ è ôóíêöèîíàëüíûì ìåòîäîì [3] äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñó-
ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè. Ïåðåéäåì ê òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâà îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèÿ M è N , ýëåìåí-
òû êîòîðûõ áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè è ãðå÷åñêèìè áóêâàìè ñîîò-
âåòñòâåííî, è ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f : Sf −→ C , ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïàðå
〈iα〉 ∈ Sf íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî f(iα) ∈ C , ãäå Sf îòêðûòîå è ïëîòíîå â
M × N ìíîæåñòâî.

Äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê γ ∈ N è k ∈ M ââåäåì ôóíêöèè f 1 = f [γ ] è f 2 = f [ k ] ,
ñîïîñòàâëÿÿ òî÷êàì i ∈ M è α ∈ N òî÷êè f(iγ) ∈ C è f(kα) ∈ C , åñëè ïàðû 〈iγ〉 è
〈kα〉 ïðèíàäëåæàò Sf . Ôóíêöèè f 1 è f 2 îïðåäåëåíû íà íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâàõ
â M è N . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Àêñèîìà I. Â N è M ñóùåñòâóþò ïëîòíûå ìíîæåñòâà òî÷åê γ è k , äëÿ êàæäîé
èç êîòîðûõ ðàíãè îòîáðàæåíèé f 1 è f 2 ðàâíû åäèíèöå äëÿ ïëîòíûõ â M è N

ìíîæåñòâ òî÷åê i è α ñîîòâåòñòâåííî.
Ââåäåì åùå îòîáðàæåíèå F : SF −→ C4 , ñîïîñòàâëÿÿ êîðòåæó 〈ij, αβ〉 ∈ SF

òî÷êó F (〈ij, αβ〉) = (f(iα), f(iβ), f(jα), f(jβ)) ∈ C4 , ãäå SF = {〈ijαβ〉 : 〈iα〉, 〈iβ〉,
〈jα〉, 〈jβ〉 ∈ Sf} . Î÷åâèäíî, ÷òî SF åñòü îòêðûòîå è ïëîòíîå â M2× N2 ìíîæåñòâî.
Îòîáðàæåíèå F áóäåò ãîëîìîðôíûì, ïîñêîëüêó ãîëîìîðôíà êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f çàäàåò íà äâóõ
îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ M è N êîìïëåêñíóþ ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàíãà
(2,2), åñëè, êðîìå àêñèîìû I, äîïîëíèòåëüíî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Àêñèîìà II. Ñóùåñòâóåò ïëîòíîå â SF ìíîæåñòâî, äëÿ êàæäîãî êîðòåæà 〈ij, αβ〉
êîòîðîãî è íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè U(〈ij, αβ〉) íàéäåòñÿ òàêàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíê-
öèÿ Φ : E −→ C , îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè E ⊂ C4 , ñîäåðæàùåé òî÷êó
F (〈ij, αβ〉) , ÷òî â íåé grad Φ 6= 0 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Φ (f(iα), f(iβ), f(jα), f(jβ)) = 0 (1)

äëÿ ëþáîãî êîðòåæà èç U(〈ij, αβ〉) .
Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(i) × U(α) êàæäîé ïàðû 〈iα〉 ∈ Sf ñóùåñòâóþò ñè-

ñòåìû ëîêàëüíûõ êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàò z è ξ , â êîòîðûõ äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè
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f ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùåå ëîêàëüíîå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

f(iα) = f(z(i), ξ(α)) , (2)

ñâîéñòâà êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ àêñèîìîé I. Ïîñêîëüêó ðàíãè îòîáðàæåíèé f 1 è f 2

ðàâíû åäèíèöå, êîîðäèíàòû z è ξ âõîäÿò â ïðåäñòàâëåíèå (2) ñóùåñòâåííûì îáðà-
çîì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íèêàêàÿ ëîêàëüíàÿ áèãîëîìîðôíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò
íå ïðèâåäåò ê óìåíüøåíèþ èõ ÷èñëà, òî åñòü ïðåäñòàâëåíèå (2) íåâîçìîæíî çàïèñàòü,
íàïðèìåð, â âèäå f(iα) = f(ξ(α)) .

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü M è N åñòü êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè f : Sf −→ C è g : Sg −→ C ñ îòêðûòûìè è
ïëîòíûìè â M × N îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ Sf è Sg ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùå-
ñòâóþò òàêèå ëîêàëüíûå áèãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ λ : M −→ M , σ : N −→ N

è ψ : C −→ C , ÷òî äëÿ îòêðûòîãî è ïëîòíîãî â Sf ìíîæåñòâà ïàð 〈iα〉 ïàðà
〈λ(i), σ(α)〉 ïðèíàäëåæèò Sg è èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

f(iα) = ψ (g (λ(i), σ(α))) .

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f çàäàåò íà ìíîãîîáðàçèÿõ M è N êîìïëåêñíóþ ôèçè-
÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàíãà (2,2), òî äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî è ïëîòíîãî â SF ⊂ M2×N2

ìíîæåñòâà êîðòåæåé 〈ij, αβ〉 ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè ëîêàëüíîå êîîðäèíàò-
íîå ïðåäñòàâëåíèå (2) è ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü (1) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùåé
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå :

f(iα) = z(i) + ξ(α) , (3)
f(iα)− f(iβ)− f(jα) + f(jβ) = 0 . (4)

Ïåðåéäåì ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó äîêàçàòåëüñòâó ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðå-
ìû.

Ñîãëàñíî àêñèîìå II grad Φ 6= 0 â òî÷êå F (〈ij, αβ〉) äëÿ íåêîòîðîãî ïëîòíîãî â
SF ìíîæåñòâà êîðòåæåé 〈ij, αβ〉 . À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå F (〈ij, αβ〉) îòëè÷íà îò
íóëÿ õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Φ , êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè E 3 F (〈ij, αβ〉) è ãîëîìîðôíà â íåé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â äàííîé òî÷êå îòëè÷íà îò íóëÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Φ
ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó f(iα) . Íî òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå [4, ×.II,Ñ.57] íàéäóòñÿ òàêèå
îêðåñòíîñòè H è V òî÷åê f(iα) ∈ C è (f(iβ), f(jα), f(jβ)) ∈ C3 , ÷òî óðàâíåíèå (1)
ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî f(iα) â îêðåñòíîñòè H × V ⊂ E
èñõîäíîé òî÷êè F (〈ij, αβ〉) ∈ C4 :

f(iα) = Γ (f(iβ), f(jα), f(jβ)) , (5)

ïðè÷åì ôóíêöèÿ Γ ãîëîìîðôíà è îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè V . ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå
(5) âûïîëíÿåòñÿ íå òîëüêî äëÿ êîðòåæà 〈ij, αβ〉 , íî è äëÿ íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè
U(〈ij, αβ〉) , â ñèëó ãîëîìîðôíîñòè ôóíóöèè F . Îêðåñòíîñòè H è V âûáåðåì òàêèå,
÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Φ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó f(iα) âñþäó â îêðåñòíîñòè
H × V áûëà îòëè÷íà îò íóëÿ è F (U(〈ij, αβ〉)) ⊂ H × V .

Ëåììà 1. Ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà F (U(〈ij, αβ〉)) íà îêðåñòíîñòü V ⊂ C3 ñîäåðæèò
îòêðûòîå â V ïîäìíîæåñòâî.
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Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ßêîáè ñèñòåìû ôóíêöèé f(iβ) , f(jα) , f(jβ) , âõîäÿùèõ â
ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5) :




∂f(iβ)/∂z(i) 0 0 ∂f(iβ)/∂ξ(β)

0 ∂f(jα)/∂z(j) ∂f(jα)/∂ξ(α) 0

0 ∂f(jβ)/∂z(j) 0 ∂f(jβ)/∂ξ(β)




. (6)

Â ìàòðèöå (6) èìååòñÿ îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà, ïî äèàãîíàëè êîòîðîãî
ðàñïîëîæåíû ïðîèçâîäíûå ∂f(iβ)/∂z(i) , ∂f(jα)/∂ξ(α) , ∂f(jβ)/∂ξ(β) , òîæäåñòâåí-
íî íå îáðàùàþùèåñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû z è ξ âõîäÿò â ïðåäñòàâëåíèå
(2) ñóùåñòâåííûì îáðàçîì. Ïðîèçâåäåíèå ïåðå÷èñëåííûõ ïðîèçâîäíûõ äàåò çíà÷å-
íèå óêàçàííîãî îïðåäåëèòåëÿ, êîòîðîå òîæå òîæäåñòâåííî íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â
îêðåñòíîñòè U(〈ij, αβ〉) . Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé îêðåñòíîñòè íàéäåòñÿ òàêîé êîð-
òåæ 〈i1j1, α1β1〉 , äëÿ êîòîðîãî ðàíã ìàòðèöû ßêîáè ñèñòåìû ôóíêöèé f(iβ) , f(jα) ,
f(jβ) , à òàêæå è ïîëíîé ìàòðèöû, ñîäåðæàùåé äîïîëíèòåëüíóþ ñòðîêó:

(
∂f(iα)/∂z(i) 0 ∂f(iα)/∂ξ(α) 0

)
,

ðàâåí òðåì. Íî òîãäà, ïîñêîëüêó ôóíêöèè f ñèñòåìû f(iα) , f(iβ) , f(jα) , f(jβ)
ãîëîìîðôíû, äëÿ íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè U1(〈i1j1, α1β1〉) ⊂ U(〈ij, αβ〉) ïðîåêöèÿ
ìíîæåñòâà F (U1(〈i1j1, α1β1〉)) íà V åñòü îòêðûòîå â V ïîäìíîæåñòâî. Ëåììà äîêà-
çàíà.

Íå óñëîæíÿÿ îáîçíà÷åíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìåííî ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà U(〈ij, αβ〉)
íà V ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì â V ïîäìíîæåñòâîì.

Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèè ñèñòåìû f(iβ) , f(jα) , f(jβ) , âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (5), ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå ôóíêöèè Γ .

Ëåììà 2. Â îêðåñòíîñòè U(〈ij, αβ〉) êîðòåæà 〈ij, αβ〉 íàéäåòñÿ òàêîé êîðòåæ
〈i1j1, α1β1〉 è òàêàÿ åãî îêðåñòíîñòü U1(〈i1j1, α1β1〉) ⊂ U(〈ij, αβ〉) , ÷òî íà ïðîåêöèè
ìíîæåñòâà F (U1(〈i1j1, α1β1〉)) â V âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Γ , âõîäÿùåé â ïðàâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (5), ïî ïåðåìåííûì f(iβ), f(jα), f(jβ) îäíîâðåìåííî îòëè÷íû îò
íóëÿ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü, ÷òî äëÿ âñåõ êîðòåæåé èç U(〈ij, αβ〉) è, ñëåäî-
âàòåëüíî, âî âñåõ òî÷êàõ îòêðûòîé â V ïðîåêöèè ìíîæåñòâà F (U(〈ij, αβ〉)) íà V ,
íàïðèìåð, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Γ ïî ïåðåìåííîé f(iβ) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òî åñòü
íà ýòîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå ∂Γ/∂f(iβ) ≡ 0 è ôóíêöèÿ Γ íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé
f(iβ) :

f(iα) = Γ1 (f(jα), f(jβ)) (5′)

Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê òîãäà òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè f(iα) ïî ïåðåìåííîé z(i) , ÷òî, î÷åâèäíî, ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ àê-
ñèîìîé I. Óñòàíîâëåííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé
f(iβ) .

Íå óñëîæíÿÿ îáîçíà÷åíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Γ ïî ïåðå-
ìåííîé f(iβ) îòëè÷íà îò íóëÿ âî âñåõ òî÷êàõ îòêðûòîé â V ïðîåêöèè ìíîæåñòâà
F (U(〈ij, αβ〉)) íà V .

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòëè÷íà îò íóëÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-
öèè Γ òàêæå è ïî ïåðåìåííîé f(jα) .
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Ïîäîáíî ïðåäûäóùåìó, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Γ âî âñåõ òî÷-
êàõ îòêðûòîé â V ïðîåêöèè ìíîæåñòâà F (U(〈ij, αβ〉)) íà V îòëè÷íà îò íóëÿ ïî
ïåðåìåííîé f(iβ) è ïî ïåðåìåííîé f(jα) îäíîâðåìåííî.

Äîêàæåì òàêæå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Γ è ïî ïåðåìåííîé f(jβ) íå îáðàùà-
åòñÿ â íóëü òîæäåñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî ∂Γ/∂f(jβ) ≡ 0 , è
ïîýòîìó

f(iα) = Γ2 (f(iβ), f(jα)) (7)
Òàê êàê ∂Γ2/∂f(iβ) 6= 0 , òî ïî òåîðåìå [4, ×.II,Ñ.57] óðàâíåíèå (7) ìîæåò áûòü

ëîêàëüíî îäíîçíà÷íî ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé f(iβ) :

f(iβ) = Γ3 (f(iα), f(jα)) ,

è ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ àêñèîìîé I, òàê êàê, î÷åâèäíî, òîæäåñòâåííî
îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(iβ) ïî ïåðåìåííîé ξ(β) . Ëåììà äîêàçà-
íà.

Ëåììà 3. Â îêðåñòíîñòè U(〈ij, αβ〉) êîðòåæà 〈ij, αβ〉 íàéäåòñÿ òàêîé êîðòåæ
〈i1j1, α1β1〉 è òàêàÿ åãî îêðåñòíîñòü U1(〈i1j1, α1β1〉) ⊂ U(〈ij, αβ〉) , ÷òî ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè Φ èç óðàâíåíèÿ (1) ïî âñåì ïåðåìåííûì f(iα) , f(iβ) , f(jα) , f(jβ) îäíî-
âðåìåííî îòëè÷íû îò íóëÿ.

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Γ âûðàæàþòñÿ èçâåñòíûì îáðàçîì ÷åðåç ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè Φ . Íàïðèìåð,

∂Γ/∂f(iβ) = −∂Φ/∂f(iβ)

∂Φ/∂f(iα)
.

Ïîñêîëüêó ∂Φ/∂f(iα) 6= 0 , ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Φ è Γ îäíîâðåìåííî ëèáî îò-
ëè÷íû îò íóëÿ, ëèáî ðàâíû íóëþ. Ìåæäó ìíîæåñòâîì F (U1(〈i1j1, α1β1〉)) , î êîòîðîì
ãîâîðèòñÿ â ëåììå 2, è åãî ïðîåêöèåé â V ñóùåñòâóåò, î÷åâèäíî, âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå.

Ïîýòîìó âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà F (U1(〈i1j1, α1β1〉)) îäíîâðåìåííî íå îáðàùà-
þòñÿ â íóëü ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Φ ïî ïåðåìåííûì f(iβ) , f(jα) , f(jβ) . Ó÷èòûâàÿ
òàêæå, ÷òî ∂Φ/∂f(iα) 6= 0 âñþäó â F (U1(〈i1j1, α1β1〉)) , ïðèõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 3.

Îïÿòü, íå ââîäÿ íîâûõ îáîçíà÷åíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè
Φ îòëè÷íû îò íóëÿ íà ìíîæåñòâå F (U(〈ij, αβ〉)) äëÿ ïëîòíîãî â SF ìíîæåñòâà
êîðòåæåé 〈ij, αβ〉 . Â ðåçóëüòàòå èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ çàêëþ÷èòåëüíàÿ

Ëåììà 4. Ñóùåñòâóåò îòêðûòîå è ïëîòíîå â SF ìíîæåñòâî òàêèõ êîðòåæåé
〈ij, αβ〉 , ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå F (〈ij, αβ〉) âñå ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè Φ èç óðàâíåíèÿ (1) îäíîâðåìåííî îòëè÷íû îò íóëÿ.

Çàïèøåì óðàâíåíèå (1) äëÿ êîðòåæåé 〈gi, αβ〉 è 〈gj, αβ〉 èç ìíîæåñòâà, î êîòîðîì
ãîâîðèòñÿ â ëåììå 4, è ðàçðåøèì èõ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé f(gα) :

f(gα) = Γ (f(gβ), f(iα), f(iβ)) ,

f(gα) = Γ (f(gβ), f(jα), f(jβ)) ,

îòêóäà, ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

Γ (f(gβ), f(iα), f(iβ)) = Γ (f(gβ), f(jα), f(jβ)) . (8)
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Ñîîòíîøåíèå (8) ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé f(gβ) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì. Ôèê-
ñèðóÿ ýòó ïåðåìåííóþ è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

Ω (f(iα), f(iβ)) = Γ (f(gβ), f(iα), f(iβ))
∣∣∣
f(gβ)=const

,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå

Ω (f(iα), f(iβ))− Ω (f(jα), f(jβ)) = 0 , (9)

êîòîðîå, î÷åâèäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü âûïîëíÿþùèìñÿ äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî è
ïëîòíîãî â SF ìíîæåñòâà êîðòåæåé 〈ij, αβ〉 , î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â ëåììå 4. Òàêæå
êàê è ôóíêöèÿ Φ â óðàâíåíèè (1), ëåâàÿ ÷àñòü (9) ëîêàëüíî èìååò îòëè÷íûå îò íóëÿ
ïðîèçâîäíûå ïî âñåì ïåðåìåííûì f(iα), f(iβ), f(jα), f(jβ) . Êðîìå òîãî, èç ñâîéñòâ
ôóíêöèè Γ ñëåäóåò, ÷òî îòëè÷íû îò íóëÿ âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ω .

Çàïèøåì, äàëåå, óðàâíåíèå (1) äëÿ êîðòåæåé 〈ij, ρα〉 è 〈ij, ρβ〉 èç ìíîæåñòâà
ëåììû 4 è ðàçðåøèì èõ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé f(iρ) :

f(iρ) = Γ (f(iα), f(jα), f(jρ)) ,

f(iρ) = Γ (f(iβ), f(jβ), f(jρ)) .

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

Γ (f(iα), f(jα), f(jρ)) = Γ (f(iβ), f(jβ), f(jρ)) ,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé f(jρ) . Åñëè çàôèêñèðî-
âàòü çíà÷åíèå ýòîé ïåðåìåííîé è ââåñòè îáîçíà÷åíèå

Ξ (f(iα), f(jα)) = Γ (f(iα), f(jα), f(jρ))
∣∣∣
f(jρ)=const

,

òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

Ξ (f(iα), f(jα))− Ξ (f(iβ), f(jβ)) = 0 , (10)

ñâîéñòâà êîòîðîãî àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì óðàâíåíèÿ (9).
Ôóíêöèÿ Ξ , êàê è ôóíêöèÿ Ω , èìååò îòëè÷íûå îò íóëÿ ïðîèçâîäíûå ïî âñåì

âõîäÿùèì â íåå ïåðåìåííûì è, êðîìå òîãî, îòëè÷íû îò íóëÿ âñå ïðîèçâîäíûå ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (10).

Äâà ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèÿ (9) è (10) çàäàþò ëîêàëüíî îäíó è òó æå ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè E ⊂ C4 òî÷êè F (〈ij, αβ〉) , ñîîòâåòñòâóþùåé êîðòåæó
〈ij, αβ〉 , ìíîæåñòâî êîòîðûõ îòêðûòî è ïëîòíî â SF . Ýòî, åñòåñòâåííî, íàëàãàåò äî-
ïîëíèòåëüííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè Ω è Ξ .

Ðàçðåøèì óðàâíåíèå (9) è (10) îòíîñèòåëüíî f(iα) :

f(iα) = X [ Ω (f(jα), f(jβ)), f(iβ)] , (11)

f(iα) = X1 [ Ξ (f(iβ), f(jβ)), f(jα)] ,

îòêóäà ïîëó÷àåì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ X [ Ω (f(jα), f(jβ)), f(iβ)] :

X [ Ω (f(jα), f(jβ)), f(iβ)] = X1 [ Ξ (f(iβ), f(jβ)), f(jα)] , (12)

5



òàê êàê ïî ñëåäñòâèþ ëåììû 1 âñå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ðàâåíñòâî (11), íåçàâè-
ñèìû è, êðîìå òîãî, ∂Ω(f(jα), f(jβ))/∂f(jα) 6= 0 .

Ïðîèçâîäíûå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (12) ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ îò-
ëè÷íû îò íóëÿ, îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî íå îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèé X è X1 ïî ïåðâûì àðãóìåíòàì Ω è Ξ .

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (12) ïî ïåðåìåííûì f(iβ) , f(jβ) è ðàçäåëèì
ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè âòîðîãî ðåçóëüòàòà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå
÷àñòè ïåðâîãî:

∂X [Ω( f(jα), f(jβ) ), f(iβ)] /∂Ω( f(jα), f(jβ) ) · ∂Ω( f(jα), f(jβ) )/∂f(jβ) =

= X [Ω( f(jα), f(jβ) ), f(iβ)] /∂f(iβ) · ∂Ξ( f(iβ), f(jβ) )/∂f(jβ)

∂Ξ( f(iβ), f(jβ) )/∂f(iβ)
. (13)

Ðàâåíñòâî (13) èìååò ìåñòî äëÿ ïðîåêöèè íà ïîäïðîñòðàíñòâî C3 òî÷êè F (〈ij, αβ〉) ,
ñîîòâåòñòâóþùåé êîðòåæó 〈ij, αβ〉 , ìíîæåñòâî êîòîðûõ îòêðûòî è ïëîòíî â SF .
Ïîñêîëüêó âñå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ýòî ðàâåíñòâî íåçàâèñèìû, îíî ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ X [λ, f(iβ)] , ãäå
λ = Ω(f(jα), f(jβ)) . Çàìåòèì, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå â ðàâåíñòâå (13) îòëè÷íû îò íóëÿ.

Â óðàâíåíèè (13) ïåðåéäåì ê ïåðåìåííîé λ , êîòîðàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà
c f(jα) = X [λ, f(jβ)] , òàê êàê ∂Ω( f(jα), f(jβ) )/∂f(jα) 6= 0 .

∂X [λ, f(iβ)]/∂λ · ∂Ω(X [λ, f(jβ)], f(jβ) )/∂f(jβ) =

= ∂X [λ, f(iβ)]/∂f(iβ) · ∂Ξ (f(iβ), f(jβ))/∂f(jβ)

∂Ξ(f(iβ), f(jβ))/∂f(iβ)
.

Çàôèêñèðóåì â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé f(jβ) , îò êîòîðîé íå
çàâèñèò ôóíêöèÿ X [λ, f(iβ)] :

∂X [λ, f(iβ)]/∂λ · A1 (λ) + ∂X [λ, f(iβ)]/∂f(iβ) · A2 (f(iβ)) = 0 . (14)

Òàêèì îáðàçîì, ïî êîìïëåêñíûì ïåðåìåííûì λ è f(iβ) äëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíê-
öèè X [λ, f(iβ)] ïîëó÷åíî ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòî óðàâíåíèå íå èìååò îñîáûõ òî÷åê, òàê êàê ëîêàëüíî åãî êîýô-
ôèöèåíòû A1 , A2 îòëè÷íû îò íóëÿ.

Ïóñòü B1(λ) è B2(f(iβ)) ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé 1/A1(λ) è
−1/A2(f(iβ)) , ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðåìîé êîìïëåêñ-
íîãî àíàëèçà [4, ×.I,Ñ.89]. Òî åñòü B1

′
(λ) = 1/A1(λ) è B2

′
(f(iβ)) = −1/A2(f(iβ)) .

Ïðîèçâåäåì â óðàâíåíèè (14) çàìåíó ïåðåìåííûõ B1(λ) −→ λ , B2(f(iβ)) −→ f(iβ) :

∂ϕ [λ, f(iβ)]/∂λ− ∂ϕ[ λ, f(iβ)]/∂f(iβ) = 0 , (14′)

ãäå
X [λ, f(iβ)] = ϕ [B1(λ), B2(f(iβ))] .

Ëåììà 5. Ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f òîãäà è òîëüêî òîãäà ëî-
êàëüíî çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì f(z1, z2) ≡ ψ(z1 + z2) , ãäå ψ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ
îäíîé ïåðåìåííîé ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ ïðîèçâîäíîé, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåííèþ

∂f(z1, z2)

∂z1

− ∂f(z1, z2)

∂z2

= 0 . (15)
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Íåîáõîäèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî äëÿ ôóíêöèè f èìååì:

∂f/∂z1 = ∂ψ/∂s · ∂s/∂z1 = ∂ψ/∂s ,

∂f/∂z2 = ∂ψ/∂s · ∂s/∂z2 = ∂ψ/∂s ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
s = z1 + z2 .

Óðàâíåíèå (15) äëÿ ôóíêöèè f ïîëó÷èì, èñêëþ÷àÿ èç âûïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé
∂ψ/∂s .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ f åñòü ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15). Ïðîèçâå-
äåì â f(z1, z2) çàìåíó ïåðåìåííûõ z1 = s− z2 , z2 = z2 , â êîòîðîé z1 îïðåäåëÿåòñÿ
èç âûðàæåíèÿ äëÿ s . Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(s− z2, z2) íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé
z2 . Äåéñòâèòåëüíî ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè ïî z2 ðàâíà íóëþ:

∂f(s− z2, z2)/∂z2 = ∂f(z1, z2)/∂z1 · ∂z1/∂z2 + ∂f(z1, z2)/∂z2 =

= − ∂f(z1, z2)/∂z1 + ∂f(z1, z2)/∂z2 = 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì f(z1(s− z2), z2) = ψ(s) . Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ s , ïîëó-
÷èì f(z1, z2) = ψ(z1 + z2) . Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé f óðàâíåíèÿ (15) ñ îòëè÷íûìè îò íóëÿ
ïðîèçâîäíûìè ∂f/∂z1 , ∂f/∂z2 ëîêàëüíî çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì f(z1, z2) ≡ ψ(z1+z2) ,
ãäå ψ ïðîèçâîëüíàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ ïðîèçâîäíîé.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ ðåøåíèå ϕ[λ, f(iβ)] óðàâíåíèÿ (14 ′ ) åñòü ôóíêöèÿ îäíîé
ïåðåìåííîé λ + f(iβ) . Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì λ, f(iβ) óðàâíåíèÿ (14),
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ X [λ, f(iβ)] :

X [λ, f(iβ)] = X2 [B1(λ) + B2(f(iβ))] , (16)

ãäå X2 , B1 , B2 ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, èìåþùèå îòëè÷íûå îò
íóëÿ ïðîèçâîäíûå ïî àðãóìåíòàì B1 + B2, λ, f(iβ) , òàê êàê B1

′
(λ) = 1/A1(λ) 6= 0 ,

B2
′
(f(iβ)) = −1/A2(f(iβ)) 6= 0 è ∂X [λ, f(iβ)]/∂λ 6= 0 .
Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (16) â óðàâíåíèå (11)

f(iα) = X2

[
B1[ Ω (f(jα), f(jβ))] + B2(f(iβ))

]

è ðàçðåøèì ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî ñóììû B1 + B2 :

B1 [ Ω (f(jα), f(jβ))] = −B2 (f(iβ)) + ψ (f(iα)) , (17)

ãäå ψ = X2
−1 - îáðàòíàÿ ê X2 ôóíêöèÿ.

Çàïèøåì óðàâíåíèå (17) äëÿ êîðòåæåé 〈ig, αβ〉 è 〈jg, αβ〉 :

B1 [Ω (f(gα), f(gβ))] = −B2 (f(iβ)) + ψ (f(iα)) ,

B1[Ω (f(gα), f(gβ))] = −B2 (f(jβ)) + ψ (f(jα))

è ïðèðàâíÿåì ïðàâûå ÷àñòè âûïèñàííûõ âûðàæåíèé, ïîñêîëüêó ëåâûå ñîâïàäàþò :

B2 (f(iβ))−B2 (f(jβ)) = ψ (f(iα))− ψ (f(jα)) . (18)
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ψ(f(iα)) ïî ïåðåìåííîé f(iα) îòëè÷íà îò
íóëÿ. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (18) ïî ïåðåìåííîé f(iβ) , ñ÷èòàÿ ïðè
ýòîì f(iα) ôóíêöèåé îò f(iβ) , çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì (5):

∂B2 (f(iβ))/∂f(iβ) = ∂ψ( f(iα))/∂f(iα) · ∂Γ (f(iβ), f(jα), f(jβ))/∂f(iβ).

Ïîñêîëüêó ∂B2/∂f(iβ) 6= 0 , ∂Γ/∂f(iβ) 6= 0 , äîëæíî áûòü ∂ψ/∂f(iα) 6= 0 .
Çàïèøåì äàëåå ðåçóëüòàò (18) äëÿ êîðòåæåé 〈ij, αρ〉 è 〈ij, βρ〉 :

B2 (f(iρ))−B2 (f(jρ)) = ψ (f(iα))− ψ (f(jα)) ,

B2 (f(iρ))−B2 (f(jρ)) = ψ (f(iβ))− ψ (f(jβ)) .

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè âûïèñàííûõ âûðàæåíèé, òàê êàê ëåâûå ñîâïàäàþò,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå :

ψ (f(iα))− ψ (f(iβ))− ψ (f(jα)) + ψ (f(jβ)) = 0 , (19)
ãäå ψ - ïðîèçâîëüíàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé ñ îòëè÷íîé îò íó-

ëÿ ïðîèçâîäíîé, îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ ïðîåêöèè òî÷êè F (〈ij, αβ〉) ⊂ C4

íà îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî C .
Óðàâíåíèå (19) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî îäíà è òà æå ãè-

ïåðïîâåðõíîñòü ëîêàëüíî çàäàåòñÿ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè óðàâíåíèÿìè (9) è (10).
Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (19) â âèäå, ðàçðåøåííîì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé f(iα)

è çàïèøåì åãî äëÿ êîðòåæà 〈ij0, αβ0〉 ñ ôèêñèðîâàííûìè â íåì òî÷êàìè j0 ∈ M è
β0 ∈ N :

f (iα) = ψ−1
[
ψ (f(iβ0)) + ψ (f(j0α))− ψ (f(j0β0))

]
.

Åñëè ââåñòè ôóíêöèè
λ(z(i)) = ψ(f(iβ0))− ψ(f(j0β0))/2 ,

σ(ξ(α)) = ψ(f(j0α))− ψ(f(j0β0))/2 ,

òî äëÿ ôóíêöèè f ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ëîêàëüíîå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå :
f(iα) = ψ−1 [λ(z(i)) + σ (ξ(α))] , (20)

ïðè÷åì, î÷åâèäíî, λ′ 6= 0 è σ′ 6= 0 . Ðàññìîòðèì ôóíêöèè λ , σ , ψ êàê íåêîòîðûå
ëîêàëüíûå áèãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ λ : M −→ M , σ : N −→ N è ψ : C −→ C .
Òîãäà ðåçóëüòàòû (20) è (19) ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, ââåäåííîé îïðåäå-
ëåíèåì 2, çàäàäóò ñîîòâåòñòâåííî êàíîíè÷åñêèå ôîðìû (3) è (4) äëÿ êîìïëåêñíîé
ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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