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Abstract. Îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâàÿ ïî÷òèîáëàñòü ïóò¼ì îñëàáëåíèÿ àêñè-
îì ïî÷òèîáëàñòè. Ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâèå êëàññà ïðàâûõ ïî÷òèîáëàñòåé è
êëàññà òî÷íî äâàæäû òðàíçèòèâíûõ ãðóïï.

Keywords: ïî÷òèîáëàñòü, òî÷íî äâàæäû òðàíçèòèâíûå ãðóïïû (neardomain,
sharply 2�transitive groups).

Â [1, 2] äëÿ îïèñàíèÿ òî÷íî äâàæäû òðàíçèòèâíûõ ãðóïï ââåäåíî ïîíÿòèå ïî÷òè-
îáëàñòè, êàê àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè (B1, 0, ·, +), äëÿ
êîòîðîé ñïðàâåäëèâû àêñèîìû:

1. (B, +) � ëóïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 0;
2. a + b = 0 ⇒ b + a = 0;
3. (B1, ·) � ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e, ãäå B1 = B \ {0};
4. (∀x ∈ B) x · 0 = 0;
5. (∀x, y, z ∈ B) (x + y) · z = x · z + y · z;
6. (∀a, b ∈ B)(∃ ra,b ∈ B1) (x + a) + b = x · ra,b + (a + b) äëÿ ëþáîãî x ∈ B.

Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè íå èçâåñòíî íè îäíîãî ïðèìåðà ïî÷òèîáëàñòè, êîòîðàÿ íå áû-
ëà áû ïî÷òèïîëåì. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îñëàáèòü àêñèîìû ïî÷òèîáëàñòè,
îñòàâèâ òîëüêî íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íî äâàæäû òðàíçèòèâíûõ ãðóïï. Â
÷àñòíîñòè, ïðåäëàãàåòñÿ îòêàçàòüñÿ îò àêñèîì 2, 4 è îñëàáèòü àêñèîìû 1, 5.

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå ïî÷òèîáëàñòåé, íî, ê ñîæàëåíèþ, ïðè ýòîì ïåðåéäÿ îò
îáû÷íîãî ðàññìîòðåíèÿ ëåâûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê ïðàâûì. Ýòî ñäåëàíî îòíþäü íå ñ
öåëüþ çàïóòàòü ÷èòàòåëÿ, à òîëüêî èç áëàãèõ íàìåðåíèé, ïîëàãàÿ, ÷òî åñòåñòâåííåé
âîñïðèíèìàòü âû÷èòàíèå x − y êàê òî, ÷òî èç ýëåìåíòà x íàäî âû÷åñòü ýëåìåíò y. Â
îòëè÷èå îò ìóëüòèïëèêàòèâíîé îïåðàöèè, ãäå èìåþòñÿ óñòîÿâøèåñÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
ëåâîãî è ïðàâîãî äåëåíèé, â àääèòèâíîé îïåðàöèè òàêîãî íåò.

Îïðåäåëèì ïðàâóþ ïî÷òèîáëàñòü êàê àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (B1, 0, v, ·, +,−, h, r)
ñ îïåðàöèÿìè:

(+) : B ×B1 → B, (−) : B ×B1 → B, (·) : B ×B1 → B, ãäå B = B1 ∪ {1} è

v : B1 → B1, h : B1 ×B1 → B1, r : B1 ×B1 → B1,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû àêñèîìû
A1. (∀x ∈ B)(∀y ∈ B1) (x− y) + y = x;
A2. (∀x ∈ B)(∀y ∈ B1) (x + y)− y = x;
A3. (∀x ∈ B1) x− x = 0;
A4. (B1, ·, e) � ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e ∈ B1;
A5. (∀x ∈ B)(∀y, z ∈ B1)(∃ h(y, z) ∈ B1) (x + y)z = xh(y, z) + yz;
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A6. (∀x ∈ B)(∀y, z ∈ B1 : y + z 6= 0)(∃ r(y, z) ∈ B1) (x + y) + z = xr(y, z) + (y + z);
A7. (∀x ∈ B)(∀z ∈ B1)(∃ v(z) ∈ B1) (x + (0− z)) + z = xv(z).

Â îòëè÷èå îò ïðàâîé ïî÷òèîáëàñòè â ïî÷òèîáëàñòè h(y, z) = z è v(z) = e. Àêñèîìû
À1 � À3 îïðåäåëÿþò àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (B1, 0, +,−) êàê ïðàâóþ ëóïó. Ââåä¼ì
îáîçíà÷åíèÿ L(x) = 0−x, òîãäà èç À1 ñëåäóåò L(x)+x = 0. Ò.î. îòîáðàæåíèå L : B1 →
B1 îïðåäåëÿåò ëåâûé îáðàòíûé â ïðàâîé ëóïå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîñòåéøèå ñëåäñòâèÿ è ïîêàæåì, ÷òî
Ëåììà. â ïðàâîé ïî÷òèîáëàñòè âûïîëíåíî:
1. (∀x ∈ B1) 0x = 0;
2. h(x, y) = EL(x)L(xy);
3. r(y, z) = (L(z)− y)−1L(y + z);
4. x− z = xv−1(z) + L(z);
5. v(z) = EL2(z)z,
ãäå E(x) = x−1, EL � ñóïåðïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé L è E.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå u : B1 → B â âèäå u(x) = 0x.
Èç À5 ñëåäóåò, ÷òî (∀x, y ∈ B1) (L(x)+x)y = L(x)h(x, y)+xy = u(y), ñëåäîâàòåëüíî,

h(x, y) = EL(x)(u(y)− xy). (1)

Åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ z, t ∈ B1 ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèòü À5, òî

h(y, z)h(yz, t) = h(y, zt),

ïîäñòàâëÿÿ â êîòîðîå âûðàæåíèå èç (1) ñ ó÷¼òîì ñîêðàùåíèÿ, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
(u(z)− yz)EL(yz) = e, ñëåäîâàòåëüíî, u(z) = L(yz) + yz = 0. Ò.î. âûïîëíåíû óñëîâèÿ
1 è 2 ëåììû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäñòâèÿ èç À6. Ïóñòü x = L(y+z)r−1 ⇒ (L(y+z)r−1+y)+z =
0, îòêóäà ïîëó÷èì âûðàæåíèå èç óñëîâèÿ 3 ëåììû.

Â ñëó÷àå, êîãäà y + z = 0, ðàññìîòðèì ñëåäñòâèÿ èç À7 è À2: x + L(z) = xv(z)− z.
Ïðîèçâåäÿ çàìåíó x 7→ xv−1(z), ïðèä¼ì ê ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèÿ 4 ëåììû.

Ðàñïèøåì A2 ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ 4 (x + z) − z = (x + z)v−1 + L(z) = x. Ïðè x = 0
ïîëó÷èì ðàâåíñòâî zv−1 + L(z) = 0. Òîãäà ñ ó÷¼òîì L2(x) = LL(x), ïðèä¼ì ê ñïðàâåä-
ëèâîñòè óñëîâèÿ 5 ëåììû. ¤

Ò.î. îïåðàöèè "− h, r, v âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îïåðàöèè "+ "·L, ñëåäîâàòåëüíî, àëãåá-
ðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (B1, 0, v, ·, +,−, h, r) áóäåì ïîíèìàòü êàê (B1, 0, L, ·, +).

Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (H1, 0, φ, ·) èç [3], ñ îïåðàöèÿìè

(·) : H ×H1 → H, φ : H → H, ãäå H = H1 ∪ {0},

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû àêñèîìû:
F1. (H1, ·) � ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e;
F2. 0x = 0, x ∈ H1;
F3. φ(e) = 0;
F4. φ(φ(x)φ(y)) = φ(xφ(y−1))y, x ∈ H, y ∈ H1 \ {e1},

Çàìåòèì, ÷òî áëèçêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà áûëà ðàññìîòðåíà â [4].
Äâå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû K1 A1 = (A1, L1) è A2 = (A2, L2) ñ òåëàìè Ai è

ñèãíàòóðàìè Li áóäóò ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1. Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû (B1, 0, L, ·, +) è (B1, 0, φ, ·) ðàöèîíàëüíî ýêâèâà-
ëåíòíû.
Ââåä¼ì îòîáðàæåíèå φ : B → B, îïðåäåë¼ííîå â âèäå φ(x) = x(0 − e) + e = xa + e.
Ðàññìîòðèì äàëåå åãî êâàäðàò ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ 2 è 5 ëåììû

φ2(x) = (xa + e)a + e = (xL(a) + a) + e = xL(a)EL2(e) = x.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò φ(e) = a + e = 0 è φ(0) = e. Ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ φ
ìîæíî âûðàçèòü àääèòèâíûå îïåðàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, φ(x)y = (xa + e)y = xL(y) +
y, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè x = zEL(y), òîãäà z + y = ϕ(zEL(y))y. Ïåðåïèøåì òåïåðü
òîæäåñòâî èç À2: z = (z + y)− y = φ(zEL(y))y− y. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ t = φ(zEL(y))y,
âûðàçèì z = φ(ty−1)L(y), òîãäà t− y = φ(ty−1)L(y).

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå t = (x+z)−(y+z) â ñëó÷àå y 6= L(z), âîñïîëüçîâàâøèñü ñíà÷àëà
À2: (x + z) = t + (y + z), à çàòåì òîæäåñòâîì 3 ëåììû: (x + z) = (tr−1(y, z) + y) + z.
Ïðèìåíÿÿ äâàæäû òîæäåñòâî èç À2, ïðèä¼ì ê òîæäåñòâó:

(x + z)− (y + z) = (x− y)(L(z)− y)−1L(y + z).

Ïåðåïèøåì äàííîå òîæäåñòâî ñ ó÷¼òîì y 6= e, z = L−1(e) çàìåíÿÿ àääèòèâíûå
áèíàðíûå îïåðàöèè èõ âûðàæåíèÿìè ÷åðåç ôóíêöèþ φ:

φ(φ(x)Eφ(y)) = φ(xy−1)EφE(y) = φ(xy−1)EφE(y). (2)

Ïðè x = 0 äàííîå òîæäåñòâî ïðèîáðåòàåò ïðîñòîé âèä φEφ(y) = EφE(y), âîñïîëüçî-
âàâøèñü êîòîðûì ðàñïèøåì òîæäåñòâî (2) äëÿ y = EφE(t):

φ(φ(x)φ(t)) = φ(xφE(t))t. (3)

Ò.î. ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèå A : (B1, 0, L, ·, +) → (B1, 0, φ, ·).
Ïðîèçâåä¼ì îáðàòíîå ïîñòðîåíèå. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå èç F4 ïðè x = e, y = t−1,

òîãäà ïðè óñëîâèè F2 è F3 ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâó ϕ2(t) = ϕ(0)t. Ñ îäíîé ñòîðîíû ϕ4(t) =
(ϕ(0))2t, à ñ äðóãîé ϕ4(t) = ϕ(ϕ2(ϕ(t))) = ϕ(ϕ(0)ϕ(t)). Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå òàêæå
ìîæíî ðàñïèñàòü ñ ó÷¼òîì F4 è F2: ϕ(ϕ(0)ϕ(t)) = ϕ(0ϕ(t−1))t = ϕ(0)t. Ò.î. ïðèõîäèì
ê ðàâåíñòâó ϕ2(0) = ϕ(0), ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(0) = e è ϕ2(t) = t.

Ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîé áèåêöèè L : B1 → B1 ââåä¼ì îïåðàöèè

x + y = ϕ(xEL(y))y, x− y = ϕ(xy−1)L(y).

Ñ ó÷¼òîì F2, F3 è ϕ2 = id ëåãêî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå àêñèîì À1 � À3 ïðàâîé ëóïû.
Âûïîëíåíèå À5 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè

(x + y)z = ϕ(xEL(y))yz = ϕ(xEL(y)L(yz)EL(yz))yz = xEL(y)L(yz) + yz.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü À6 âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì ϕ2 = id è F4:

(x + y) + z = ϕ(ϕ(xEL(y))yEL(z))z =

ϕ(xEL(y)ϕEϕ(yEL(z)))ϕ(yEL(z))z =

ϕ(xEL(y)ϕEϕ(yEL(z))L[ϕ(yEL(z))z]EL[ϕ(yEL(z))z])ϕ(yEL(z))z =
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xEL(y)ϕEϕ(yEL(z))L[ϕ(yEL(z))z] + (y + z).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ À7 äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî òîæäåñòâîì ϕ2 = id:

(x + L(z)) + z = ϕ(ϕ(xEL2(z))L(z)EL(z))z = ϕ2(xEL2(z))z = xEL2(z)z.

Äëÿ ïðîèçâîëüíé áèåêöèè L ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèå FL : (B1, 0, ϕ, ·) → (B1, 0, L, ·, +)
òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâî A◦FL = id. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ðàâåíñòâî FL◦A(B1, 0, L

′, ·, +′) =
(B1, 0, L, ·, +) âîçìîæíî òîëüêî ïðè L = L′. Ðàâåíñòâî ïîäðàçóìåâàåòñÿ â ñìûñëå èçî-
ìîðôíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. ¤

Ãðóïïà T2(B) ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà B íàçûâàåòñÿ òî÷íî äâàæäû òðàíçèòèâ-
íîé, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàð (x1, x2) 6= (y1, y2) ∈ B̂2, ãäå B̂2 = B2 \ {(x, x)|x ∈
B} íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò g ∈ T2(B), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
g(x1) = y1, g(x2) = y2.

Òåîðåìà 2. Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû (B1, 0, ϕ, ·) è òî÷íî äâàæäû òðàíçèòèâíûå
ãðóïïû T2(B) ýêâèâàëåíòíû.
Íà ìíîæåñòâå B̂2 îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : B × B̂2 → B â âèäå

f(x, y1, y2) = ϕ(xϕ(y1y
−1
2 ))y2, (4)

ïðè óñëîâèè, ÷òî y2 6= 0 è, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå f(x, y1, 0) = xy1. Äëÿ òîãî, ÷òî áû
íå ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ ïî îòäåëüíîñòè, äîîïðåäåëèì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ÷à-
ñòè÷íóþ îïåðàöèþ äî ãðóïïîèäà íà ìíîæåñòâå B òàê, ÷òî (∀x ∈ B) x0 = ϕ(x), òîãäà
0−1 = 0.

Îïðåäåëèì áèíàðíóþ îïåðàöèþ G íà ìíîæåñòâå B̂2 â âèäå
(

x1

x2

)(
y1

y2

)
=

(
f(x1, y1, y2)
f(x2, y1, y2)

)
=

(
ϕ(x1ϕ(y1y

−1
2 ))y2

ϕ(x2ϕ(y1y
−1
2 ))y2

)
. (5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ ïàðû (x1, x2), (y1, y2) ∈ B̂2, ÷òî f(x1, y1, y2) = f(x2, y1, y2),
òîãäà, äëÿ y2 6= 0 ïîñëå óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà íà y−1

2 è ïðåîáðàçîâàíèÿ
ôóíêöèåé ϕ, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó x1ϕ(y1y

−1
2 ) = x2ϕ(y1y

−1
2 ), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

x1 = x2. Ïðè y2 = 0 ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî x1y1 = x2y1, ñëåäîâàòåëüíî, x1 = x2. Ïðèøëè
ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ò.î. îïðåäåë¼ííàÿ âûøå îïåðàöèÿ G áóäåò ãðóïïîèäîì.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðà (e, 0) ∈ B̂2 áóäåò êàê ëåâûì, òàê è ïðàâûì íåéòðàëüíûì
ýëåìåíòîì. Ïðîâåðèì òåïåðü àññîöèàòèâíîñòü:

ϕ(ϕ(xiϕ(y1y
−1
2 ))y2ϕ(z1z

−1
2 ))z2 = ϕ(ϕ(xiϕ(y1y

−1
2 ))ϕϕ(y2ϕ(z1z

−1
2 )))z2 =

ϕ(xiϕ(y1y
−1
2 )ϕEϕ(y2ϕ(z1z

−1
2 )))ϕ(y2ϕ(z1z

−1
2 ))z2 =

ϕ(xiϕ(y1ϕ(z1z
−1
2 )Eϕ(y2ϕ(z1z

−1
2 )))ϕ(y2ϕ(z1z

−1
2 ))z2.

Ïðèøëè ê ïîëóãðóïïå ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì. Íàéä¼ì òåïåðü ëåâûé îáðàòíûé:
(

x1

x2

)−1 (
x1

x2

)
=

(
ϕ(x−1

2 )Eϕ(x1x
−1
2 )

Eϕ(x1x
−1
2 )

)(
x1

x2

)
=

(
e
0

)
.

Ïðîâåðèì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ è ïðàâûì îáðàòíûì:

ϕ(xiϕ(ϕ(x−1
2 )Eϕ(x1x

−1
2 )ϕ(x1x

−1
2 )))Eϕ(x1x

−1
2 ) = ϕ(xix

−1
2 )Eϕ(x1x

−1
2 ).
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Ò.î. ïðèøëè ê òîìó, ÷òî G � ãðóïïà, íî èç�çà òîãî, ÷òî îíà äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå B̂2

òî÷íî òðàíçèòèâíî, òî ãðóïïà G ïðè äåéñòâèè íà ìíîæåñòâå B áóäåò òî÷íî äâàæäû
òðàíçèòèâíîé, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèå G : (B1, 0, ϕ, ·) → T2(B).

Ïðîèçâåä¼ì òåïåðü îáðàòíîå ïîñòðîåíèå è ïî ãðóïïå T2(B) ïîñòðîèì àëãåáðàè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó (B1, e2, φ, ·). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (e1, e2) ∈ B̂2 ìîæíî
ïîñòðîèòü âçàèìîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå T2(B) → B̂2, ñòàâÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó
g ∈ T2(B) ïàðó (x1, x2) = (e1, e2)·g. Íåéòðàëüíîìó ýëåìåíòó ãðóïïû T2(B) ñîïîñòàâèòñÿ
ïàðà (e1, e2). Ò.î. ýëåìåíòû ãðóïïû T2(B) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïàð èç ìíîæåñòâà
B̂2 òàê, ÷òî åñëè (x1, x2) = (e1, e2) · g, òî g = [x1, x2] ∈ T2(B), òîãäà

(e1, e2) · [x1, x2] = (e1 · [x1, x2], e2 · [x1, x2]) = (x1, x2). (6)

Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïàðû (e1, e2) ýëåìåíòàìè [x1, x2] è [y1, y2]
ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

[x1, x2][y1, y2] = [x1 · [y1, y2], x2 · [y1, y2]], (7)

èç êîòîðîãî, ñ ó÷¼òîì (6), ñëåäóåò, ÷òî íà ïîäìíîæåñòâå B1 = {x ∈ B|[x, e2] ∈ T2(B)}
ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââåñòè ñòðóêòóðó ãðóïïû. Îòîáðàæåíèå e1 · [x, e2] 7→ x
èíäóöèðóåò íà B1 ñòðóêòóðó ãðóïïû. Óìíîæåíèå â ãðóïïå B1 òàêæå, êàê è â ãðóïïå
T2(B) áóäåì ïèñàòü áåç òî÷êè. Ðàñøèðèì ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ äî ÷àñòè÷íîé îïåðàöèè
B × B1 → B, äîîïðåäåëèâ å¼ â âèäå e2y = e2 · [y, e2] = e2 òàê, ÷òî e2 áóäåò ëåâûì
àíóëÿòîðîì â ÷àñòè÷íîé îïåðàöèè (·) : B ×B1 → B.

Èç (6) è (7) ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò [e2, e1] áóäåò èíâàëþòèâíûì ýëåìåíòîì ãðóïïû
T2(B). Îïðåäåëèì φ : B → B â âèäå φ(x) = x · [e2, e1], òîãäà φ(e1) = e2 è

[e2, e1][x2, x1] = [x1, x2] = [φ(x1), φ(x2)][e2, e1]. (8)

Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî B0 = B1 \ {e1}. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî [e1, x2] ∈ T2(B), ïðè
x2 ∈ B0 ìîæíî çàïèñàòü

[e1, x2] = [x−1
2 , e1][x2, e2] = [φ(x−1

2 ), e2][e2, e1][x2, e2],

ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ó÷¼òîì (8) äëÿ [e1, x2] ñïðàâåäëèâî

[e1, x2] = [e2, e1][ϕ(x2), e2][e2, e1].

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëó÷åííûìè äâóìÿ âûðàæåíèÿìè è ïðèðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ B ýëåìåíòîì [e1, x2] ∈ T2(B), ïðèä¼ì ê òîæäåñòâó

φ(φ(t)φ(x2)) = φ(tφ(x−1
2 ))x2, t ∈ B, x2 ∈ B0.

Ïîñòðîåíî îòîáðàæåíèå F(e1,e2) : T2(B) → (B1, e2, φ, ·), ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ãðóïïå
T2(B) àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (B1, e2, φ, ·).

Çàìåòèì åù¼, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî [x1, x2] ∈ T2(B) ìîæíî çàïèñàòü

[x1, x2] =

{
[φ(x1x

−1
2 ), e2][e2, e1][x2, e2], x2 ∈ B1

[x1, e2] , x2 = e2
.
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Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ B:

t · [x1, x2] = t · [φ(x1x
−1
2 ), e2][e2, e1][x2, e2] = φ(tφ(x1x

−1
2 ))x2, (9)

ïðè x2 6= e2 è t · [x1, e2] = tx1. Ñðàâíèâàÿ (4), (5) ñ (9) è (7) ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî
èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì G ◦ F(e1,e2) : T2(B) → T ′

2(B), ò.î. G ◦ F(e1,e2) = id.
Èçîìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì F(e1,e2) ◦ G : (B1, 0, ϕ, ·) → (B′

1, e2, φ, ·′) çàäà¼òñÿ
îòîáðàæåíèåì F(e1,e2) ◦G : x 7→ ϕ(xϕ(e1e

−1
2 ))e2, ò.î. F(e1,e2) ◦G = id. ¤

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðàâûõ ïî÷òèîáëàñòåé, ïîñòðîåííûõ íàä òåëîì K,
äëÿ êîòîðîãî ϕ(x) = −x+1, x ∈ K. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì L(x) = ax:

x⊕ y = −xa−1 + y, xª y = −xa + ay, r(y, z) = −a−1, v(z) = a−2.

Â òàêîé ïðàâîé ïî÷òèîáëàñòè âûïîëíÿåòñÿ äâóõñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü è ñïðà-
âåäëèâî òîæäåñòâî L(x⊕ y) = L(x)⊕L(y), íî íå âûïîëíåíû òîæäåñòâà Áîëà è Áðàêà.

Äëÿ âòîðîãî ïðèìåðà íàä òåëîì ðàññìîòðèì L(x) = −x−1, òîãäà

x⊕ y = xy2 + y, xª y = xy−2 − y−1, r(y, z) = y2z(z + y)−1(yz + 1), h(y, z) = z−1.

Äëÿ äàííîé ïðàâîé ëóïû L(x⊕y) 6= L(x)⊕L(y), íî âûïîëíåíî L(x)⊕x = x⊕L(x) = 0.
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