
Àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ "çàêîí"
À.À. Ñèìîíîâ, Þ.È. Êóëàêîâ, Å.Å. Âèòÿåâ

Abstract. Èç àíàëèçà ðÿäà ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ
ñòðîèòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü çàêîíà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòåéøèå
ñëó÷àè àëãåáð ââåä¼ííûõ çàêîíîâ, ïîñòðîåííûõ íàä ïðîèçâîëüíûì ïî-
ëåì.

1 Ââåäåíèå

Ñòàòüþ õîòåëîñü áû íà÷àòü ñ ïàðàäîêñàëüíîãî âûñêàçûâàíèÿ î òîì, ÷òî
ðàçáèðàòüñÿ â î÷åâèäíîì � ýòî ñàìîå ñëîæíîå. Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà ðå÷ü
çàõîäèò î ïîíÿòèè çàêîíà, òî íà èíòóèòèâíîì óðîâíå âñåì ïîíÿòíî, ÷òî
ýòî òàêîå. Íî ïðè áîëåå ïðèñòàëüíîì ðàññìîòðåíèè âñ¼ ñòàíîâèòñÿ íå òàê
î÷åâèäíî. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çàêîí � ýòî íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå. Íî òî-
ãäà ëþáîå îãðàíè÷åíèå � çàêîí? Íåò. Çíàíèå çàêîíà äîëæíî ïîçâîëÿòü
îñóùåñòâëÿòü ïðåäñêàçàíèÿ. Ò.å., ñ îäíîé ñòîðîíû � ýòî îãðàíèå÷åíèå, à
ñ äðóãîé ñòîðîíû � ïðåäñêàçàíèå. Èíûìè ñëîâàìè, èìåÿ êàêèå-òî ïðåä-
âàðèòåëüíûå äàííûå î ïîâåäåíèè îáúåêòà, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ çàêîíó, ìû,
íà îñíîâàíèè ýòèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ äàííûõ, ìîæåì ïðåäñêàçàòü, êàê
îí ïîâåä¼ò ñåáÿ äàëüøå. Åñëè çàêîí ñòðîãèé, à ïðåäâàðèòåëüíûõ äàí-
íûõ äîñòàòî÷íî, òî ïðåäñêàçàíèå ïîñëåäóþùåãî ïîâåäåíèÿ äîëæíî áûòü
ïîëíûì è äîñòîâåðíûì.

Åñëè ïîñìîòðåòü íà ïîíÿòèå çàêîí, êàê íà ôèëîñîôñêóþ êàòåãîðèþ,
òî ýòî óñòîé÷èâûé òèï îòíîøåíèé. Íî, ÷òî, â äàííîì ñëó÷àå, ïîíèìàòü
ïîä îòíîøåíèÿìè è, ÷òî òàêîå óñòîé÷èâûé òèï? Ìîæíî ëè ôèëîñîô-
ñêóþ êàòåãîðèþ ïåðåâåñòè íà ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê? Ìîæíî ëè ïîëó-
÷èòü ïåðèîäè÷åñêóþ òàáëèöó âîçìîæíûõ çàêîíîâ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿëà áû
ãîâîðèòü, êàêîé òèï çàêîíîâ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, à êàêîé èñêëþ÷¼í?
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû, íàäî ïðåæäå âñåãî ïîíÿòü,
êàê ïåðåâåñòè èñõîäíûå ïîíÿòèÿ ôèëîñîôñêîé êàòåãîðèè çàêîíà íà ìà-
òåìàòè÷åñêèé ÿçûê. Íàâåðíÿêà ýòè ïîíÿòèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïî
ðàçíîìó. À ðàç òàê, òî â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòèçàöèè ýòèõ ïîíÿòèé,
ìîæíî ãîâîðèòü î ðàçëè÷íûõ òèïàõ çàêîíîâ.

Â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà Þ.È. Êóëàêîâûì [1, 2] áûëà ïðåäëîæå-
íà ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ ïîíÿòèé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áûëè
ïîëó÷åíû îïðåäåë¼ííûå óòâåðæäåíèÿ, êàê îòíîñèòåëüíî ñóùåñòâîâàíèÿ
îòíîøåíèé, òàê è âîçìîæíîãî èõ âèäà. Ðàçâèâàåìàÿ òåîðèÿ äîëãîå âðå-
ìÿ ðàáîòàëà íàä ãëàäêèìè ìíîãîáðàçèÿìè, à ñàìè îòíîøåíèÿ è èõ ñâÿçè
ðàññìàòðèâàëèñü êàê ãëàäêèå ôóíêöèè îò ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Â äàííîé
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ðàáîòå áóäåò ïðåäëîæåí àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä è ðàññìîòðåíû ïðîñòåé-
øèå ðåøåíèÿ.

Ãåîìåòðèÿ. Ïåðåéä¼ì ê íåêîòîðûì ïðèìåðàì, õàðàêòåðèçóþùèì ñóòü
âîïðîñà. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãåîìåòðèþ. Ìîæ-
íî ëè ãîâîðèòü, ÷òî âñå òî÷êè íàõîäÿòñÿ â íåêîòîðîé ñâÿçè? Åñëè äà, òî
â ÷¼ì ýòà ñâÿçü âûðàæàåòñÿ? Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâåäÿ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûå èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ëåæàò ëè
òî÷êè íà ïðÿìîé, ïëîñêîñòè, â îáúåìå è ïð. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî M = {i1, i2, . . . , in}, ñîñòîÿùåå èç n ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ
òî÷åê åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà
ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíîå èõ ðàñïîëîæåíèå, ñóùåñòâóåò âïîëíå îïðåäå-
ë¼ííûé çàêîí, êîòîðîìó ïîä÷èíÿþòñÿ âñå òî÷êè ìíîæåñòâà M? ×òîáû
îáíàðóæèòü åãî, ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ïàðû òî÷åê èç M, èõ áóäåò
1
2
n(n− 1). Ñîïîñòàâèì êàæäîé ïàðå èçìåðÿåìóþ âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçó-
þùóþ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê. Â êà÷åñòâå òàêîé, èçìåðÿåìîé íà
îïûòå, âåëè÷èíû ïðèìåì ðàññòîÿíèå, èçìåðåííîå ñ ïîìîùüþ îáû÷íîé
ìàñøòàáíîé ëèíåéêè.

Ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîé ïàðå òî÷åê (ik) ðàññòîÿíèå `ik, ìû ïîëó÷èì íà-
áîð îïûòíûõ äàííûõ, ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþùèõ äàííîå ìíîæåñòâî
M, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñëåäóþùåé ñèììåòðè÷íîé
ìàòðèöû:

i1 i2 i3 . . . in
i1 0 `12 `13 . . . `1n
i2 `12 0 `23 . . . `2n
i3 `13 `23 0 . . . `3n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
in `1n `2n `3n . . . 0

ßñíî, ÷òî âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ `ik, `im, `km ìåæäó òðåìÿ ïðîèçâîëüíû-
ìè òî÷êàìè i, k,m ∈ M íå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ôóíêöè-
îíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ, òàê êàê ïðè ôèêñèðîâàííûõ ðàññòîÿíèÿõ `ik
è `im, òðåòüå ðàññòîÿíèå `km ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ îò
|`ik − `im| äî `ik + `im:
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Íî åñëè âçÿòü ÷åòûðå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè i, k,m, n ∈M, òî îäíî èç øå-
ñòè âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé `ik, `im, `in, `km, `kn, `mn ÿâëÿåòñÿ äâóçíà÷íîé
ôóíêöèåé îñòàëüíûõ ïÿòè.
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Èòàê, äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ òî÷åê åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèîíàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó èõ âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿìè, âèä êîòîðîé íå
çàâèñèò îò âûáîðà ýòèõ òî÷åê:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
1 0 `2ik `2im `2in
1 `2ik 0 `2km `2kn
1 `2im `2km 0 `2mn
1 `2in `2kn `2mn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Äàííûé îïðåäåëèòåëü ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà ðàâåí êâàäðàòó
îáú¼ìà òð¼õìåðíîãî ñèìïëåêñà, ïîñòðîåííîãî íà òî÷êàõ i, k,m, n ∈ M.
Ðàâåíñòâî íóëþ òð¼õìåðíîãî îáú¼ìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî âñå òî÷êè ëåæàò
â îäíîé ïëîñêîñòè.

Ðàñøèðÿÿ ïðåäûäóùèé ïðèìåð, ìîæíî âçÿòü äâà íàáîðà òî÷åê i, k,m, n ∈
M è α, β, γ, δ ∈ M åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè M è ðàññìîòðåòü âçàèìíûå
ðàññòîÿíèÿ óæå ìåæäó íàáîðàìè òî÷åê ñ ãðå÷åñêèìè è ëàòèíñêèìè èí-
äåêñàìè. Äëÿ òàêèõ ïðîèçâîëüíûõ íàáîðîâ òàê æå ñóùåñòâóåò ôóíêöèî-
íàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó èõ âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿìè, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ
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â âèäå ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ Êýëè�Ìåíãåðà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1 1
1 `2iα `2iβ `2iγ `2iδ
1 `2kα `2kβ `2kγ `2kδ
1 `2mα `2mβ `2mγ `2mδ
1 `2nα `2nβ `2nγ `2nδ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Çàêîí Îìà. Îáðàòèìñÿ ê èäåå îáúåêòîâ ðàçíîé ïðèðîäû â ïðîòèâîïî-
ëîæíîñòü ãåîìåòðèè, ãäå âñå òî÷êè âçÿòû èç îäíîãî ìíîæåñòâà. Â ýòîì
ñëó÷àå, äâóì òî÷êàì èç äâóõ ðàçíûõ ìíîæåñòâ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò
èçìåðèòåëüíîé ïðîöåäóðû, íåêèé àíàëîã ðàññòîÿíèÿ.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïðîâîäíèêîâ M è ìíîæåñòâî èñòî÷íèêà òîêà
N. Ïðè ïîìîùè àìïåðìåòðà, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i ∈M è α ∈ N ïðîèçâå-
ä¼ì èçìåðåíèå òîêà, ïðîòåêàþùåãî â öåïè, ñîáðàííîé ïî ñõåìå:

����
�

�
��

i

α
Jiα

Â äàííîì ñëó÷àå, ïîêàçàíèÿ àìïåðìåòðà Jiα � ýòî íåêîòîðîå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó ïðîâîäíèêîì i è èñòî÷íèêîì òîêà α. Âîçüì¼ì òðè ïðîèç-
âîëüíûõ ïðîâîäíèêà i, k,m ∈ M è äâà ïðîèçâîëüíûõ èñòî÷íèêà òî-
êà α, β ∈ N. Èçìåðèì øåñòü ïîêàçàíèé àìïåðìåòðà Jiα,Jiβ,Jkα,Jkβ,
Jmα,Jmβ. Ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:∣∣∣∣∣∣

1 J −1iα J −1iβ

1 J −1kα J −1kβ

1 J −1mα J −1mβ

∣∣∣∣∣∣ = 0, (1)

èç êîòîðîãî, èñïîëüçóÿ ýòàëîííûå òî÷êè k,m ∈ M, β ∈ N ìîæíî ïîëó-
÷èòü õîðîøî èçâåñòíûé Çàêîí Îìà äëÿ âñåé öåïè

Jiα =
Eα

Ri + rα
,

ãäå Eα � ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà è rα � âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå èñòî÷-
íèêà òîêà α, Ri � ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà i.
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Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà. Ðàññìîòðèì, êàçàëîñü áû, ïðîñòîé çàêîí
Íüþòîíà f = ma, ãäå m � ìàññà òåëà, a � åãî óñêîðåíèå è f � ñèëà
äåéñòâóþùàÿ íà òåëî. Ñëîæíîñòü âîçíèêàåò, êîãäà ïîïûòàåìñÿ ïîíÿòü
è îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ ìàññû è ñèëû, âõîäÿùèõ â ýòîò çàêîí. Ìàññà �
ìåðà èíåðòíîñòè, íî ýòî îïðåäåëåíèå íåÿâíî èñïîëüçóåò ñàì ýòîò çàêîí.
×òî òàêîå ñèëà? �Ýòî, � ãîâîðèë Ëàãðàíæ, � ïðè÷èíà, êîòîðàÿ ïðîèç-
âîäèò äâèæåíèå òåëà èëè êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ïðîèçâåñòè äâèæåíèå�. Íî
âñ¼ åù¼ áîëåå óñóãóáëÿåòñÿ, åñëè âîñïðîèçâåñòè ïîëíîñòüþ òðàäèöèîí-
íóþ ôîðìóëèðîâêó Âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà: �Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà ïðîèçâåäåíèå óñêîðåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà å¼ ìàññó ðàâíî
ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ äåéñòâóþùåé íà íå¼ ñèëå�. Ïðè ýòîì ââî-
äèòñÿ äàëåêî íå òðèâèàëüíîå ïîíÿòèå èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà
è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó òðåìÿ ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè � óñêî-
ðåíèåì, ìàññîé è ñèëîé, äâå ïîñëåäíèå èç êîòîðûõ ïðåäâàðèòåëüíî íå
îïðåäåëåíû. Ìîæíî ëè òàê ñôîðìóëèðîâàòü Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ïðè
êîòîðîì íå òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëÿòü, ÷òî òàêîå ìàññà è ÷òî
òàêîå ñèëà?

Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî òåë M è ìíîæåñòâî èñòî÷-
íèêîâ ñèë, èëè ìíîæåñòâî àêñåëåðàòîðîâ N. Ïðè ýòîì, åñëè ýëåìåíòû
ìíîæåñòâ âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé, òî ìû ìîæåì íàáëþäàòü òà-
êîå âçàèìîäåéñòâèå â âèäå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè òåë. Òàêîå èçìåíåíèå �
óñêîðåíèå: aiα òåëà i ∈ M ïîä âîçäåéñòâèåì èñòî÷íèêà ñèëû α ∈ M ìû
ìîæåì èçìåðÿòü.

Â äàííîì ñëó÷àå, óñêîðåíèå aiα � ýòî íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå ìåæäó
òåëîì i è èñòî÷íèêîì ñèëû α. Âîçüì¼ì äâà ïðîèçâîëüíûõ òåëà i, k ∈M
è äâà ïðîèçâîëüíûõ èñòî÷íèêà ñèëû α, β ∈ N. Èçìåðèì ÷åòûðå óñêî-
ðåíèÿ aiα, aiβ, ajα, ajβ. Ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå: ∣∣∣∣ aiα aiβ

ajα ajβ

∣∣∣∣ = 0, (2)

èç êîòîðîãî, èñïîëüçóÿ ýòàëîííûå òî÷êè k ∈M, β ∈ N, ìîæíî ïîëó÷èòü
õîðîøî èçâåñòíûé Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà:

Fα = miaiα.

2 Ôîðìàëèçàöèÿ.

Ââåä¼ì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.
Îïðåäåëåíèå 1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà èëè àëãåáðà 〈G;σ〉 � ýòî

ìíîæåñòâî G (íîñèòåëü) ñ çàäàííûì íà í¼ì íàáîðîì îïåðàöèé σ (ñèã-
íàòóðà), óäîâëåòâîðÿþùèì íåêîòîðîé ñèñòåìå àêñèîì.
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Îïðåäåëåíèå 2. n�àðíàÿ îïåðàöèÿ f íà G � ýòî îòîáðàæåíèå
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ n ýêçåìïëÿðîâ ìíîæåñòâà â ñàìî ìíîæåñòâî
f : Gn → G.

0�àðíàÿ îïåðàöèÿ � ýòî ïðîñòî âûäåëåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà G.
Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè àëãåáðà îïðåäåëåíà íà íåñêîëüêèõ ìíîæå-

ñòâàõ G1, . . . , Gn, ò.å. íîñèòåëü àëãåáðû ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîãî
ìíîæåñòâà, òî òàêàÿ àëãåáðà 〈G1, . . . , Gn;σ〉 íàçûâàåòñÿ ìíîãîñîðò-
íîé.

Îïðåäåëåíèå 4. Åñëè â àëãåáðå 〈G;σ〉 îïðåäåëåíû ÷àñòè÷íûå îïå-
ðàöèè fi ∈ σ, äåéñòâóþùèå íå íà âñ¼ì ìíîæåñòâå, òî òàêèå àëãåáðû
íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå 5. Êîðòåæ (i1, . . . , in) � ýòî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð
èç n ýëåìåíòîâ (n � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî), íàçûâàåìîå åãî êîì-
ïîíåíòàìè, ïîñòðîåííûé íàä íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì M . Ò.å. åñëè
i1, . . . , in ∈M , òî (i1, . . . , in) ∈Mn.

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ ìíîãîñîðòíóþ àëãåáðó 〈M,N, B; f, g〉, ãäå

f : M×N→ B, g : Bn+nm+m → B

� ÷àñòè÷íûå îïåðàöèè (ôóíêöèè). Â äàííîì ñëó÷àå, ìíîæåñòâàM èN �
ýòî ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ. Ôóíêöèÿ f � èçìåðèòåëüíàÿ ïðîöå-
äóðà, ñîïîñòàâëÿþùàÿ äâóì ýëåìåíòàì i ∈M è α ∈ N èç ýòèõ ìíîæåñòâ
íåêîòîðóþ âåëè÷èíó f(i, α) èç ìíîæåñòâà B. Ôóíêöèÿ g õàðàêòåðèçóåò
ñâÿçü âåëè÷èí, êîãäà îäíà èç íèõ âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå âñåõ îñòàëüíûõ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ïîäìíîæåñòâàõ M̂n ⊆ Mn, B̂n ⊆ Bn, N̂m ⊆
Nm, B̂m ⊆ Bm äàííàÿ àëãåáðà îïðåäåëÿåò çàêîí ðàíãà (n+1,m+1), åñëè
âûïîëíåíû àêñèîìû:

A1. Äëÿ ëþáûõ êîðòåæåé (i1, . . . , in) ∈ M̂n, (b1, . . . , bn) ∈ B̂n íàéä¼ò-
ñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò α ∈ N, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:
f(ik, α) = bk, ãäå k ∈ {1, . . . , n};

A2. Äëÿ ëþáûõ êîðòåæåé (α1, . . . , αm) ∈ N̂m, (b1, . . . , bm) ∈ B̂m íàé-
ä¼òñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò i ∈ M, äëÿ êîòîðîãî áóäóò ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà: f(i, αk) = bk, ãäå k ∈ {1, . . . ,m}.

A3. Äëÿ ëþáûõ êîðòåæåé (i0, . . . , in) ∈ M× M̂n, (α0, . . . , αm) ∈ N×
N̂m ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

f(i0, α0) = g (f(i0, α1), . . . , f(i0, αm), f(i1, α0), . . . , f(in, α0), f(i1, α1), . . . , f(in, αm)) .

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ôóíêöèÿ g ðàññìàòðèâàåòñÿ íàä ýëåìåíòàìè f(ij, αk) ∈
B, ïîñòðîåííûìè íàä âñåìè ïàðàìè (ij, αk) çà èñêëþ÷åíèåì (i0, α0).
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Îïðåäåëåíèå 6.Äëÿ äâóõ ìíîãîñîðòíûõ ÷àñòè÷íûõ àëãåáð 〈M,N, B; f, g〉
è 〈M′,N′, B′; f ′, g′〉 òðîéêè îòîáðàæåíèé λ : M → M′, χ : N → N′,
ψ : B → B′ çàäàþò èõ ãîìîìîðôèçì, êîãäà äèàãðàììû

M×N
f→ B

(λ× χ) ↓ ↓ ψ
M′ ×N′

f ′→ B′
,

B3 g→ B
ψ3 ↓ ↓ ψ
(B′)3

g′→ B′

êîììóòàòèâíû.
Îïðåäåëåíèå 7. Åñëè ãîìîìîðôèçìû λ, χ, ψ âçàèìîîäíîçíà÷íû,

òî àëãåáðû 〈M,N, B; f, g〉, 〈M′,N′, B′; f ′, g′〉 èçîìîðôíû èëè, ÷òî òîæå
ñàìîå, ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå 8. Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ àëãåáðà 〈B; ·,−1 , e〉 ñ îäíîé áè-
íàðíîé îïåðàöèåé (·) : B × B → B, îäíîé óíàðíîé (−1) : B × B → B è
îäíîé íóëüàðíîé e, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû àêñèîìû:

1. (x · y) · z = x · (y · z) , äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y, z ∈ B;
2. x · e = e · x = x,äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ B;
3. x−1 · x = x · x−1 = e, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ B.
Íóëüàðíàÿ îïåðàöèÿ âûäåëÿåò ýëåìåíò e ∈ B, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ

íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ãðóïïû 〈B; ·,−1 , e〉. Óíàðíàÿ îïåðàöèÿ (−1) : B×
B → B ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ B åãî îáðàòíûé x−1 ∈ B.

Åñëè îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ àññîöèàòèâíîñòè, íî îñòàâèòü âîçìîæ-
íîñòü îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ x · y = z òàê, ÷òî x = z/y è
y = x\z, òî àëãåáðà 〈B; ·, /, \〉 áóäåò êâàçèãðóïïîé. Ïðè ýòîì áèíàðíûå
îïåðàöèè (/) : B × B → B è (\) : B × B → B íàçûâàþòñÿ ïðàâûì è
ëåâûì äåëåíèåì è äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà:

1. (x · y)/y = (x/y) · y = x,äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ B;
2. x\(x · y) = x · (x\y) = y,äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ B.
Åñëè â êâàçèãðóïïå 〈B; ·, /, \〉 èìååòñÿ äâóñòîðîííèé íåéòðàëüíûé

ýëåìåíò e ∈ B, òî òàêàÿ àëãåáðà 〈B; ·, /, \, e〉 áóäåò ëóïîé.

3 Ñâÿçü àëãåáðàè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çà-

êîíà ðàíãà (2,2) ñ òåîðèåé èçìåðåíèé

Ðàññìîòðèì ìíîãîñîðòíóþ àëãåáðó 〈M,N,B; f, g〉 äëÿ çàêîíà ðàíãà (2,2)
ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè èçìåðåíèé â ñëó÷àå, êîãäà M̂ =M , N̂ = N , B̂ = B.

Îïðåäåëåíèå 9. Ìíîãîñîðòíàÿ àëãåáðà 〈M,N,B; f, g〉 îïðåäåëÿåò
çàêîí ðàíãà (2, 2), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:

À1. ∀i ∈M, ∀b ∈ B ∃!α ∈ N(f(i, α) = b);
À2. ∀α ∈ N, ∀b ∈ B ∃!i ∈M(f(i, α) = b);
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À3. ∀i0, i1 ∈M,∀α0, α1 ∈ N(f(i0, α0) = g (f(i0, α1), f(i1, α0), f(i1, α1))),
ãäå ∃! îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà ♦
Ñëåäóÿ ðàáîòå [3], âìåñòî ìíîãîñîðòíîé àëãåáðû 〈M,N,B; f, g〉 ðàñ-

ñìîòðèì ìîäåëü = = 〈M × N ;∼〉, M 6= ∅, N 6= ∅, â êîòîðîé îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

(i, α) ∼ (j, β)⇔ f(i, α) = f(j, β).

Ëåììà 1. Íà ìîäåëè = = 〈M ×N ;∼〉 âûïîëíåíà àêñèîìà íåîãðàíè-
÷åííîé ðàçðåøèìîñòè (unrestricted solvability) [4, p.256].

Ì1. Äëÿ ëþáûõ òðåõ èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ i, j ∈ M , α, β ∈ N ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé ÷åòâ¼ðòûé ýëåìåíò òàêîé, ÷òî (i, α) ∼ (j, β) ♦

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òðåì ýëåìåíòàì âûáåðåì ïàðó, â êîòîðîé îáà
ýëåìåíòà ïðèñóòñòâóþò, íàïðèìåð ïàðó (i, α). Äëÿ íå¼ îïðåäåëèì çíà÷å-
íèå b = f(i, α). Ïî ýòîìó çíà÷åíèþ è òðåòüåìó ýëåìåíòó j èëè β, èñïîëü-
çóÿ îäíó èç àêñèîì À1 èëè À2, îäíîçíà÷íî ïîëó÷èì ÷åòâåðòûé ýëåìåíò
�

Ëåììà 2. Íà ìîäåëè = = 〈M ×N ;∼〉 âûïîëíåíà àêñèîìà íåçàâèñè-
ìîñòè (independent relation) [4, p.249].

Ì2. Äëÿ ëþáûõ i, j ∈ M , α ∈ N , åñëè (i, α) ∼ (j, α), òî (i, β) ∼ (j, β)
äëÿ ëþáîãî β ∈ N ♦

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç àêñèîìû íåîãðàíè÷åííîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäó-
åò, ÷òî, åñëè (i, α) ∼ (j, α), òî i = j è, çíà÷èò, (i, β) ∼ (j, β) äëÿ ëþáîãî
β ∈ N �

Ëåììà 3. Íà ìîäåëè = = 〈M ×N ;∼〉 âûïîëíåíî óñëîâèå Ðåéäåìåé-
ñòåðà (Reidemeister condition) [4, p.252]:

Ì3: (i0, α2) ∼ (i2, α0)&(i0, α3) ∼ (i2, α1)&(i1, α2) ∼ (i3, α0)⇒
(i1, α3) ∼ (i3, α1), ãäå i0, i1, i2, i3 ∈ M ; α0, α1, α2, α3 ∈ N � ïðîèçâîëüíûå
ýëåìåíòû M è N ♦

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíû â àêñèîìå À3, i0 ↔ i1, α0 → α3,
α1 → α2, ïîëó÷èì f(i1, α3) = g (f(i1, α2), f(i0, α3), f(i0, α2)) . Òåïåðü ñäå-
ëàåì ñëåäóþùèå çàìåíû â àêñèîìå À3, α1 ↔ α0, i0 → i3, i1 → i2, ïî-
ëó÷èì f(i3, α1) = g (f(i3, α0), f(i2, α1), f(i2, α0)) . Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ
g â ýòèõ äâóõ ðàâåíñòâàõ çàâèñèò îò ýêâèâàëåíòíûõ çíà÷åíèé, çàïèñàí-
íûõ â ïîñûëêå àêñèîìû Ì3. Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ ôóíêöèè òàêæå äîëæíû
ñîâïàäàòü f(i1, α3) = f(i3, α1) �

Ëåììà 4. Èç óñëîâèÿ Ðåéäåìåéñòåðà ñëåäóåò àêñèîìà øåñòèóãîëü-
íèêà (Hexagon Condition) [5]

Ì4: (i0, α2) ∼ (i2, α0)&(i0, α3) ∼ (i2, α2) ∼ (i3, α0) ⇒ (i2, α3) ∼ (i3, α2)
♦

8



Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèè Ðåéäåìåéñòåðà ñäåëàåì ïîäñòàíîâêè:
i1 → i2, α1 → α2, ïîëó÷èì:

(i0, α2) ∼ (i2, α0)&(i0, α3) ∼ (i2, α2)&(i2, α2) ∼ (i3, α0)⇒ (i2, α3) ∼ (i3, α2).

Îáúåäèíèì äâå ýêâèâàëåíòíîñòè (i0, α3) ∼ (i2, α2)&(i2, α2) ∼ (i3, α0) â
îäíó (i0, α3) ∼ (i2, α2) ∼ (i3, α0) è ïîëó÷èì àêñèîìó øåñòèóãîëüíèêà �

Â òåîðèè èçìåðåíèé àêñèîìû Ì1-Ì4 èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
÷èñëîâûõ ïðåäñòàâëåíèé. Íàïðèìåð, â [5] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè âìåñòî
îòíîøåíèÿ ∼ âçÿòü îòíîøåíèå �∼ íàM ×N , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íûì è ñëàáûì Àðõèìåäîâûì ïîðÿäêîì, óäîâëåòâîðÿþùèì àíàëîãè÷íûì
àêñèîìàì íåçàâèñèìîñòè, îãðàíè÷åííîé ðàçðåøèìîñòè è àêñèîìå øåñòè-
óãîëüíèêà, òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ϕ : M → Re è φ : N → Re òàêèå
÷òî:

(i, α) �∼ (j, β)⇔ ϕ(i) + φ(α) ≥ ϕ(j) + φ(β).

Ìû èñïîëüçóåì àêñèîìû M1-M4 íå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëîâûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé, à äëÿ ïîëó÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàêîíà ðàíãà
(2,2).

Îïðåäåëåíèå 10. Àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëüþ çàêîíà ðàíãà (2, 2) áóäåì
íàçûâàòü ìîäåëü = = 〈M × N ;∼〉, M 6= ∅, N 6= ∅, óäîâëåòâîðÿþùóþ
àêñèîìàì Ì1, Ì3.

Â ðàáîòå [6], ñî ññûëêîé íà òåîðèþ ñåòåé, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè âû-
ïîëíåíî óñëîâèå Ðåéäåìåéñòåðà (àêñèîìà Ì3) è äâå áîëåå ñëàáûå àêñèî-
ìû, ÷åì àêñèîìà Ì1, òî ìîäåëü = = 〈M ×N ;∼〉 îòîáðàæàåòñÿ â ãðóïïó.
ßâíîå äîêàçàòåëüñòâî íå ïðèâåäåíî. Ìû ïðèâåä¼ì íåçàâèñèìîå è, ñâÿ-
çàííîå ñ äàëüíåéøèì èçëîæåíèåì è ðåçóëüòàòîì [7], äîêàçàòåëüñòâî òîãî,
÷òî íà ìîäåëè = = 〈M ×N ;∼〉 ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ãðóïïà.

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòó ìîäåëü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [i, α] êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíûõ ýëåìåíòîâ â M × N/ ∼, à ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç [M×N ]. Òîãäà ôóíêöèÿ f ïðèìåò âèä f : 〈i, α〉 →
(i, α).

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû i0 ∈M, α0 ∈ N .
Ëåììà 5. Ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íû.

fi0 : N → [M ×N ], fi0(α) = [i0, α], i0 ∈M,

fα0 :M → [M ×N ], fα0(i) = [i, α0], α0 ∈ N♦

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ fi0 . Îíà îäíîçíà÷íà, ò.ê. ïî
àêñèîìå Ì1, åñëè (i0, α) ∼ (i0, β), òî α = β. Îíà âçàèìíî-îäíîçíà÷íà è
îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî N íà âñå ìíîæåñòâî [M×N ], ò.ê. â ñèëó àêñèîìû
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M1, äëÿ ëþáûõ (j, β) ∈ [j, β] ∈ [M × N ], i0 ∈ M ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íûé ýëåìåíò α ∈ N òàêîé ÷òî (i0, α) ∼ (j, β). Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîñòü
ôóíêöèè fα0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî �

Îïðåäåëèì îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

f−1α0
: [M ×N ]→M, f−1i0 : [M ×N/ ∼]→ N.

Íà ìíîæåñòâå [M ×N ] îïðåäåëèì îïåðàöèþ

[i, α0] • [i0, α] = [f−1α0
([i, α0]), f

−1
i0

([i0, α])] = [i, α].

Ëåììà 6. Îïåðàöèÿ • îïðåäåëÿåò íà [M×N ] êâàçèãðóïïó ïîñêîëüêó
îíà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ñïðàâà è ñëåâà ♦

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ ýëåìåíòîâ
[j, β], [i, α] ∈ [M ×N ] ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ýëåìåíòû x, y ∈ [M ×N ]
òàêèå, ÷òî x•[j, β] = [i, α], [j, β]•y = [i, α]. Ðàññìîòðèì ïåðâîå èç ðàâåíñòâ.
Â ñèëó àêñèîìûM1 äëÿ (j, β) è i0 ñóùåñòâóåòåäèíñòâåííûé ýëåìåíò α

′ òà-
êîé, ÷òî (j, β) ∼ (i0, α

′), à äëÿ (i, α) è α′ ñóùåñòâóåòåäèíñòâåííûé ýëåìåíò
i′ òàêîé, ÷òî (i, α) ∼ (i′, α′). Òîãäà x = (i′, α0) è [i′, α0] • [i0, α′] = [i′, α′].
Âòîðîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî �

Ïîëó÷åííàÿ êâàçèãðóïïà = = 〈M × N ; ∼, •〉 ÿâëÿåòñÿ ëóïîé, åñëè â
íåé åñòü åäèíèöà.

Ëåììà 7. Ýëåìåíò e = [i0, α0] ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé â êâàçèãðóïïå
= = 〈M ×N ; ∼, •〉 ♦

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ýëåìåíòà [q] ∈ [M × N ], è ýëåìåíòîâ i0 ∈ M ,
α0 ∈ N ïî àêñèîìå M1, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû i ∈ M, α ∈ N òàêèå ÷òî
(i, α0) ∼ (i0, α) ∼ q. Òîãäà q • e = [i, α0] • [i0, α0] = [i, α0] = q è
e • q = [i0, α0] • [i0, α] = [i0, α] = q �

Ëóïà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, åñëè îíà àññîöèàòèâíà.
Ëåììà 8. Åñëè íà êâàçèãðóïïå = = 〈M×N ; ∼, •〉 âûïîëíåíà àêñèîìà

M3 (óñëîâèå Ðåéäåìåéñòåðà), òî îíà àññîöèàòèâíà è ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ♦
Äîêàçàòåëüñòâî. Â àêñèîìå Ì3 ïðîèçâåäåì çàìåíó, óâåëè÷èâ èíäåê-

ñû âñåõ ýëåìåíòîâ íà åäèíèöó

(i1, α3) ∼ (i3, α1)&(i1, α4) ∼ (i3, α2)&(i2, α3) ∼ (i4, α1)⇒ (i2, α4) ∼ (i4, α2).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ p1 = [i1, α0], p2 = [i2, α0], p3 = [i3, α0], p4 = [i4, α0],
q1 = [i0, α1], q2 = [i0, α2], q3 = [i0, α3], q4 = [i0, α4]. Òîãäà àêñèîìà Ì3
ïåðåéäåò â àêñèîìó

p1 • q3 = p3 • q1&p1 • q4 = p3 • q2&p2 • q3 = p4 • q1 ⇒ p2 • q4 = p4 • q2.
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Äëÿ ëþáûõ x, y, z cäåëàåì ñëåäóþùèå ïîäñòàíîâêè p1 = e, p2 = x,
p3 = y, p4 = x • y, q1 = e, q2 = z, q3 = y, q4 = y • z, ïîëó÷èì:

y = y&y • z = y • z&x • y = x • y ⇒ x • (y • z) = (x • y) • z.

Ïîñêîëüêó ïîñûëêà ïðàâèëà, î÷åâèäíî, âûïîëíåíà, òî èìååò ìåñòî
çàêëþ÷åíèå, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àññîöèàòèâíîñòü �

Ñëåäñòâèå 1. Àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëüþ çàêîíà ðàíãà (2, 2) ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïà = = 〈M ×N ; ∼, •〉 ♦

4 Îáùèå ðåçóëüòàòû.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû 〈M,N, B; f, g〉
ðàíãà (2, 2), íåçíà÷èòåëüíî èçìåíèâ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû èç [7].

Òåîðåìà 1 (Èîíèí). Àëãåáðà 〈M,N, B; f, g〉 ïðè óñëîâèè M̂ = M, B̂ =

B, N̂ = N, B̂ = B èçîìîðôíà àëãåáðå 〈B,B,B; ·, g〉, ãäå 〈B; ·,−1 , e〉 � ãðóï-
ïà, à îòîáðàæåíèÿ

f(x, u) = x · u,

f(x, u) = g(f(x, v), f(y, u), f(y, v)) = f(x, v) · (f(y, v))−1 · f(y, u).

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó àêñèîì A1 è A2 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k ∈M, γ ∈
N, t ∈ B, ïîñòðîèì îòîáðàæåíèÿ

fk : N→ B, fγ : M→ B

â âèäå
fk(α) = f(k, α) è fγ(i) = f(i, γ).

Òîãäà òðîéêà îòîáðàæåíèé (fγ, fk, id) áóäåò çàäàâàòü ïåðåõîä ê ýêâèâà-
ëåíòíîé àëãåáðå 〈B,B,B; f ′, g〉, ãäå

f ′(x, y) = f(f−1γ (x), f−1k (y)).

Ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîãî e ∈ B è îòîáðàæåíèÿ f1(x) = f ′(x, e), ïåðåé-
ä¼ì ê ýêâèâàëåíòíîé àëãåáðå

(f−11 , id, id) : 〈B,B,B; f ′, g〉 → 〈B,B,B; f ′′, g〉

ñ îòîáðàæåíèåì f ′′(x, y) = f ′(f−11 (x), y), äëÿ êîòîðîé áóäåò âûïîëíåíî

f ′′(x, e) = f ′(f−11 (x), e) = f1(f
−1
1 (x)) = x.

11



Àíàëîãè÷íî, ïðè ïîìîùè ôóíêöèè f2(x) = f ′′(e, x) ïåðåéä¼ì ê ýêâèâà-
ëåíòíîé àëãåáðå ñ îòîáðàæåíèåì

f ′′′(x, y) = f ′′(x, f−12 (y)).

Íà ìíîæåñòâå B îïðåäåëèì îïåðàöèþ x · y = f ′′′(x, y), òîãäà äëÿ íå¼
ñïðàâåäëèâî

x · e = e · x = x,

ò.î. ñ ó÷¼òîì A1 è A2 àëãåáðà 〈B; ·, e〉 áóäåò ëóïîé.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y, u, v ∈ B ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî x · u = g(x ·

v, y · u, y · v). Òîãäà äëÿ êîðòåæåé (x, e) è (y · z, y) ïîëó÷àåòñÿ òîæäåñòâî

x · (y · z) = g(x · y, e · (y · z), e · y) = g(x · y, y · z, y),

ñ äðóãîé ñòîðîíû äëÿ êîðòåæåé (x · y, y) è (z, e):

(x · y) · z = g((x · y) · e, y · z, y · e) = g(x · y, y · z, y),

ò.î., îïðåäåë¼ííàÿ âûøå îïåðàöèÿ áóäåò àññîöèàòèâíîé, ñëåäîâàòåëüíî,
〈B; ·,−1 , e〉 � ãðóïïà.

Äëÿ ãðóïïû ìîæíî çàïèñàòü òîæäåñòâî x · u = (x · v) · (y · v)−1 · (y · u)
òàê, ÷òî

g(x, z, y) = x · z−1 · y. (3)

Ëþáîå äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ g áóäåò åãî ïðîèçâîäíûì, ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ àëãåáðû 〈B,B,B; ·, g〉. �

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè, âìåñòî ìíîæåñòâà B, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå
ïîëå F , òî êîëè÷åñòâî íåèçîìîðôíûõ àëãåáð 〈F, F, F ; ·, g〉 íàä ïîëåì F
áóäåò ñîâïàäàòü ñ êîëè÷åñòâîì íåèçîìîðôíûõ ãðóïï, ïîñòðîåííûõ íàä
ïîëåì F . Åñëè |F | < ∞, òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ãðóïï îïðåäåëÿåòñÿ òîëü-
êî ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà F . Åñëè |F | = p, ãäå p�ïðîñòîå, òî ýòî áóäåò
åäèíñòâåííàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Åñëè F = R, à ôóíêöèÿ f ãëàäêàÿ
ïî ñâîèì àðãóìåíòàì, òî, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ýòî áóäåò åäèí-
ñòâåííàÿ àääèòèâíàÿ îïåðàöèÿ [2].

Ïðîâåðÿåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Åñëè ôóíêöèþ (3) íàä ìíîæåñòâîì
R çàïèñàòü â èçîìîðôíîì ìóëüòèïëèêàòèâíîì âèäå, òî ïðèä¼ì ê âûðà-
æåíèþ (2) èç çàêîíà Íüþòîíà.

Îïðåäåëåíèå 11. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà B îïðåäåëèì äèà-
ãîíàëü

4Bn = {(x1, . . . , xn) ∈ Bn|x1 = x2 ∨ x1 = x3 ∨ . . . ∨ xn−1 = xn}.

Èíûìè ñëîâàìè, êîðòåæ (x1, . . . , xn) ïðèíàäëåæèò äèàãîíàëè4Bn , êîãäà
â ýòîì êîðòåæå õîòÿ áû äâà ýëåìåíòà xi è xj ïðè i 6= j ñîâïàäàþò: xi = xj.
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Îïðåäåëåíèå 12. Ãðóïïà Tn(B) ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà B íà-
çûâàåòñÿ òî÷íî n�òðàíçèòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ íåðàâíûõ êîðòå-
æåé (x1, x2, . . . , xn) 6= (y1, y2, . . . , yn) ∈ Bn \ 4Bn , íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííûé
ýëåìåíò ãðóïïû g ∈ Tn(B), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî g(xi) = yi äëÿ
i ∈ {1, . . . , n}.

Ðàññìîòðèì äàëåå ïðîèçâîëüíîå ïîëå F .
Òåîðåìà 2. Àëãåáðà 〈M,N, F ; f, g〉 ðàíãà (3, 2) ïðè óñëîâèè, ÷òî

M̂2 = M2 \ 4M2 , F̂ 2 = F 2 \ 42
F 2 , N̂ = N, F̂ = F , èçîìîðôíà àë-

ãåáðå 〈F, F 2 \ 4F 2 , F ; f ′, g′〉 òàêîé, ÷òî ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ f ′ :
F × (F 2 \ 4B2) → F ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷íî äâàæäû òðàíçèòèâíóþ
ãðóïïó T2(F ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k1 6= k2 ∈M, γ ∈ N, âîñïîëüçîâàâøèñü àêñèîìàìè
A1 è A2, ïðè ïîìîùè áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé

f1 : M→ F , F1 : N→ F 2 \ 4F ,

îïðåäåë¼ííûõ â âèäå

f1(i) = f(i, γ), F1(α) = (f(k1, α), f(k2, α)),

ïåðåéä¼ì ê èçîìîðôíîé àëãåáðå 〈F, F̂ 2, F ; f ′, g〉 ñ ôóíêöèåé

f ′(x, y, z) = f(f−11 (x), F−11 (y, z)).

Ïðè ïîìîùè ôóíêöèè

f2(x) = f ′(x, 1, 0),

ãäå 1, 0 ∈ F è òðîéêè îòîáðàæåíèé (f−12 , id, id) ïåðåéä¼ì ê èçîìîðôíîé
àëãåáðå ñ ôóíêöèåé

f ′′(x, y, z) = f ′(f−12 (x), y, z).

Äàëåå, ïðè ïîìîùè åù¼ îäíîãî îòîáðàæåíèÿ

F2(y, z) = (f ′′(1, x, y), f ′′(0, x, y)),

ïåðåéä¼ì ê èçîìîðôíîé àëãåáðå 〈F, F̂ 2, F ; f ′′′, g〉 ñ ôóíêöèåé

f ′′′(x, y, z) = f ′′(x, F−12 (y, z)).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èç ïîñòðîåíèÿ, äëÿ äàííîé ôóíêöèè ñïðàâåäëè-
âû òîæäåñòâà:
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f ′′′(1, y, z) = y, f ′′′(0, y, z) = z, f ′′′(x, 1, 0) = x. (4)

Íà ìíîæåñòâå F̂ 2 îïðåäåëèì îïåðàöèþ(
x1
x2

)
·
(
y1
y2

)
=

(
f ′′′(x1, y1, y2)
f ′′′(x2, y1, y2)

)
,

òîãäà àëãåáðà 〈F̂ 2; ·〉, ñ ó÷¼òîì àêñèîì A1 è A2, áóäåò êâàçèãðóïïîé, à ñ
ó÷¼òîì òîæäåñòâ (4) � ëóïîé. Äëÿ ïðîâåðêè àññîöèàòèâíîñòè, ââåä¼ííîé

îïåðàöèè, ïîñòðîèì íîâîå îòîáðàæåíèå G : F̂ 2
3
→ F̂ 2 â âèäå

G

((
x1
x2

)
,

(
y1
y2

)
,

(
z1
z2

))
=

(
g(x1, y1, y2, z1, z2)
g(x2, y1, y2, z1, z2)

)
.

Òîãäà, àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1, ñðàâíèâàÿ îòîáðàæåíèå G, ïîñòðîåííîå, ñ
îäíîé ñòîðîíû íàä äâóìÿ êîðòåæàìè((

x1
x2

)
,

(
1
0

))
è

((
y1
y2

)
·
(
z1
z2

)
,

(
y1
y2

))
,

à ñ äðóãîé ñòîðîíû íàä êîðòåæàìè((
x1
x2

)
·
(
y1
y2

)
,

(
y1
y2

))
è

((
z1
z2

)
,

(
1
0

))
,

òîãäà ïðèä¼ì ê àññîöèàòèâíîñòè ââåä¼ííîé îïåðàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî 〈F̂ 2; ·,−1 ,
(

1
0

)
〉

� ãðóïïà.

Ïîñòðîåííàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà F̂ 2 áóäåò òî÷íî òðàí-
çèòèâíîé, òîãäà ýòà æå ãðóïïà, êàê ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà
F, áóäåò òî÷íî äâàæäû òðàíçèòèâíîé. Èçâåñòíî, ÷òî ïî÷òèîáëàñòü (à,
â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïî÷òèïîëå, òåëî èëè ïîëå) ñâÿçàíà ñ åäèíñòâåííîé, ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, òî÷íî äâàæäû òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ïî÷òèîáëàñòè [8, 9].

Ôóíêöèÿ G áóäåò èìåòü òàêîé æå âèä (3), êàê è â òåîðåìå 1, òîãäà
ôóíêöèþ g ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

g(x, y1, y2, z1, z2) = f ′′′

(
x,

(
z1
z2

)−1
·
(
y1
y2

))
.

Ñ ó÷¼òîì (4) ôóíêöèþ f ′′′ ìîæíî çàïèñàòü [10] â âèäå

f ′′′(x, y, z) = x(y − z) + z,
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ñïðàâåäëèâîì êàê äëÿ ïîëÿ F , òàê è äëÿ ïî÷òèïîëÿ èëè ïî÷òèîáëàñòè.
�

Ñëåäñòâèå 3. Íàä íåêîòîðûìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè F ìîæíî ïîñòðî-
èòü ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ

τ : F ∗ × F ∗ → F ∗,

ãäå F ∗ = F \ {0} òàê, ÷òî 〈F ∗; τ, Eτ , 1〉 � ãðóïïà, íå èçîìîðôíàÿ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîé ãðóïïå 〈F ∗; ·,−1 , 1〉 ïîëÿ F . Â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðà 〈F ; τ,+, Eτ ,−, 1, 0〉
áóäåò ïî÷òèïîëåì [11] è íàä ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëÿìè F áóäåò íåñêîëü-
êî ðåøåíèé äëÿ ôóíêöèè f , ïðèâîäÿùèõ ê íåèçîìîðôíûì ãðóïïàì T2(F ).
Ïîìèìî âñåãäà ñóùåñòâóþùåãî ðåøåíèÿ

f (1)(x, y, z) = x(y − z) + z,

áóäóò åù¼ ðåøåíèÿ

f (i)(x, y, z) = τi(x, y − z) + z

â êîëè÷åñòâå, çàâèñÿùåì îò êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ íåèçîìîðôíûõ ãðóï-
ïîâûõ îïåðàöèé τi. Íàëè÷èå òàêèõ îïåðàöèé è èõ êîëè÷åñòâî çàâèñèò
îò êîíêðåòíîãî ïîëÿ F . Íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë äëÿ ãëàäêèõ f
èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ñëåäñòâèå 4. Íàä ïîëåì F âûðàæåíèå g(x2, y1, y2, z1, z2) = x1 ìîæíî
çàïèñàòü â íåÿâíîì âèäå, ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ:∣∣∣∣∣∣

x1 x2 1
y1 y2 1
z1 z2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ñðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü èç ñëåäñòâèÿ 3 ñ îïðåäåëèòåëåì èç çàêîíà
Îìà, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî çàêîí Îìà â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ðàññìàò-
ðèâàåìîìó òèïó çàêîíîâ ðàíãà (3,2).

Ðàññìîòðèì àëãåáðó
〈
M,N, F ; f, g

〉
ðàíãà (4, 2) íàä ðàñøèðåííûì ïî-

ëåì F = F ∪ {∞} ñ àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòüþ ∞.
Òåîðåìà 3. Àëãåáðà

〈
M,N, F ; f, g

〉
ðàíãà (4, 2) ïðè óñëîâèè, ÷òî

M̂3 = M3 \ 4M3 , F̂
3
= F

3 \ 4
F

3 , N̂ = N, F̂ = F èçîìîðôíà àëãåáðå

〈F , F 3 \ 4
F

3 , F ; f, g〉, òàêîé, ÷òî ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ f : F ×(
F

3 \ 4
F

3

)
→ F ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷íî òðèæäû òðàíçèòèâíóþ

ãðóïïó T3(F ).
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Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ, ïîïàðíî íåðàâíûõ k1, k2, k3 ∈M, γ ∈ N, âîñïîëü-
çîâàâøèñü àêñèîìàìè A1 è A2, ïðè ïîìîùè áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé

f1 : M→ F , F1 : N→ F
3 \ 4

F
3 ,

îïðåäåë¼ííûõ â âèäå

f1(i) = f(i, γ), F1(α) = (f(k1, α), f(k2, α), f(k3, α)),

ïåðåéä¼ì ê èçîìîðôíîé àëãåáðå 〈F , F 3 \ 4
F

3 , F ; f ′, g〉 ñ ôóíêöèåé

f ′(x, y, z, t) = f(f−11 (x), F−11 (y, z, t)).

Äàëåå, ïðè ïîìîùè ôóíêöèè

f2(x) = f ′(x, 1, 0,∞),

ãäå 1, 0,∞ ∈ F è òðîéêè îòîáðàæåíèé (f−12 , id, id), ïåðåéä¼ì ê èçîìîðô-
íîé àëãåáðå ñ ôóíêöèåé

f ′′(x, y, z, t) = f ′(f−12 (x), y, z, t),

à çàòåì, ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ

F2(y, z, t) = (f ′′(1, x, y), f ′′(0, x, y), f ′′(∞, x, y)),

ïåðåéä¼ì ê èçîìîðôíîé àëãåáðå 〈F , F 3 \ 4
F

3 , F ; f ′′′, g〉 ñ ôóíêöèåé

f ′′′(x, y, z, t) = f ′′(x, F−12 (y, z, t)).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èç ïîñòðîåíèÿ äëÿ äàííîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâû
òîæäåñòâà:

f ′′′(1, y, z, t) = x, f ′′′(0, y, z, t) = z, f ′′′(∞, y, z, t) = t, f ′′′(x, 1, 0,∞) = x.
(5)

Íà ìíîæåñòâå F
3 \ 4

F
3 îïðåäåëèì îïåðàöèþ x1

x2
x3

 ·
 y1

y2
y3

 =

 f ′′′(x1, y1, y2, y3)
f ′′′(x2, y1, y2, y3)
f ′′′(x3, y1, y2, y3)

 ,

òîãäà àëãåáðà 〈F̂ 3
; ·〉, ñ ó÷¼òîì àêñèîì A1 è A2, áóäåò êâàçèãðóïïîé, à ñ

ó÷¼òîì òîæäåñòâ (5) � ëóïîé. Äëÿ ïðîâåðêè àññîöèàòèâíîñòè äàííîé îïå-

ðàöèè, àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2, ïîñòðîèì íîâîå îòîáðàæåíèå G : F̂
3
3

→ F̂
3
,
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ïðè ïîìîùè êîòîðîãî, àíàëîãè÷íî, ïðèä¼ì ê àññîöèàòèâíîñòè ââåä¼ííîé

îïåðàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈F̂ 3
; ·,−1 ,

 1
0
∞

〉 � ãðóïïà, à èç ïîñòðîåíèÿ

êàê ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà F áóäåò òî÷íî òðèæäû òðàíçè-
òèâíîé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íî òðèæäû òðàíçèòèâíûõ ãðóïï â [12] áûëî
ââåäåíî ÊÒ�ïîëå, ÿâëÿþùååñÿ ïàðîé (B, ε), ãäå B � ïî÷òèîáëàñòü, ε �
àâòîìîðôèçì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïî÷òèîáëàñòè. Äëÿ àâòîìîð-
ôèçìà ε ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

ε(1− ε(x)) = 1− ε(1− x)

äëÿ x ∈ B \ {1, 0}. ÊÒ�ïîëå, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ñâÿçàíî ñ
åäèíñòâåííîé òî÷íî òðèæäû òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ÊÒ�
ïîëÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ÊÒ�ïîëå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííûì ïîëåì
F , òîãäà àâòîìîðôèçì ε(x) = x−1, à òî÷íî òðèæäû òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèÿ F � ãðóïïà ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàñøèðåííîãî
ïîëÿ F . �

Ñëåäñòâèå 5. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû F̂
3
, ïðè x3 6= ∞, 0 ñ

ó÷¼òîì (5), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: x1
x2
x3

 =

 ϕ3

(
x1x

−1
3

)
ϕ3

(
x2x

−1
3

)
∞

 ∞0
1

 x1
0
∞

 ,

åñëè x3 = 0, òî  x1
x2
0

 =

 ε (x1)
ε (x2)
∞

 1
∞
0

 ,

ãäå îòîáðàæåíèÿ
ϕ2, ϕ3, ε : F → F

îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå

ϕ2(x) = f ′′′(x, 0, 1,∞), ε(x) = f ′′′(x, 1,∞, 0), ϕ3(x) = f ′′′(x,∞, 0, 1),

ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ϕ2εϕ2(x) = εϕ2ε(x) = ϕ3(x) è ε2(x) = x.

Äåéñòâèå àâòîìîðôèçìà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ε åñòåñòâåííî ðàñ-
øèðÿåòñÿ íà âñ¼ ìíîæåñòâî F òàê, ÷òî ε(0) = ∞ è ε(∞) = 0. Â ýòîì
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ñëó÷àå ôóíêöèþ f ′′′ ìîæíî çàïèñàòü

f ′′′(x, y1, y2, y3) =


τi (x, (y1 − y2)) + y2, y3 =∞
ε (τi (x, (ε (y1)− ε (y2))) + ε (y2)) , y3 = 0
ϕ3

(
τi
(
x, (ϕ3

(
y1y
−1
3

)
− ϕ3

(
y2y
−1
3

)
)
)
+ ϕ3 (y2)

)
y3, y3 6=∞, 0

,

(6)
ãäå τi � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà, ïðè i = 1 � ýòî ìóëüòèïëèêàòèâ-
íàÿ ãðóïïà ïîëÿ F , à ïðè i > 1 ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïî÷òèïîëåé,
ïîñòðîåííûõ íàä äàííûì ïîëåì, åñëè òàêîå ïîñòðîåíèå âîçìîæíî.

Ôóíêöèÿ G áóäåò èìåòü òàêîé æå âèä (3), êàê è â òåîðåìå 1 è 2, òîãäà
ôóíêöèþ g ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

g(x, y1, y2, y3, z1, z2, z3) = f ′′′

x,
 z1

z2
z3

−1 ·
 y1

y2
y3

 .

Ñëåäñòâèå 6. Äëÿ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
âûðàæåíèå g(x2, y1, y2, y3, z1, z2, z3) = x1 ìîæíî çàïèñàòü [15] â íåÿâíîì
âèäå, ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ:∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x1x2 1
y1 z1 y1z1 1
y2 z2 y2z2 1
y3 z3 y3z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (7)

êîòîðîå áóäåò ñïðàâåäëèâûì è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ F .
Ñëåäñòâèå 7. Åñëè ââåñòè íîâóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ îïåðàöèþ, ñîâ-

ïàäàþùóþ ñ îáû÷íîé, çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ îñîáûõ òî÷åê 0 è ∞, äëÿ
êîòîðîé, êàê îáû÷íî, âûïîëíÿåòñÿ

0 · x = 0, ∞ · x =∞,

íî, ïðè óìíîæåíèè ñïðàâà

x · 0 = ϕ2(x) = f ′′′(x, 0, 1,∞), x · ∞ = ϕ3(x) = f ′′′(x,∞, 0, 1).

Ñëåäîâàòåëüíî,
∞ · 0 =∞, 0 · ∞ = 0

è, êðîìå òîãî,
0 · 0 =∞ ·∞ = 1

òàê, ÷òî îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îáðàòíîãî E : F → F ðàñøèðÿåòñÿ íà âñ¼
ìíîæåñòâî E(x) · x = 1. Â ýòîì ñëó÷àå

f ′′′(x, y1, y2, y3) = ϕ3(ϕ2(x · ϕ2

(
ϕ3

(
y1 · y−13

)
ϕ2Eϕ3

(
y2 · y−13

))
)) · y3.
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Ïðè ýòîì, â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå
〈
F ; ·, E, ϕ2, ϕ3, 1, 0,∞

〉
, îïåðàöèè áó-

äóò îïðåäåëåíû íà âñ¼ì ìíîæåñòâå F , â îòëè÷èå îò ÷àñòè÷íîé àëãåáðà-
è÷åñêîé ñèñòåìû ðàñøèðåííîãî ïîëÿ �

〈
F ; ·,+,−1 ,−, 1, 0,∞

〉
, êîãäà îïå-

ðàöèè (·,−1 ,−) îïðåäåëåíû ÷àñòè÷íî.

5 Çàêëþ÷åíèå.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Æîðäàíà [13] ñðåäè êîíå÷íûõ ãðóïï îòñóò-
ñòâóþò òî÷íî òðàíçèòèâíûå ãðóïïû áîëåå òðåòüåãî ïîðÿäêà, çà èñêëþ-
÷åíèåì ñèììåòðè÷åñêèõ, çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï è ãðóïï Ìàòüå. Ñðåäè
òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï òàêæå îòñóòñòâóþò òî÷íî òðàíçèòèâíûå ãðóïïû
áîëåå òðåòüåãî ïîðÿäêà [14]. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäî-

âàíèé íàäî ïåðåõîäèòü ê ðåøåíèÿì íàä äðóãèìè ïîäãðóïïàìè M̂n è ê
ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àåâ ñ m > 1.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî B ýòî ïîëå âåùåñòâåííîå ÷èñåë R, à ôóíê-
öèè f è g � ãëàäêèå, áûëè íàéäåíû âñå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ [15]. Çàïè-
øåì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ëîêàëüíî îáðàòèìîé çàìåíû
êîîðäèíàò â ìíîãîîáðàçèÿõ M =Rm,N =Rn è ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ψ(f)→ f , ãäå ψ � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé
ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ ïðîèçâîäíîé, ïðè÷¼ì m ≤ n:
m = n ≥ 1: 

f(i, α) = x1i ξ
1
α + . . .+ xm−1i ξm−1α + xmi ξ

m
α ,∣∣∣∣∣∣∣

f(i1, α1) · · · f(i1, αm+1)
...

. . .
...

f(im+1, α1) · · · f(im+1, αm+1)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,
(8)



f(i, α) = x1i ξ
1
α + . . .+ xm−1i ξm−1α + xmi + ξmα ,∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 · · · 1
1 f(i1, α1) · · · f(i1, αm+1)
...

...
. . .

...
1 f(im+1, α1) · · · f(im+1, αm+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,
(9)
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m = n− 1 ≥ 2:

f(i, α) = x1i ξ
1
α + . . .+ xmi ξ

m
α + ξm+1

α ,∣∣∣∣∣∣∣
1 f(i1, α1) · · · f(i1, αm+1)
...

...
. . .

...
1 f(im+2, α1) · · · f(im+2, αm+1)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ò.î., â ñëó÷àå m = n > 1 èìååòñÿ äâà è òîëüêî äâà íåýêâèâàëåíòíûõ
ðåøåíèÿ (8) è (9). Â ñëó÷àå m = n − 1 > 1 òàêîå ðåøåíèå áóäåò
åäèíñòâåííûì. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïàð çíà÷åíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m
è n, ïðè îãîâîðåííîì óñëîâèè m ≤ n, ðåøåíèé íå ñóùåñòâóþò.
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