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À.À.Ñèìîíîâ

Ïîíÿòèå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû âïåðâûå ââåäåíî Þ.È.Êóëàêîâûì â [1]. Âî
âñåõ ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ Êóëàêîâà è äðóãèõ àâòîðîâ ýòè ñòðóêòóðû ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü íå íà àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâàõ, à íà ìíîæåñòâàõ, îñíàù¼ííûõ
êàêèìè-íèáóäü äðóãèìè ñòðóêòóðàìè, êàê ïðàâèëî, ñòðóêòóðàìè àíàëèòè÷å-
ñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Â ðàáîòå [2] Â.Ê.Èîíèí âïåðâûå ðàññìîòðåë ôèçè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó ðàíãà (2, 2) íà àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâàõ íå íàäåëÿÿ èõ äîïîëíè-
òåëüíûìè ñòðóêòóðàìè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû òàêæå áóäåì èñõîäèòü èç àá-
ñòðàêòíûõ ìíîæåñòâ, íî ðàññìîòðèì äðóãîé êëàññ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïðîñòåé-
øåé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà ðàíãà 3. Ïåðåéä¼ì ê òî÷íûì
ôîðìóëèðîâêàì:
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíà ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà ðàíãà
3, åñëè çàäàíà ÷åòâ¼ðêà (f, h,M, N):

h : N ×N → M

f : M ×M → M

è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:
Àêñèîìà 1.
f, h - ñþðúåêòèâíûå ôóíêöèè.
Àêñèîìà 2.
Ìîùíîñòè ìíîæåñòâ: |M | > 3, |N | > 3.
Àêñèîìà 3.

(∀x, y, z ∈ N) : h(x, y) = f(h(x, z), h(y, z)).
Àêñèîìû 1-2 ÿâëÿþòñÿ, â áîëüøåé ñòåïåíè, òåõíè÷åñêèìè àêñèîìàìè, à àêñè-

îìà 3, ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì ïðèíöèïà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé
ñèììåòðèè � îñíîâíîãî ïîñòóëàòà òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ðàññìîòðèì,
äàëåå, ÷åòâ¼ðêó 〈x̂, ŷ, ẑ, t̂〉 è çàïèøåì óðàâíåíèå èç àêñèîìû 3 äëÿ âñåõ òðîåê
èç íå¼: 〈x̂, ŷ, ẑ〉, 〈x̂, ŷ, t̂〉, 〈x̂, ẑ, t̂〉, 〈ŷ, ẑ, t̂〉. Èç ýòèõ ÷åòûð¼õ óðàâíåíèé, ïðè ïîìî-
ùè çàìåíû h(x̂, t̂) = x, h(ŷ, t̂) = y, h(ẑ, t̂) = z, ëåãêî ïîëó÷èòü ôóíêöèîíàëüíîå
óðàâíåíèå:
(1) f(x, y) = f(f(x, z), f(y, z)),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèì-
ìåòðèè. Äàëåå íàéä¼ì ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó:
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Òåîðåìà 1
Åñëè:
1. â ãðóïïîèäå (f, M) äëÿ (∀x, y, z ∈ M) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1),
2. (∃zo ∈ M) : x 7−→ f(zo, x) � ñþðúåêöèÿ 1,
òîãäà ãðóïïîèä (f, M) èçîòîïåí ãðóïïå (◦, M) òàê, ÷òî:

f(x, y) = x ◦ y−1.

10. Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó: zo, zo, y ∈ M (äàëåå, äëÿ ïðîñòîòû,
èíîãäà áóäåì îïóñêàòü óïîìèíàíèå ìíîæåñòâà), òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ 1 òåîðåìû
ìîæåì çàïèñàòü:

f(zo, zo) = f(f(zo, y), f(zo, y)),
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå f(zo, zo) = ε, ò.ê. f(zo, x) - ñþðúåêöèÿ òî ïðåäûäóùåå âû-
ðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

(∀x ∈ M) : f(x, x) = ε.

20. Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãóþ óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó zo, y, y:
f(zo, y) = f(f(zo, y), f(y, y)) = f(f(zo, y), ε),

èíà÷å ãîâîðÿ ýëåìåíò ε ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì:
(∀x ∈ M) : f(x, ε) = x.

30. Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ ζ îïðåäåë¼ííóþ êàê:
f(ε, x) ≡ ζ(x).

Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó x, y, x ∈ M :
(2) f(x, y) = f(f(x, x), f(y, x)) = f(ε, f(y, x)) = ζ(f(y, x))

îòêóäà ñëåäóåò:

(∀x ∈ M) : ζ(ζ(x)) = x.

Êðîìå òîãî èç f(ε, ε) = ε ñëåäóåò ζ(ε) = ε.
40. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ζ � áèåêöèÿ, äåéñòâèòåëüíî èç (2) ñëåäóåò, ÷òî ζ �
ñþðúåêöèÿ, îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü å¼ èíúåêòèâíîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî:

(∃x̂, x ∈ M) : x̂ 6= x, ζ(x̂) = ζ(x)

Òîãäà ïîäåéñòâóåì ôóíêöèåé ζ íà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ζ(x̂) = ζ(x) ⇒
x̂ = ζ(ζ(x̂)) = ζ(ζ(x)) = x.

Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ò.î. íàøå äîïóùåíèå íåâåðíî.
50. Ïðè ïîìîùè èçîòîïèè ðàññìîòðèì íîâûé ãðóïïîèä (◦,M):

x ◦ y ≡ f(x, ζ(y))

è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû ãðóïïû. Äåéñòâèòåëüíî ââå-
ä¼ííûé â ï. 10 ýëåìåíò ε â ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 30 ÿâëÿåòñÿ êàê ïðàâûì:

x ◦ ε = f(x, ζ(ε)) = f(x, ε) = x,

1Ïðè ïîìîùè ïåðåîáîçíà÷åíèÿ f(x, y) → g(y, x) óðàâíåíèå f(x, y) = f(f(z, x), f(z, y)) ñâî-
äèòñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó ñ îäíîâðåìåííîé çàìåíîé óñëîâèÿ 2 íà (∃zo ∈ M) : x → f(x, zo) �
ñþðúåêöèÿ.
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òàê è ëåâûì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì:
ε ◦ x = f(ε, ζ(x)) = ζ(ζ(x)) = x.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî íåéòðàëüíûé ýëåìåíò íå åäèíñòâåíåí, ò.å. (∃ε̂ ∈ M)
òàêîé, ÷òî ε̂ 6= ε è (∀x ∈ M): ε̂ ◦ x = x ◦ ε̂ = x, òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû ε̂ ◦
ε = ε, à ñ äðóãîé ñòîðîíû ε̂ ◦ ε = ε̂, ò.î. îáðàçîì ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ
ñ ïðåäïîëîæåíèåì. Èòàê ãðóïïîèä (◦,M) èìååò åäèíñòâåííûé íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò ε.
60. Ïîêàæåì òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà, ò.å.
(∀x ∈ M), (∃! ζ(x) ∈ M) : ζ(x) ◦ x = x ◦ ζ(x) = ε. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ï. 10

Ïðîâåðèì ζ(x) â êà÷åñòâå ëåâîãî îáðàòíîãî ýëåìåíòà:
ζ(x) ◦ x = f(ζ(x), ζ(x)) = ε,

äëÿ ïðàâîãî îáðàòíîãî ïîëó÷èì:
x ◦ ζ(x) = f(x, ζ(ζ(x))) = f(x, x) = ε.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà ζ(x), ÷òî ýêâèâàëåíò-
íî óòâåðæäåíèþ: (∀z, ẑ ∈ M) èç ðàâåíñòâà f(z, ẑ) = ε ⇒ z = ẑ. Äîïóñòèì
ïðîòèâîïîëîæíîå, ïóñòü íàéäóòñÿ z 6= ẑ ∈ M , ÷òî f(z, ẑ) = ε. Ðàññìîòðèì
óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó z, ε, ẑ:

z = f(z, ε) = f(f(z, ẑ), f(ε, ẑ)) = f(ε, ζ(ẑ)) = ζ(ζ(ẑ)) = ẑ.

Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ò.î. íàøå äîïóùåíèå íåâåðíî. Èòàê â ãðóïïîèäå
(◦,M) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îáðàòíûé ýëåìåíò
� ζ(x), îáîçíà÷èì åãî êàê x−1. Äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ
ìîæíî çàïèñàòü 2:

f(x, y) = x ◦ y−1.

70. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî íà (◦,M) âûïîëíÿåòñÿ àññîöèàòèâíîñòü. Ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó x, ε, y:
(3) x ◦ ε−1 = (x ◦ y−1) ◦ (ε ◦ y−1)−1 ⇒ x = (x ◦ y−1) ◦ y.

Ïåðåïèøåì òåïåðü ñîîòíîøåíèå (2) â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ:
(4) (x ◦ y)−1 = ζ(f(x, y−1)) = f(y−1, x) = y−1 ◦ x−1.

Îïðåäåëèì òåïåðü óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó: x, (y ◦ z)−1, y−1 òîãäà â íîâûõ
îáîçíà÷åíèÿõ è ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé (3), (4):

x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ ((y ◦ z)−1 ◦ y)−1 = (x ◦ y) ◦ (z−1)−1 = (x ◦ y) ◦ z.

Ïîëó÷èëè àññîöèàòèâíîñòü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M . Èòàê
â ï. 50 − 70 ïîëó÷èëè âñå àêñèîìû ãðóïïû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè òåïåðü "çàáûòü"îá èñòîêàõ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) � ïðèíöè-
ïå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè, òî ñ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåòü âñå åãî âàðèàíòû, ïîëó÷àþùèåñÿ ïåðåñòà-
íîâêàìè ïåðåìåííûõ x, y, z. Òàêèõ íåñâîäèìûõ äðóã äðóãó âàðèàíòîâ áóäåò
âñåãî âîñåìü (âêëþ÷àÿ óæå ðàññìîòðåííîå óðàâíåíèå):

2èëè â ýêâèâàëåíòíîì âèäå f(x, y) = y−1 ◦ x
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1. f(x, y) = f(f(x, y), f(z, z)), 5. f(x, y) = f(f(x, z), f(z, y)),
2. f(x, y) = f(f(y, x), f(z, z)), 6. f(x, y) = f(f(z, y), f(x, z)),
3. f(x, y) = f(f(x, z), f(y, z)), 7. f(x, y) = f(f(z, x), f(y, z)),
4. f(x, y) = f(f(y, z), f(x, z)), 8. f(x, y) = f(f(y, z), f(z, x)).

Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ íàèáîëüøèé èíòåðåñ, ïîìèìî ðàññìîòðåííîãî óðàâíå-
íèÿ, ïðåäñòàâëÿåò åù¼ óðàâíåíèå ïîä íîìåðîì 4 äëÿ êîòîðîãî ïðåäñòàâèì ïîë-
íîå ðåøåíèå. Óðàâíåíèÿ 1-2 î÷åíü ýêçîòè÷íû è íàêëàäûâàþò ñëàáûå îãðàíè-
÷åíèÿ. Åñëè èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî f � êâàçèãðóïïà òî ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâ-
íåíèÿ áóäåò ïðîèçâîëüíàÿ ëóïà (◦,M) òàê, ÷òî f(x, y) = x ◦ y−1 èëè f(x, y) =
−1y ◦x (ãäå −1y � ëåâûé îáðàòíûé ýëåìåíò). Ðåøåíèåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ áóäåò
ëóïà (◦,M) ñ óñëîâèåì: (∀x ∈ M): x−1 = −1x òàê, ÷òî f(x, y) = x−1 ◦ y èëè
f(x, y) = y ◦ x−1.

Óðàâíåíèÿ 5-8, â îòëè÷èå îò 1-2, íàîáîðîò, íàêëàäûâàþò î÷åíü ñèëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ òàê, ÷òî èõ ðåøåíèÿìè áóäóò àáåëåâû ãðóïïû (◦,M) ñ äîïîëíèòåëü-
íûì óñëîâèåì: (∀x ∈ M): x−1 = x òàê, ÷òî f(x, y) = x ◦ y.
Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå 4:

Òåîðåìà 2
Åñëè:
1. â ãðóïïîèäå (f, M) (∀x, y, z ∈ M) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

f(x, y) = f(f(y, z), f(x, z)),

2. (∃zo ∈ M): x → f(zo, x) � ñþðúåêöèÿ 3,
òîãäà ãðóïïîèä (f, M) èçîòîïåí àáåëåâîé ãðóïïå (◦,M) òàê, ÷òî:

f(x, y) = x−1 ◦ y.

80. Ðàññìàòðèâàÿ óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè (zo, zo, x) è (zo, y, y), êàê è â ï.ï. 10−20

ïðèä¼ì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ê âûâîäàì:
(∀x ∈ M) : f(x, x) = ε,

(∀x ∈ M) : f(ε, x) = x,

ò.å. ýëåìåíò ε ≡ f(zo, zo) ÿâëÿåòñÿ òåïåðü óæå ëåâûì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì.
90. Ââåä¼ì ôóíêöèþ ζ îïðåäåë¼ííóþ êàê:

f(x, ε) ≡ ζ(x).

Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó x, y, x:
f(x, y) = f(f(y, x), f(x, x)) = f(f(y, x), ε) = ζ(f(y, x))

îòêóäà ñëåäóåò:
(∀x ∈ M) : ζ(ζ(x)) = x

Àíàëîãè÷íûì ñ ï. 30−40 òåîðåìû 1 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ζ � áèåêöèÿ è ζ(ε) = ε.
100. Ïðè ïîìîùè èçîòîïèè ðàññìîòðèì íîâûé ãðóïïîèä (◦,M):

x ◦ y ≡ f(ζ(x), y)

è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû ãðóïïû. Äåéñòâèòåëüíî ââå-
ä¼ííûé â ï. 80 ýëåìåíò ε â ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 90 ÿâëÿåòñÿ êàê ëåâûì

ε ◦ x = f(ζ(ε), x) = f(ε, x) = x,

3Ïðè ïîìîùè ïåðåîáîçíà÷åíèÿ f(x, y) → g(y, x) óðàâíåíèå f(x, y) = f(f(z, y), f(z, x)) ñâî-
äèòñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó ñ çàìåíîé óñëîâèÿ 2 íà (∃zo ∈ M) : x → f(x, zo) � ñþðúåêöèÿ
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òàê è ïðàâûì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì:
x ◦ ε = f(ζ(x), ε) = ζ(ζ(x)) = x.

Åäèíñòâåííîñòü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ïîêàçàíà â ï. 50.
110. Ïîêàæåì òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà, ò.å.
(∀x ∈ M), (∃! ζ(x) ∈ M) : ζ(x) ◦ x = x ◦ ζ(x) = ε. Ïðîâåðèì ζ(x) â êà÷åñòâå
ëåâîãî îáðàòíîãî:

ζ(x) ◦ x = f(ζ(ζ(x)), x) = f(x, x) = ε,

äëÿ ïðàâîãî îáðàòíîãî ïîëó÷èì:
x ◦ ζ(x) = f(ζ(x), ζ(x)) = ε.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà ζ(x), ÷òî ýêâèâàëåíòíî
óòâåðæäåíèþ: (∀z, ẑ ∈ M) if f(z, ẑ) = ε ⇒ z = ẑ. Äîïóñòèì ïðîòèâîïîëîæíîå,
ïóñòü íàéäóòñÿ z 6= ẑ ∈ M , ÷òî f(z, ẑ) = ε. Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó
ε, z, ẑ:

z = f(ε, z) = f(f(z, ẑ), f(ε, ẑ)) = f(ε, ẑ) = ẑ.

Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ò.î. íàøå äîïóùåíèå íåâåðíî. Èòàê â ãðóïïîèäå
(◦,M) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îáðàòíûé ýëåìåíò
� ζ(x), îáîçíà÷èì åãî êàê x−1. Äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ
ìîæíî çàïèñàòü:

f(x, y) = x−1 ◦ y.

120. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî íà (◦,M) âûïîëíÿåòñÿ àññîöèàòèâíîñòü. Ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó ζ(x), y, ε:

f(ζ(x), y) = f(f(y, ε), f(ζ(x), ε)) = f(ζ(y), x)

èëè â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ:
x ◦ y = y ◦ x,

ïîëó÷èëè êîììóòàòèâíîñòü â ãðóïïîèäå (◦,M). Äàëåå ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åí-
íóþ òðîéêó x−1, ε, y:
(5) (x ◦ ε) = (ε ◦ y)−1 ◦ (x ◦ y) ⇒ x = y−1 ◦ (x ◦ y).

Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå èç ï. 90 äëÿ ãðóïïîèäà (◦,M):
(6) (x ◦ y)−1 = ζ(f(x−1, y)) = f(y, x−1) = y−1 ◦ x−1.

È, íàêîíåö, ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó (x ◦ y)−1, z, y−1 äëÿ êîòîðîé ñ
ó÷åòîì êîììóòàòèâíîñòè è ñîîòíîøåíèé (5), (6) ìîæíî çàïèñàòü:

(x ◦ y) ◦ z = (z−1 ◦ y−1)−1 ◦ ((x ◦ y) ◦ y−1) ⇒
(x ◦ y) ◦ z = (y ◦ z) ◦ x = x ◦ (y ◦ z).

Ïîëó÷èëè àññîöèàòèâíîñòü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M . Èòàê
â ãðóïïîèäå (◦,M) âûïîëíåíû àêñèîìû àáåëåâîé ãðóïïû.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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