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Ââåäåíèå

Ïðèíöèï ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè è ñâÿçàííîå ñ íèì ïîíÿòèå ôè-
çè÷åñêîé ñòðóêòóðû áûëè ââåäåíû Þ. È. Êóëàêîâûì [3]�[6] è çàòåì ðàç-
âèâàëèñü åãî ó÷åíèêàìè Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî [8]�[13] è Â. Õ. Ëüâîì [7] ñ
öåëüþ àíàëèçà è âîçìîæíîé óíèôèêàöèè èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ
è ìåòðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Èññëåäîâàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ àñïåêòîâ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåò-
ðèè áûëî íà÷àòî Â. Ê. Èîíèíûì [1], [2] è çàòåì ïðîäîëæåíî À. À. Ñèìî-
íîâûì [15]�[?] è È. À. Ôèðäìàíîì [19], [21]. Ôèðäìàíîì ðàññìàòðèâàëèñü
òàêæå àëãåáðàè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñ òðåáîâàíèåì íåïðåðûâíî-
ñòè [20], [21].

Â 2005 ã. Ñèìîíîâûì áûë àíîíñèðîâàí ðåçóëüòàò [17], ñîãëàñíî êîòî-
ðîìó àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû (M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n + 1, 2) â ïðåä-
ëîæåííîé èì [16] àêñèîìàòèêå íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òî÷íî n-
òðàíçèòèâíûìè ãðóïïàìè ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà R. Â äàííîé ðàáîòå
ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è åãî òîïîëîãèçàöèÿ äëÿ
ñëó÷àÿ íåïðåðûâíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ñîîò-
âåòñòâèÿ ïðîâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ íåïðåðûâíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
ðàíãà (n+ 1, 2) ñ óêàçàíèåì â ÿâíîì âèäå äåéñòâèÿ áèôîðìû 〈,〉.

1 Êëàññèôèêàöèîííûå ðåçóëüòàòû äëÿ n-
òðàíçèòèâíûõ íåïðåðûâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé

Ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î n-
òðàíçèòèâíûõ íåïðåðûâíûõ ãðóïïàõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûìè ìû áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ äàëåå ([14], [22],[23]).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü G � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà E. G
íàçûâàåòñÿ òî÷íî n-òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé E, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ
a1, . . . , an ∈ E, b1, . . . , bn ∈ E íàéäåòñÿ ðîâíî îäèí ýëåìåíò g ∈ G òàêîé,
÷òî g(ak) = bk, k = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè E � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî äëÿ n ≥ 4 íå ñóùå-
ñòâóåò òî÷íî n-òðàíçèòèâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé E.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü G � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, E � òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî. G íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé
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òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E, åñëè G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïðåîáðàçîâà-
íèé ìíîæåñòâà E è îòîáðàæåíèå G×E → E, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé
ïàðå ýëåìåíòîâ (g, e) ∈ G×E ýëåìåíò g(e) ∈ E, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü G � òî÷íî 3-òðàíçèòèâíàÿ íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèé ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî, íå âñþäó íåñâÿçíîãî, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E.
Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ ïðîñòðàíñòâà E íà âåùåñòâåí-
íóþ èëè êîìïëåêñíóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ, ÷òî ãðóïïà ϕGϕ−1 îêàæåò-
ñÿ ãðóïïîé âñåõ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòîé ïðÿìîé (ñ òîïîëî-
ãèåé, èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ìíîæåñòâå
êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè ñëå-
äóþùåå îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü H � òåëî êâàòåðíèîíîâ, Γ � îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêàÿ ïîäãðóïïà åå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû, òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî
âåùåñòâåííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà r íàéäåòñÿ â òî÷íîñòè îäèí ýëåìåíò
èç Γ ñ íîðìîé r (áóäåì îáîçíà÷àòü åãî γ(r), ôóíêöèÿ γ : R+ → H íåïðå-
ðûâíà). Îáîçíà÷èì çà GΓ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé H, ñîñòîÿùóþ èç ñëåäó-
þùèõ ïðåîáðàçîâàíèé:

y(x) = a · x · b+ c (a, b, c ∈ H, |a| = 1, b ∈ Γ).

Ñîãëàñíî [23], GΓ (ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé H3) áóäåò
íåïðåðûâíîé òî÷íî 2-òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé H.
Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü G � òî÷íî 2-òðàíçèòèâíàÿ íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèé ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî, ñâÿçíîãî, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïåð-
âîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E. Òîãäà íàéäåò-
ñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ ïðîñòðàíñòâà E íà ìíîæåñòâî âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èëè êâàòåðíèîíîâ, ÷òî ãðóïïà ϕGϕ−1 îêà-
æåòñÿ ãðóïïîé âñåõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà y(x) = a·x+b (a 6= 0)
ñîîòâåòñòâóþùåãî òåëà, ëèáî, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ãðóïïîé âèäà GΓ.

2 Àêñèîìàòèêà ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (n+ 1, 2)

è ôîðìóëèðîâêà êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû.
Ðàññìîòðèì ìíîãîîñíîâíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (M,N , R, 〈,〉), ãäå
M,N � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, R � õàóñäîðôîâî ëîêàëüíî êîìïàêò-
íîå, ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîé àê-
ñèîìå ñ÷åòíîñòè, 〈,〉 :M×N → R � îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå áèôîðìîé.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî áèôîðìà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåâûðîæäåííî-
ñòè â åãî îáû÷íîì ñìûñëå.

Ïóñòü çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Îáîçíà÷èì çà Rn ⊆ Rn ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ n-îê ýëåìåíòîâ R, âñå ýëåìåíòû â êàæäîé èç êîòîðûõ ïîïàðíî
ðàçëè÷íû. Îáîçíà÷èì çà BM ⊆ Mn ìíîæåñòâî âñåõ n-îê ýëåìåíòîâ M,
âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà
(M,N , 〈,〉, R) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðàíãà (n +
1, 2), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò, êðîìå óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû,
ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

Àêñèîìà Ò1' Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ F : R × Rn × Rn → R, îïðå-
äåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà ïîäìíîæåñòâå R × Rn × Rn, ÷òî äëÿ âñåõ
I ∈ BM, i ∈M, A ∈ BN , α ∈ N âûïîëíåíî

〈i, α〉 = F (〈i,A〉, 〈I,A〉, 〈I, α〉).

Àêñèîìà À2� Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α ∈ N è ëþáîãî r ∈ R íàéäåòñÿ
òàêîé i ∈M, ÷òî 〈i, α〉 = r. Äëÿ ëþáîé n-êè I ∈ BM è ëþáîé n-êè r ∈ Rn

íàéäåòñÿ òàêîé α ∈ N , ÷òî 〈I, α〉 = r.
Çàäàäèì íàM è N òîïîëîãèþ òàêèì æå îáðàçîì, êàê [20], [21] � êàê

ìèíèìàëüíóþ, â êîòîðîé áèôîðìà ðàçäåëüíî íåïðåðûâíà.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû
(M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n + 1, 2), n ≥ 2, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

1. Ðàíã ñòðóêòóðû äîëæåí ïðèíèìàòü îäíî èç çíà÷åíèé (3, 2), (4, 2).

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Z ∈ BM, ω ∈ N îòîáðàæåíèÿ 〈Z, ·〉 : N → Rn

è 〈·, ω〉 : M → R áóäóò ãîìåîìîðôèçìàìè (äàëåå â ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû òàêæå ñ÷èòàåì Z ∈ BM, ω ∈ N ïðîèçâîëüíûìè).

3. Â ñëó÷àå ðàíãà (3, 2) íàéäåòñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ : R→ T , ãäå T
� òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë C èëè êâàòåðíèîíîâ H, ÷òî áóäåò èìåòü ìåñòî îäíî èç
ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ, âûïîëíåííîå äëÿ ëþáûõ i ∈ M, α ∈ N (îáî-
çíà÷àåì 〈i, ω〉 = x1, 〈Z, α〉 = (ξ1, ξ2), + è · � îáû÷íûå ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå â ñîîòâåòñòâóþùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ òåëàõ T ):

〈i, α〉 = ϕ−1((ϕ(ξ1)− ϕ(ξ2)) · ϕ(x1) + ϕ(ξ2)), T = R, C èëè H;
(2.1)
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〈i, α〉 = ϕ−1(a · ϕ(x1) · b+ ϕ(ξ2)), (2.2)

ãäå T = H, Γ ⊂ H è îòîáðàæåíèå γ : H→ R îïèñàíû â òåîðåìå 1.2,
a = (ϕ(ξ1)− ϕ(ξ2)) · b−1, b = γ(|ϕ(ξ1)− ϕ(ξ2)|).

4. Â ñëó÷àå ðàíãà (4, 2) íàéäåòñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ : R→ T (ãäå
T � ýòî âåùåñòâåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ RP1 = R ∪ {∞} èëè
CP1 = C ∪ {∞}), ÷òî äëÿ ëþáûõ i ∈M, α ∈ N

〈i, α〉 = ϕ−1(
a · ϕ(x1) + b

c · ϕ(x1) + d
), (2.3)

ãäå x1 = 〈i, ω〉, (ξ1, ξ2, ξ3) = 〈Z, α〉, a, b, c, d � òàêèå ýëåìåíòû T ,
÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå y(x) = ax+b

cx+d ïåðåâîäèò óïîðÿäî-
÷åííóþ òðîéêó òî÷åê (0, 1,∞) â (ϕ(ξ1), ϕ(ξ2), ϕ(ξ3)).

Çàìå÷àíèå 2.1. Âñå ïðåäñòàâëåííûå â äàííîé êëàññèôèêàöèè ñòðóêòóðû
ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû.

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé ðàíãà (2, 2) áûë ðàçîáðàí Â. Ê. Èîíèíûì [1] áåç
òðåáîâàíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè áèôîðìû ñ êàêîé-ëèáî òîïîëîãèåé íà R. Ïðè-
âåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü (M,N , R, 〈,〉) � ìíîãîîñíîâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû, Ò1 (áåç
òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè F ), À2' (ñ ðàíãîì (2, 2)).

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ z ∈ M, ω ∈ N ìû ìîæåì òàê
çàäàòü íà R ñòðóêòóðó ãðóïïû ñ åäèíèöåé e = 〈z, ω〉, ÷òî äëÿ ëþáûõ
i ∈M, α ∈ N

〈i, α〉 = 〈i, ω〉 · 〈z, α〉,
ãäå · � óìíîæåíèå â ãðóïïå R.

Ôóíêöèÿ F ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y, z ∈ R â
âèäå

F (x, y, z) = x · y−1 · z.

Èç íàëè÷èÿ òîïîëîãèè íà R è òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè F â àêñèî-
ìå Ò1 òîãäà áóäåò ñðàçó ñëåäîâàòü ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàöèè · â ãðóïïå R
ñ òîïîëîãèåé � äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â âûðàæåíèå äëÿ F â òåîðåìå 2.2
z = e.
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3 Ïðåäâàðèòåëüíûå ëåììû
Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå ýëåìåíòû z1, . . . , zn ∈ M, òàêèå, ÷òî Z =
(z1, . . . , zn) ∈Mn, è ýëåìåíò ω ∈ N .

Ëåììà 3.1. Äëÿ âñåõ I ∈ BM, α ∈ N îòîáðàæåíèÿ 〈I, ·〉 : N → Rn,
〈·, α〉 :M→ R áèåêòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñþðúåêòèâíîñòü äàííûõ îòîáðàæåíèé ñîñòàâëÿåò ñî-
äåðæàíèå àêñèîìû À2�. Ïîêàæåì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ 〈I, ·〉 äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî I ∈ BM. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå α, α′ ∈ N ,
÷òî 〈I, α〉 = 〈I, α′〉, òî äëÿ ëþáîãî i ∈ M 〈i, α〉 = F (〈i, ω〉, 〈I, ω〉, 〈I, α〉) =
〈i, α′〉, îòêóäà, ââèäó íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû, ñëåäóåò α = α′, ÷òî äà-
åò èíúåêòèâíîñòü 〈I, ·〉. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ è èíúåêòèâíîñòü 〈·, α〉 äëÿ
ëþáîãî α ∈ N .

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íàøåé ñèñòåìû áóäåò âûïîëíÿòüñÿ àêñèî-
ìà À1 [19], [21].

Ëåììà 3.2. Ïóñòü I ′ ∈ Mn, i, i′ ∈ M, α, α′, β′ ∈ N . Ïóñòü 〈Z, β′〉 =
〈I ′, ω〉, 〈i′, ω〉 = 〈i, β′〉, 〈Z, α′〉 = 〈I ′, α〉. Òîãäà 〈i′, α〉 = 〈i, α′〉.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî 〈Z, β′〉 ∈ Rn, ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû èç Z
ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à îòîáðàæåíèå 〈I, ·〉 èíúåêòèâíî. Òåïåðü åñëè äëÿ íåêî-
òîðûõ I ′ ∈ Mn, β′ ∈ N âûïîëíåíî 〈Z, β′〉 = 〈I ′, ω〉, òî, ââèäó áèåêòèâíî-
ñòè 〈·, ω〉, äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûìè è ýëåìåíòû èç I ′, è ïîýòîìó I ′ ∈ BM.
Òåïåðü äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñëåäñòâèåì àê-
ñèîìû Ò1': 〈i′, α〉 = F (〈i′, ω〉, 〈I ′, ω〉, 〈I ′, α〉) = F (〈i, β′〉, 〈Z, β′〉, 〈Z, α′〉) =
〈i, α′〉.

Îïðåäåëèì òàê æå, êàê â ãëàâå [19], [21], îòíîøåíèå çàâèñèìîñòè íà N è
ñâÿçàííûé ñ íèì íàáîð ôóíêöèé. À èìåííî, äëÿ ýëåìåíòîâ α, β ∈ N áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî β çàâèñèò îò α, åñëè äëÿ ëþáûõ i, i′ ∈ M èç 〈i, α〉 = 〈i′, α〉
ñëåäóåò 〈i, β〉 = 〈i′, β〉. Êàæäîìó ýëåìåíòó α ∈ [ω] ñîïîñòàâèì ôóíêöèþ
uRα → R, òàêóþ, ÷òî u(〈i, ω〉) = 〈i, α〉 (ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñèëó
ëåììû 3.1). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé 〈uα|α ∈ N} = U

(ñð. ñ UN [19], [21]). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå 〈·, ω〉 ñþðúåêòèâíî, êàæäàÿ
òàêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåì R. Â [19], [21] ïîêàçàíî, ÷òî èç àêñèî-
ìû À1 ñëåäóåò àêñèîìà À5, à èìåííî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.3. Ìíîæåñòâî U çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ôóíê-
öèé.
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Êðîìå òîãî, U ñîäåðæèò òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ id = U [ω].

Ëåììà 3.4. Rn áóäåò îòêðûòî â Rn

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (a1, . . . , an) ∈ Rn. Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü åãî îò-
êðûòóþ â Rn îêðåñòíîñòü, ëåæàùóþ â Rn, ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàõî-
äèì ñ ïîìîùüþ õàóñäîðôîâîñòè ñèñòåìó íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé
A1, . . . , An ýëåìåíòîâ a1, . . . , an â R (ñòðîèì äëÿ êàæäîé ïàðû ýëåìåíòîâ
îêðåñòíîñòè, îòäåëÿþùèå èõ äðóã îò äðóãà; ïîñëå ýòîãî A1, íàïðèìåð, áó-
äåò ïåðåñå÷åíèåì n− 1 ïîñòðîåííûõ îêðåñòíîñòåé ýëåìåíòà a1), è çàòåì â
êà÷åñòâå íóæíîé íàì îêðåñòíîñòè áåðåì A = A1 × . . .× An ⊆ Rn.

Ëåììà 3.5. Äëÿ ëþáûõ I ∈ BM, α ∈ N îòîáðàæåíèÿ 〈I, ·〉, 〈·, α〉 ÿâëÿ-
þòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, íåïðåðûâíîñòü ñðàçó ñëåäóåò èç ðàç-
äåëüíîé íåïðåðûâíîñòè áèôîðìû. Ïîêàæåì îòêðûòîñòü îòîáðàæåíèÿ
〈I, ·〉.

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî îòêðûòû îáðàçû âñåõ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé îòêðûòîé áàçû òîïîëîãèè
ïðîñòðàíñòâà N . Ïðåäáàçà ðàññìàòðèâàåìîé íàìè òîïîëîãèè ñîñòîèò èç
âñåõ ìíîæåñòâ âèäà π−1

j (U), j ∈M, U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R. Ïóñòü
π−1
j1

(U1), . . . , π
−1
jk

(Uk), ãäå (j1, . . . , jk) = J ∈ Mk, U1, . . . , Uk � îòêðûòûå
ïîäìíîæåñòâà R, åñòü íåêîòîðûé êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ ïðåäáàçû.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé jt, 1 ≤ t ≤ k. Ôèêñèðóåì êàêóþ-íèáóäü áàçó A ∈
BN . Èç àêñèîìû Ò1' ïîëó÷àåì òîãäà, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ N âûïîëíÿåòñÿ
〈jt, α〉 = F (〈jt,A〉, 〈I,A〉, 〈I, α〉) = ut(〈I, α〉) (ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
jt). Ïðè ýòîì ut : Rn → R îïðåäåëåíà íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå Rn, ââèäó
àêñèîìû À2', è íåïðåðûâíà, ââèäó íåïðåðûâíîñòè F .

×åðåç u : Rn → Rk îáîçíà÷èì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæå-
íèé u1, . . . , uk : Rn → R. Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî u îïðåäåëåíî íà
Rn, íåïðåðûâíî, è äëÿ ëþáîãî α ∈ N âåðíî u(〈I, α〉) = 〈J, α〉. Òîãäà
πI(π

−1
j1

(U1) ∩ · · · ∩ π−1
jk

(Uk)) = {〈I, α〉, α ∈ N : 〈j1, α〉 ∈ U1, . . . , 〈jk, α〉 ∈
Uk} = u−1(U1 × · · · × Uk), òî åñòü, ââèäó íåïðåðûâíîñòè u, îòêðûòî â Rn,
à çíà÷èò, ââèäó ëåììû 3.4, è â Rn. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî πI
ïåðåâîäèò ëþáîå ìíîæåñòâî èç îòêðûòîé áàçû N â îòêðûòîå ìíîæåñòâî
èç Rn, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.

Îòêðûòîñòü îòîáðàæåíèÿ 〈, ·α〉 äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå.

Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 3 [20] è ëåììû 2 [20],
ìû ïîëó÷àåì òàêæå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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Ëåììà 3.6. Âñå ôóíêöèè èç U íåïðåðûâíû.

Ëåììà 3.7. Áèôîðìà 〈,〉 ñîâìåñòíî íåïðåðûâíà.

4 Ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà íà U

Îáîçíà÷èì äàëåå 〈Z, ω〉 = (e1, . . . , en) = E. Î÷åâèäíî, âñå e1, . . . , en ðàç-
ëè÷íû (èíà÷å áàçà Z ñîäåðæàëà áû ñîâïàäàþùèå ýëåìåíòû).

Ëåììà 4.1. Ïóñòü a1, . . . , an ∈ R ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
b1, . . . , bn íàéäåòñÿ u ∈ U , òàêàÿ, ÷òî u(a1) = b1, . . . , u(an) = bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n âîçüìåì òàêîé ik ∈ M, ÷òî
〈ik, ω〉 = rk. Ïîñêîëüêó âñå a1, . . . , an ðàçëè÷íû, òî è âñå i1, . . . , in ðàçëè÷-
íû. Òîãäà (i1, . . . , in) = I ∈ BM. Âîçüìåì, ñ ïîìîùüþ àêñèîìû À2', òàêîé
α ∈ N , ÷òî 〈I, α〉 = (b1, . . . , bn). Òîãäà u = U [α], ëåãêî âèäåòü, óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü a1, . . . , an ∈ R. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ u ∈ U , òàêàÿ, ÷òî u(e1) = a1, . . . , u(en) = an.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ U è èç áèåê-
òèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ 〈Z, ·〉: ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ u áóäåò ôóíêöèåé
U [α] äëÿ òàêîãî α ∈ N , ÷òî 〈Z, α〉 = (a1, . . . , an).

Ëåììà 4.3. Ìíîæåñòâî U ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè
ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü òîëüêî íàëè÷èå îáðàòíîãî ýëå-
ìåíòà îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè. Ïóñòü u ∈ U . Îáîçíà÷èì a1 =
u(e1), . . . , an = u(en). Âñå a1, . . . , an ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òàê êàê â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå äëÿ α ∈ N , òàêîãî, ÷òî u = U [α], ïîëó÷àåì 〈Z, α〉 =
(u(〈z1, ω〉), . . . , u(〈zn, ω〉)) = (a1, . . . , an), è åñëè â íàáîðå a1, . . . , an åñòü
ñîâïàäàþùèå ýëåìåíòû, òî îíè, ââèäó èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ 〈Z, ·〉,
áóäóò è â íàáîðå z1, . . . , zn � ïðîòèâîðå÷èå. Ïóñòü u′ ∈ U - òàêàÿ (ñóùå-
ñòâóþùàÿ ïî ëåììå 4.1) ôóíêöèÿ, ÷òî u′(a1) = e1, . . . , u

′(an) = en. Îáî-
çíà÷èì v = u′ ◦ u. v′ ∈ U êàê êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé èç U (ëåììà 3.3). Ïðè
ýòîì v(e1) = e1, . . . , v(en) = en. Ñîãëàñíî ëåììå 4.2, â U åñòü òîëüêî îäíà
òàêàÿ ôóíêöèÿ, à èìåííî òîæäåñòâåííàÿ. Ïîýòîìó u′ áóäåò îáðàòíîé ê u.
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Ëåììà 4.4. Ïóñòü a1, . . . , an ∈ R ïîïàðíî ðàçëè÷íû, b1, . . . , bn ∈ R ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u ∈ U , òàêàÿ,
÷òî u(a1) = b1, . . . , u(an) = bn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå áûëî äîêàçàíî ëåììîé 4.1. Ïîêàæåì
åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ôóíêöèè u, u′ ∈ U óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïðåä-
ëîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè v, v′ ∈ U , òàêèå, ÷òî v(e1) = a1, . . . , v(en) =
an, v′(e1) = b1, . . . , v

′(en) = bn. Îáîçíà÷èì w = (v′)−1 ◦ u ◦ v ∈ U . Äëÿ íåå
w(e1) = e1, . . . , w(en) = en, îòêóäà, ïî ëåììå 4.2, w = id, ÷òî îçíà÷àåò
u = v′ ◦ v−1. Àíàëîãè÷íî (v′)−1 ◦ u′ ◦ v = id, ÷òî äàåò u = v′ ◦ v−1. Òàêèì
îáðàçîì, u = v′ ◦ v−1 = u′.

Íàìè äîêàçàíî, òàêèì îáðàçîì (ëåììû 4.3, 4.4), ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 4.1. U ÿâëÿåòñÿ òî÷íî n-òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ïðåîá-
ðàçîâàíèé ìíîæåñòâà R.

Çàäàäèì òåïåðü òîïîëîãèþ íà U ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäîìó ýëåìåí-
òó u ∈ U îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò α ∈ N , òàêîé, ÷òî u = U [α].
Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå 〈Z, ·〉 çàäàåò ãîìåîìîðôíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó N
è Rn. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå U → Rn. Îáî-
çíà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå êàê N : U → Rn è áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà U
èíäóöèðîâàííóþ èì òîïîëîãèþ � òó, â êîòîðîé N ñòàíîâèòñÿ ãîìåîìîð-
ôèçìîì.
Ëåììà 4.5. U ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè êîìïîçèöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæåíèå è âçÿòèå îáðàòíîãî â U èíäóöèðóþò â Rn

ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ N ÷àñòè÷íûå áèíàðíîå è óíàðíîå îòîáðàæåíèå,
ñîîòâåòñòâåííî. Íàì íàäî ïîêàçàòü èõ íåïðåðûâíîñòü. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà
ïîëó÷èì èõ â ÿâíîì âèäå.

Ïóñòü u, v, w ∈ U , u ◦ v = w. Îáîçíà÷èì α = V [u], β = V [v],
γ = V [w], 〈Z, α〉 = (a1, . . . , an), 〈Z, β〉 = (b1, . . . , bn), 〈Z, γ〉 = (c1, . . . , cn)
(òîãäà, â ÷àñòíîñòè, N [u] = (a1, . . . , an). Ïóñòü r ∈ R, i ∈ M òà-
êîâ, ÷òî 〈i, ω〉 = r. Òîãäà, ñîãëàñíî àêñèîìå Ò1', u(r) = u(〈i, ω〉) =
〈i, α〉 = F (〈i, ω〉, 〈Z, ω〉, 〈Z, α〉) = F (r, E, a1, . . . , an). Àíàëîãè÷íî v(r) =
F (r, E, b1, . . . , bn). Òåïåðü äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n

ck = 〈zk, γ〉 =

w(〈zk, ω〉) = w(ek) = u ◦ v(ek) = u(v(ek)) = F (v(ek), E, a1, . . . , an) =

F (F (ek, E, b1, . . . , bn), E, a1, . . . , an).
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Ââèäó íåïðåðûâíîñòè F , ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ck íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
a1, . . . , an, b1, . . . , bn. ÒîãäàN [w] íåïðåðûâíî çàâèñèò îòN [u],N [v] è, ââèäó
ãîìåîìîðôíîñòè N , w íåïðåðûâíî çàâèñèò îò u, v. Íåïðåðûâíîñòü êîìïî-
çèöèè â U äîêàçàíà.

Ïóñòü u, v ∈ U òàêîâû, ÷òî u◦v = id, α, β è a1, . . . , an, b1, . . . , bn îïðåäå-
ëåíû òàê æå, êàê ðàíüøå. Òîãäà, ïîëüçóÿñü ïðîâåäåííûìè âûøå âûêëàä-
êàìè, èìååì äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n

ek = F (F (ek, E, b1, . . . , bn), E, a1, . . . , an) =

F (F (zk, ω〉, 〈Z,Ω〉, 〈Z, β〉), E, a1, . . . , an) = F (bk, E, a1, . . . , an).

Ïóñòü (i1, . . . , in) = I ∈Mn òàêîâû (îòìåòèì, ÷òî îíè åäèíñòâåííû ââèäó
íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû), ÷òî 〈I, ω〉 = (a1, . . . , an). Ñîãëàñíî ëåììå 3.5,
îòîáðàæåíèå 〈·, ω〉 : M → R îòêðûòî, ïîýòîìó I íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
(a1, . . . , an). Ïîñêîëüêó âñå (a1, . . . , an) ðàçëè÷íû, I ∈ BM. Òîãäà íàéäåòñÿ
åäèíñòâåííûé òàêîé γ ∈ N , ÷òî 〈I, γ〉 = E. Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ëåììå 3.5,
îòîáðàæåíèå 〈I, ·〉 : N → Rn îòêðûòî, γ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò I.

Ïóñòü i ∈M òàêîâ, ÷òî 〈i, γ〉 = bk. Òîãäà

ek = F (bk, E, a1, . . . , an) = F (〈i, γ〉, 〈I, γ〉, 〈I, ω〉) = 〈i, ω〉.

Ïîñêîëüêó, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ek = 〈zk, ω〉 (ïî çàäàíèþ ek), ïîëó÷àåì i =
zk, òî åñòü bk = 〈zk, γ〉. Ïîñêîëüêó áèôîðìà ðàçäåëüíî íåïðåðûâíà, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî bk íåïðåðûâíî çàâèñèò îò γ.

Èòàê, I íåïðåðûâíî çàâèñèò îò (a1, . . . , an), γ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò I,
à bk íåïðåðûâíî çàâèñèò îò γ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (b1, . . . , bn) íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò (a1, . . . , an), ÷òî, ââèäó ãîìåîìîðôíîñòè N , äàåò íåïðåðûâíóþ
çàâèñèìîñòü v îò u.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. U ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé
ìíîæåñòâà R.

Äîêàçàòåëüñòâî. U � íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà, è íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî
îòîáðàæåíèå U ×R→ R, ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëÿåìûì ôóíêöèÿìè èç
U ïðåîáðàçîâàíèÿì, íåïðåðûâíî.

Ïóñòü u ∈ U , r ∈ R. Òîãäà

u(r) = u(〈(π ω)−1(r), ω〉) = 〈(π ω)−1(r), V [u]〉. (4.1)

Îïåðàòîð V : U → N ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, ïîñêîëüêó ãîìåîìîð-
ôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ N : U → Rn è, êàê ïîêàçàíî â ëåììå 3.5,
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πZ : N → Rn, òîãäà êàê V = π−1
Z ◦N . Ñîãëàñíî ëåììå 3.5, ãîìåîìîðôèç-

ìîì ÿâëÿåòñÿ òàêæå îòîáðàæåíèå π ω :M→ R. 〈,〉 ñîâìåñòíî íåïðåðûâíà,
ñîãëàñíî ëåììå 3.7. Òîãäà ôîðìóëà (4.1) äàåò íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü
u(r) îò u è r.

Ìû ñîïîñòàâèëè, òàêèì îáðàçîì, êàæäîé íåïðåðûâíîé ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðå (M,N , R, 〈,〉) ðàíãà (n+1, 2) òî÷íî n-òðàíçèòèâíóþ íåïðåðûâ-
íóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R. Ïîêàæåì
òåïåðü, ÷òî ìîæíî ïðîèçâåñòè è îáðàòíîå ñîïîñòàâëåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.3. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, n ≥ 2, R � õàóñäîð-
ôîâîå íåäèñêðåòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå íå ìå-
íåå, ÷åì n ýëåìåíòîâ. Ïóñòü U � òî÷íî n-òðàíçèòèâíàÿ íåïðåðûâíàÿ
ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà R, ïðè÷åì, ýëåìåíò u ýòîé ãðóï-
ïû, ïåðåâîäÿùèé n-êó (a1, . . . , an) ∈ Rn â n-êó (b1, . . . , bn) ∈ Rn, íåïðå-
ðûâíî çàâèñèò îò a1, . . . , an, b1, . . . , bn. Îáîçíà÷èì M = R, N = Rn �
ìíîæåñòâî ñòðîê äëèíû n ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè èç R, ñ
òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ââåäåì
áèôîðìó 〈,〉 :M×N → R ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôèêñèðóåì ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûå ýëåìåíòû e1, . . . , en ∈ R. Ïóñòü i ∈ M, α ∈ N . Ïóñòü i = (x1),
α = (ξ1, . . . , ξn). Ñîïîñòàâèì ýëåìåíòó α ïðåîáðàçîâàíèå uα ∈ U , ïåðåâî-
äÿùåå e1, . . . , en â ξ1, . . . , ξn, ñîîòâåòñòâåííî. Òåïåðü ïîëàãàåì

〈i, α〉 := uα(x1).

Òîãäà ñèñòåìà (M,N , R, 〈,〉) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü àêñèîìàì íåïðåðûâ-
íîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (n+ 1, 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåâûðîæäåííîñòü áèôîðìû î÷åâèäíà èç ïîñòðîåíèÿ.
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå àêñèîìû À2�. Ïóñòü α = (a1, . . . , an) ∈ N , r ∈ R.
Íàì íàäî íàéòè òàêîé i ∈ M, ÷òî 〈i, α〉 = r. Îáîçíà÷èì u−1

α (r) = x,
i = (x). Òîãäà 〈i, α〉 = uα(x) = r, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ïóñòü òåïåðü I ∈ BM,
r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn. Ïîëîæèì ik = (xk), k = 1, . . . , n. Ïóñòü u ∈ U òàêî-
âà, ÷òî u(x1) = r1, . . . , u(xn) = rn. Îáîçíà÷èì α = (u(e1), . . . , u(en)). Òîãäà
uα = u, è äëÿ k = 1, . . . , n 〈ik, α〉 = u(xk) = rk.

Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå àêñèîìû Ò1'. Ïóñòü i ∈ M, i1, . . . , in ∈
BM, α, β ∈ N . Îáîçíà÷èì i = (x), i1 = (x1), . . . , in = (xn). Íàì íàäî íàéòè
òàêóþ ôóíêöèþ F , ÷òî (ïðè ëþáîì âûáîðå i, i1, . . . , in, α, β)

uα(x) = F (uβ(x), uβ(x1), . . . , uβ(xn), uα(x1), . . . , uα(xn)).
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Ýëåìåíò u ãðóïïû U , ïåðåâîäÿùèé uβ(xk) â uα(xk) äëÿ
âñåõ k = 1, . . . , n, åäèíñòâåíåí è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
uβ(x1), . . . , uβ(xn), uα(x1), . . . , uα(xn). Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, u = uα ◦ u−1

β .
Òîãäà uα(x) = u(uβ(x)), è, ïîñêîëüêó U � íåïðåðûâíàÿ ãðóï-
ïà ïðåîáðàçîâàíèé, uα(x) íåïðåðûâíî è îäíîçíà÷íî çàâèñèò îò
uβ(x), uβ(x1), . . . , uβ(xn), uα(x1), . . . , uα(xn), ÷òî è äàåò òðåáóåìîå.

Çàìå÷àíèå 4.1. Äëÿ ãðóïï U , çàäàííûõ â òåîðåìàõ 1.2, 1.3, óñëîâèå ïðåä-
ëîæåíèÿ 4.3 (î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèè, ïåðåâîäÿùåé n-êó
(a1, . . . , an) â n-êó (b1, . . . , bn)), âûïîëíåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ãðóïï ëèíåéíûõ è äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ýòî òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç èçâåñòíûõ ôîðìóë, âûðàæàþùèõ êîýô-
ôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ñëîæ-
íûé ñëó÷àé ãðóïï GΓ. Ïóñòü x1, x2, y1, y2 ∈ H. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâà-
íèå âèäà y = a · x · b + c èç GΓ, ïåðåâîäÿùåå x1 â y1, x2 â y2. Ïîëó÷àåì
y2−y1 = a·(x2−x1)β, îòêóäà, ââèäó òîãî, ÷òî |a| = 1, èìååì (ñì. òàêæå [23])

b = γ(|(y2 − y1) · (x2 − x1)
−1|),

a = (y2 − y1) · (x2 − x1)
−1 · b,

c = y1 − a · x1 · b.
Êîýôôèöèåíòû a, b, c, òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò x1, x2, y1, y2,
÷òî è äàåò íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü îò íèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ
U .

Ïðåäëîæåíèå 4.3 âìåñòå ñ çàìå÷àíèåì 4.1 äîêàçûâàåò çàìå÷àíèå 2.1 ê
òåîðåìå 2.1.

5 Êëàññèôèêàöèÿ
Ñîãëàñíî ðàíåå èçëîæåííîìó, U ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé n-òðàíçèòèâíîé
ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî, ñâÿçíîãî, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåãî ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R, à ïîòîìó
ïðè n = 2 è n = 3 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåì 1.3 è 1.2, ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Ïîñêîëüêó R õàóñäîðôîâî è ñâÿçíî, îíî áåñêîíå÷íî. Äëÿ n > 3 íå ñó-
ùåñòâóåò (òåîðåìà 1.1) òî÷íî n-òðàíçèòèâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé áåñ-
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà R, ïîýòîìó äàëåå íàì íàäî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ñëó÷àè n = 2, n = 3.
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5.1 n = 2

Ôèêñèðóåì äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïðîèçâîëüíûé α ∈ N . 〈Z, α〉 =
(ξ1, ξ2). Îáîçíà÷èì u = U [α]. Òîãäà N [u] = (ξ1, ξ2). Êàê ìû îòìå÷àëè,
ðàíåå, èç z1 6= z2 ñëåäóåò ξ1 6= ξ2.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3, íàéäåòñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ, äåéñòâóþùèé
èç R íà ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èëè êâà-
òåðíèîíîâ, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ϕUϕ−1 ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç óêàçàí-
íûõ â ýòîé òåîðåìå. Çàìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ïîëàãàòü ϕ(e1) = 1, ϕ(e2) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, ìû ìîæåì
âçÿòü âìåñòî ϕ êîìïîçèöèþ ϕ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì èç 2-òðàíçèòèâíîé ãðóï-
ïû ϕUϕ−1, ïåðåâîäÿùèì ϕ(e1) â 1, à ϕ(e2) â 0, è òðåáóåìîå íàìè óñëîâèå,
à òàêæå è âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3 áóäóò âûïîëíåíû.

Ðàññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé, êîãäà ϕUϕ−1 � îáû÷íàÿ ãðóïïà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ íèêàê íå çàâèñÿò îò òîãî, áóäóò
ýòî ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
èëè êâàòåðíèîíîâ. Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ðå÷ü èäåò î êâà-
òåðíèîíàõ H. Òîãäà ϕ � ãîìåîìîðôèçì R → H. Ôèêñèðîâàííîé íàìè
ôóíêöèè u ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ϕuϕ−1 âèäà y(x) = a · x+ b èç
ϕUϕ−1, ãäå a, b � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû H, a 6= 0. Ïóñòü
i ∈ M, 〈i, ω〉 = r. Òîãäà u(r) = ϕ−1(a · ϕ(r) + b), ÷òî ìîæíî, ïîëüçóÿñü
îïðåäåëåíèåì r è u, ïåðåïèñàòü êàê

〈i, α〉 = ϕ−1(a · ϕ(〈i, ω〉) + b). (5.1)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîî÷åðåäíî i = z1, i = z2 è ïîëüçóÿñü òåì ôàêòîì,
÷òî ϕ(e1) = 1, ϕ(e2) = 0, ïîëó÷àåì, ñîîòâåòñòâåííî, ξ1 = ϕ−1(a + b) è
ξ2 = ϕ−1(b). Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî b = ϕ(ξ2), a = ϕ(ξ1) − ϕ(ξ2).
Ôèêñèðóåì i è îáîçíà÷èì 〈i, ω〉 = x1. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ
äëÿ a è b â ðàâåíñòâî (5.1), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

〈i, α〉 = ϕ−1((ϕ(ξ1)− ϕ(ξ2)) · ϕ(x1) + ϕ(ξ2)).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ϕUϕ−1 = GΓ. Òîãäà ôóíêöèè u ñîïîñòàâ-
ëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå âèäà y(x) = a · x · b + c, ãäå a, b, c � ôèêñèðî-
âàííûå ýëåìåíòû H, |a| = 1, b ∈ Γ. Ïóñòü i ∈ M, 〈i, ω〉 = r. Òîãäà
u(r) = ϕ−1(a · r · b+ c), îòêóäà

〈i, α〉 = ϕ−1(a · ϕ(〈i, ω〉) · b+ c). (5.2)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîî÷åðåäíî i = z1, i = z2, ïîëó÷àåì, ñîîòâåòñòâåííî,
ξ1 = ϕ−1(a · b + c), ξ2 = ϕ−1(c). Îòñþäà c = ϕ(ξ2), b = γ(|ϕ(ξ1) − ϕ(ξ2)|)
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(ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî |a| = 1 è ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ýëåìåíò
Γ ñ ôèêñèðîâàííîé íîðìîé), a = (ϕ(ξ1) − ϕ(ξ2)) · b−1. Ôèêñèðóÿ i ∈ M,
îáîçíà÷àÿ 〈i, ω〉 = x1 è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ a, b, c â ðàâåíñòâî (5.2),
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

5.2 n = 3

Ôèêñèðóåì äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïðîèçâîëüíûé α ∈ N . 〈Z, α〉 =
(ξ1, ξ2, ξ3). Îáîçíà÷èì u = U [α]. Òîãäà N [u] = (ξ1, ξ2, ξ3). Êàê è ðàíåå, ξ1,
ξ2 è ξ3 äîëæíû áûòü ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Íàéäåòñÿ òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ, äåéñòâóþùèé èç R íà âåùåñòâåí-
íóþ èëè êîìïëåêñíóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé
ϕUϕ−1 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé . Äàëüíåéøèå
ðàññóæäåíèÿ íèêàê íå ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî
ñëó÷àÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ïî-
ñëåäíèì. Êîìïëåêñíóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
CP1 = C ∪ {∞}. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ñëó÷àÿ n = 2, ìû ìîæåì áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàòü ϕ(e1) = 0, ϕ(e2) = 1, ϕ(e3) =∞.

Ôèêñèðîâàííîé íàìè ôóíêöèè u ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå âèäà
y(x) = ax+b

cx+d èç ϕUϕ−1, ãäå a, b, c, d � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû
C, ac− bd 6= 0. Ïóñòü i ∈M, 〈i, ω〉 = r. Òîãäà u(r) = ϕ−1(ar+bcr+d), îòêóäà

〈i, α〉 = ϕ−1
(
aϕ(〈i, ω〉) + b

cϕ(〈i, ω〉) + d

)
. (5.3)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîî÷åðåäíî i = z1, i = z2, i = z3, ïîëó÷àåì, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ϕ(ξ1) = b

d , ϕ(ξ2) = a+c
b+d , ϕ(ξ3) = a

c . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå
y(x) = ax+b

cx+d ïåðåâîäèò óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó ýëåìåíòîâ 0, 1, ∞ â òðîéêó
ϕ(ξ1), ϕ(ξ2), ϕ(ξ3). Ôèêñèðóÿ i ∈ M, îáîçíà÷àÿ 〈i, ω〉 = x1 è ïîäñòàâëÿÿ
âûðàæåíèÿ äëÿ a, b, c, d â ðàâåíñòâî (5.3), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
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