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§ 1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå àâòîð èçëîæèë ïîäõîä è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàïðàâëåíèÿ, ïðåä-
ëîæåííîãî â ðàáîòàõ [1], [2] Â.Ê. Èîíèíûì ïî ïîèñêó ðåøåíèé ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð (äàëåå ÔÑ) íà ìíîæåñòâàõ áåç äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
â òàêîì ïîäõîäå êîðåííûì îáðàçîì ìåíÿëàñü è ñàìà ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òàê, åñëè â
ïîäõîäå Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ôàêòè÷åñêè èñêàëèñü èìåííî ðåøåíèÿ ÔÑ íà êîíêðåòíûõ
ìíîæåñòâàõ, òî â äàííîì ñëó÷àå çàäà÷à ðàçáèâàëàñü íà äâà ýòàïà. Ïåðâûé ýòàï,
ýòî ïîèñê àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû, íà êîòîðîé âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé
ÔÑ. Âòîðîé ýòàï, ýòî óæå íåïîñðåäñòâåííî ïîèñê ñàìîãî ðåøåíèÿ íà íàéäåííîé
àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå. Ðàçóìååòñÿ, íàëîæåíèå íåêîòîðûõ, âïîëíå åñòåñòâåííûõ,
îãðàíè÷åíèé íà ðåøåíèÿ ÔÑ, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ õî÷åòñÿ èçáàâèòüñÿ îò òðèâèàëü-
íûõ ðåøåíèé, ìîæåò îòñåêàòü è âïîëíå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, íî ýòè îãðàíè÷åíèÿ
òðåáóþòñÿ õîòÿ áû äëÿ òîãî, ÷òîáû íå óòîíóòü â áîðüáå ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ìåë-
êèõ ïðîáëåì. Ïðè ýòîì èñêîìûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû, ñ óïîìÿíóòîé îãîâîðêîé,
îñòàþòñÿ äîñòàòî÷íî áîãàòûìè. Ïîñëå òîãî êàê óæå íàéäåíà ñàìà ñòðóêòóðà, å¼ ìîæíî
óñèëèâàòü, íàëàãàÿ êàêèå�ëèáî äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ. Íàïðèìåð, òðåáóÿ, ÷òî-
áû äàííàÿ ñòðóêòóðà áûëà ñîãëàñîâàíà ñ äèôôåðåíöèàëüíîé ñòðóêòóðîé èëè ñ òî-
ïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Íî òàêîå óñèëåíèå, âîçìîæíî, ëó÷øå ïðîâîäèòü èìåííî íà
ïîñëåäíåì ýòàïå, ò.ê. èçíà÷àëüíàÿ ðàáîòà ñ òàêîé óñèëåííîé ñòðóêòóðîé çàñòàâëÿåò
îòñëåæèâàòü ìíîæåñòâî âîçíèêàþùèõ â îáåèõ ñòðóêòóðàõ ïðîáëåì. Íå èñêëþ÷åíî,
÷òî âçàèìîïðîíèêíîâåíèå ýòèõ äâóõ, èìåííî ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð, ìîæåò ïðèâîäèòü
ê êàêèì-ëèáî ñïåöèôè÷åñêèì ïðîáëåìàì. Ïî-âèäèìîìó, èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå íå
óäàëîñü ïðîáèòüñÿ â ïîèñêå ðåøåíèé ÔÑ â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, îãðàíè÷èâøèñü
ðåøåíèÿìè ÔÑ ðàíãà (2, 2) [6] è (3, 2) [7].

Èñïîëüçóÿ æå ðåçóëüòàòû ðåøåíèé íà àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâàõ, ìîæíî ñòðîèòü
ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ ðåøåíèé íà êîíêðåòíûõ, èíòåðåñóþùèõ ìíîæåñòâàõ. Òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ, óæå çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòûõ, ôóíê-
öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî ìîæíî ïîñìîòðåòü íà ïðèìåðå ÔÑ ðàíãà (3, 2). Íå çíàÿ
àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû, òðåáóåòñÿ ðåøàòü ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

f(i1, α1) = g




f(i1, α2)
f(i2, α1) f(i2, α2)
f(i3, α1) f(ir, α2)




ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè îòîáðàæåíèÿìè

f : B ×B2 → B è g : B5 → B.
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Çíàÿ æå àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, òðåáóåòñÿ â ãðóïïå (·, B0) íà ìíîæåñòâå áåç íåé-
òðàëüíîãî ýëåìåíòà B0 \ {e} ðåøèòü ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå âèäà:

ϕ
(
ϕ(x)ϕ(y)

)
= ϕ

(
xϕ(y−1)

)
y.

Åñëè òàêîå ðåøåíèå èìååòñÿ, òî ëåãêî ìîæíî çàïèñàòü êàê ðåïðåçåíòàòîð, òàê è âåðè-
ôèêàòîð. Âûïèøåì ðåïðåçåíòàòîð:

f(x, ξ, η) = ϕ
(
x(ξη−1)

)
η.

Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ ÔÑ íà äâóõ ìíîæåñòâàõ êàê îäíîìåòðè÷åñêèå, ïîëó÷åí-
íûå Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî â åãî äèññåðòàöèè [10], òàê è ïîëèìåòðè÷åñêèå ãåîìåòðèè [8], [9],
ñâÿçàíû ñ íîâûìè îáúåêòàìè � îáîáùåííûìè ìàòðèöàìè. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ìàò-
ðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, ïîñòðîåííîãî íà áèëèíåéíîé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , yr) =
x1y1 + x2y2 + . . . + xryr, îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ñòðîèòñÿ íà ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , ys), â êîòîðîé íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíèå ðàâåí-
ñòâà r = s. Ïðè ýòîì ñ îáû÷íûì ìàòðè÷íûì ïðîèçâåäåíèåì èõ ñâÿçûâàåò òî, ÷òî íà
íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå èõ ïðîèçâåäåíèå � ãðóïïîâîå. Èíûìè ñëîâàìè, ñðåäè âñåõ
ìàòðèö îäíîé ðàçìåðíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäìíîæåñòâî ìàòðèö, íà êîòîðîì òàêîå
ïðîèçâåäåíèå áóäåò ãðóïïîâûì.

Îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ìîæåò âîçíèêàòü ïðè ðàññìîòðåíèè ñïåöèàëü-
íûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé. Íàïðèìåð, êîãäà èìååòñÿ íåêîòîðàÿ àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà
G è ïîäìíîæåñòâà ΩBr ⊆ Br è ΩBs ⊆ Bs, òàêèå, ÷òî îíè îáðàçóþò äâå ãðóïïû ïðå-
îáðàçîâàíèé � (G, ΩBr), (G, ΩBs) ñ äâóìÿ äåéñòâèÿìè: x′r = g ◦1 xr è x′s = g ◦2 xs,
ãäå xr ∈ ΩBr , xs ∈ ΩBs . Â ãðóïïå ( , G), ãäå G ⊆ Brs, äåéñòâèå xr 7→ g ◦1 xr ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå r � óðàâíåíèé:





f(g11, g12, . . . , g1s, x1, x2, . . . , xr) = x′1
f(g21, g22, . . . , g2s, x1, x2, . . . , xr) = x′2...
f(gr1, gr2, . . . , grs, x1, x2, . . . , xr) = x′r

.

Äàííóþ ñèñòåìó ìîæíî ôîðìàëüíî ïåðåïèñàòü â âèäå óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ñòîëáåö:



g11 g12 . . . g1s

g21 g22 . . . g2s
... ... . . . ...

gr1 gr2 . . . grs







x1

x2
...
xr


 =




x′1
x′2...
x′r


 .

Äåéñòâèå xs 7→ g ◦2 xs ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ñèñòåìû èç s óðàâíåíèé:




f(x1, x2, . . . , xs, g11, g21, . . . , gr1, ) = x′1
f(x1, x2, . . . , xs, g12, g22, . . . , gr2, ) = x′2...
f(x1, x2, . . . , xs, g1s, g2s, . . . , grs, ) = x′s

,
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êîòîðûå òàê æå, ôîðìàëüíî, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå óìíîæåíèÿ ñòðîêè íà ìàòðèöó:

(
x1 x2 . . . xs

)



g11 g12 . . . g1s

g21 g22 . . . g2s
... ... . . . ...

gr1 gr2 . . . grs


 =

(
x′1 x′2 . . . x′s

)
.

Åñòåñòâåííî, ÷òî òàêèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ÷àñòüþ âñåõ ãðóïï
ïðåîáðàçîâàíèé è, âîçìîæíî, áóäåò ëåã÷å ïîëó÷èòü èõ êëàññèôèêàöèþ.

Äàëåå ñôîðìóëèðóåì àêñèîìû ÔÑ äëÿ àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâ è ïîêàæåì êàê âîç-
íèêàåò îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå. Ïîñëå ÷åãî îòäåëüíî ñôîðìóëèðóåì àêñèî-
ìû äëÿ òàêîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ è ðàññìîòðèì îáùèå ñëåäñòâèÿ.

§ 2. Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâàõ

10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâàõ M, N, B äåéñòâóåò ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
(äàëåå ÔÑ) ðàíãà (r + 1, s + 1), åñëè îïðåäåëåíû äâå ñîãëàñîâàííûå ôóíêöèè:
ðåïðåçåíòàòîð � f : M ×N → B,
è âåðèôèêàòîð � g : ΩBr×ΩBrs×ΩBs → B, ãäå ΩBr×ΩBrs×ΩBs � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè g,
à íà ïîäìíîæåñòâàõ ΩMr ⊆ M r, ΩNs ⊆ N s, ΩBrs ⊆ Brs, ΩBr ⊆ Br, ΩBs ⊆ Bs âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

A1 Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (r+1)(s+1) ðåïðåçåíòàòîðîâ fmn = f(im, αn), ïîñòðîåííûõ ïî
ëþáûì êîðòåæàì 〈i0, i1, . . . , ir〉 ∈ M×ΩMr è 〈α0, α1, . . . , αs〉 ∈ N×ΩNs , ñóùåñòâóåò
ñâÿçü, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

f00 = g




(
f01 f02 . . . f0r

)
,




f11 f12 · · · f1s

f21 f22 · · · f2s
... ... . . . ...

fr1 fr2 · · · frs


 ,




f10

f20
...

fr0





 .

A2 (∀〈i1, i2, . . . , ir〉 ∈ ΩMr), (∀〈b1, b2, . . . , br〉 ∈ ΩBr), (∃! α ∈ N) :
f(ik, α) = bk, k ∈ {1, 2, . . . , r}.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ âòîðîãî ìíîæåñòâà:

A3 (∀〈α1, α2, . . . , αs〉 ∈ ΩNs), (∀〈b1, b2, . . . , bs〉 ∈ ΩBs), (∃! i ∈ M) :
f(i, αk) = bk, k ∈ {1, 2, . . . , s}.

Ïî ïðîèçâîëüíîìó êîðòåæó 〈j1, j2, . . . , jr〉 ∈ ΩMr ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå
Fj1j2...jr : N → ΩBr â âèäå: Fj1j2...jr(α) =

(
f(j1, α), f(j2, α), . . . , f(jr, α)

)
. Òîãäà, ñ ó÷åòîì

àêñèîìû A2, äàííîå îòîáðàæåíèå áóäåò áèåêöèåé. Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî ìíîæåñòâà
ïî êîðòåæó 〈γ1, γ2, . . . , γs〉 ∈ ΩNs ïîñòðîèì áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå Fγ1γ2...γs : M →
ΩBs .
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Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå:
αn = f(jn, α), 1 ≤ n ≤ r è in = f(i, γn), 1 ≤ n ≤ s.

Çàïèøåì òåïåðü ýêâèâàëåíòíûé âèä ðåïðåçåíòàòîðà:

f(i, α) = f
(
F−1

γ1γ2...γs
(i1, i2, . . . , is), F−1

j1j2...jr
(α1, α2, . . . , αr)

)
=

= fj1j2...jrγ1γ2...γs(i
1, i2, . . . , is, α1, α2, . . . , αr) ≡ (

i1 i2 . . . is
)



α1

α2

...
αr


 .

Èòàê, ïðè òàêîì ýêâèâàëåíòíîì ïåðåõîäå ýëåìåíò i ∈ M ïåðåõîäèò â ñòðîêó èç
s � ýëåìåíòîâ (i1, . . . , is) ∈ ΩBs , à ýëåìåíò α ∈ N ïåðåõîäèò â ñòîëáåö èç r � ýëå-
ìåíòîâ (α1, . . . , αr) ∈ ΩBr . Àíàëîãè÷íî, ïðè òàêîì ýêâèâàëåíòíîì ïåðåõîäå êîðòåæè
〈i1, i2, . . . , ir〉 ∈ ΩMr è 〈α1, α2, . . . , αs〉 ∈ ΩNs ïåðåõîäÿò â ìàòðèöû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìíîæåñòâ:




i11 i21 · · · is1
i12 i22 · · · is2... ... . . . ...
i1r i2r · · · isr


 ∈ ΩΩr

Bs
,




α1
1 α1

2 · · · α1
s

α2
1 α2

2 · · · α2
s... ... . . . ...

αr
1 αr

2 · · · αr
s


 ∈ ΩΩs

Br
.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: ΩΩr
Bs

= ΩΩs
Br

= ΩBrs . Äàííîå îãðà-
íè÷åíèå õîòÿ è íîñèò ÷èñòî òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð, íî äîñòàòî÷íî ñèëüíîå è åãî ìîæíî
áûëî áû äàæå ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå îòäåëüíîé àêñèîìû.

20. Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ: f(jm, γn) = γm
n = jn

m ≡ emn. Ìàòðèöó çíà÷åíèé
|emn| áóäåì îáîçíà÷àòü êàê E, à ðåïðåçåíòàòîð çàïèñûâàòü â âèäå:

fE(i1, i2, . . . , is, α1, α2, . . . , αr) =
(

i1 i2 . . . is
)



α1

α2

...
αr


 .

Çàïèøåì òåïåðü òîæäåñòâà, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ïîñòðîåíèÿ, ñ ó÷åòîì íîâûõ îáîçíà-
÷åíèé:

(
em1 em2 . . . emr

)



α1

α2

...
αr


 = αm, è

(
i1 i2 . . . is

)



e1m

e2m
...

esm


 = im. (1)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôîðìàëüíî ìàòðèöó êàê äâóìåðíûé íàáîð èç m×n êîýôôè-
öèåíòîâ |fmn|. Ïåðåìíîæàòüñÿ ìîãóò ìàòðèöû ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî ñòîëáöîâ ïåðâîé
ìàòðèöû � s, à ÷èñëî ñòðîê âòîðîé ìàòðèöû � r. Èòîãîâàÿ ìàòðèöà áóäåò ðàçìåð-
íîñòè m × n, åñëè ïåðåìíîæàëèñü ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè m × s è r × n. Â êà÷åñòâå
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö ums è vrn áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó ðåïðåçåíòàòîðîâ,
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ïîñòðîåííûõ íà êîýôôèöèåíòàõ ñòðîêè ïåðâîé ìàòðèöû è ñòîëáöà âòîðîé ìàòðèöû,
ò.å.

fmn = fE(um1, um2, . . . , ums, v1n, v2n, . . . , vsn) :



u11 u12 · · · u1s

u21 u22 · · · u2s
... ... . . . ...

um1 um2 · · · ums







v11 v12 · · · v1n

v21 v22 · · · v2n
... ... . . . ...

vr1 vr2 · · · vrn


 =




f11 f12 · · · f1n

f21 f22 · · · f2n
... ... . . . ...

fm1 fm2 · · · fmn


 .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè ïåðåìíîæåíèè äâóõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè r×s èòîãîâàÿ ìàòðèöà
áóäåò òîé æå ðàçìåðíîñòè òàê, ÷òî òàêîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå íà ìíîæåñòâå ΩBrs

îáðàçóåò ãðóïïîèä.
Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (∀I ∈ ΩBrs), (∀B ∈ ΩBrs), (∃!A ∈ ΩBrs) : IA = B.

Åñëè ðàññìîòðåòü àêñèîìó A1, òî êîðòåæ 〈i1, i2, . . . , ir〉 ∈ ΩMr èç ýòîãî óñëîâèÿ åñòü
íå ÷òî èíîå, êàê ìàòðèöà I ∈ ΩBrs ; âòîðîé êîðòåæ 〈b1, b2, . . . , br〉 ∈ ΩBr � ýòî n �
òûé ñòîëáåö ìàòðèöû B. Òîãäà ýëåìåíò α ∈ N � ýòî n � òûé ñòîëáåö ìàòðèöû A.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîáåãàÿ äëÿ n îò 1 äî s, ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè äîêàçûâàåìîãî
ñâîéñòâà. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå (∀A ∈ ΩBrs), (∀B ∈ ΩBrs), (∃!I ∈
ΩBrs) : IA = B, íî óæå ñ ó÷åòîì àêñèîìû A3. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî
ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå íà ìíîæåñòâå ΩBrs îáðàçóåò êâàçèãðóïïó.

Ðàññìàòðèâàÿ òîæäåñòâà (1) äëÿ ðåïðåçåíòàòîðà fE, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ìàòðèöà
E áóäåò êàê ëåâûì, òàê è ïðàâûì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì â ìàòðè÷íîì óìíîæåíèè,
ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ êâàçèãðóïïà áóäåò ëóïîé.

30. Ïåðåïèøåì òåïåðü âåðèôèêàòîð â âèäå:

f00 =
(

i10 i20 . . . is0
)



α1
0

α2
0...

αr
0


 = g




(
i10 i20 . . . is0

)



α1
1 α1

2 · · · α1
s

α2
1 α2

2 · · · α2
s... ... . . . ...

αr
1 αr

2 · · · αr
s


 ,




i11 i21 · · · is1
i12 i22 · · · is2... ... . . . ...
i1r i2r · · · isr







α1
1 α1

2 · · · α1
s

α2
1 α2

2 · · · α2
s... ... . . . ...

αr
1 αr

2 · · · αr
s


 ,




i11 i21 · · · is1
i12 i22 · · · is2... ... . . . ...
i1r i2r · · · isr







α1
1

α2
1...

αr
1





 =

g




(
f01 f02 . . . f0r

)
,




f11 f12 · · · f1s

f21 f22 · · · f2s
... ... . . . ...

fr1 fr2 · · · frs


 ,




f10

f20
...

fr0





 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü r × s âåðèôèêàòîðîâ, ïîñòðîåííûõ íà äâóõ êîðòåæàõ 〈i1, i2,
. . . , ir〉, 〈k1, k2, . . . , kr〉 èç ìíîæåñòâà ΩMr è äâóõ êîðòåæàõ 〈α1, α2, . . . αs〉, 〈β1, β2, . . . , βs〉,
èç ìíîæåñòâà ΩNs . Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ïîñòðîèòü âåðèôèêàòîð äëÿ ìàòðèö: IA =
G(IB,KB,KA), ãäå I, K è A, B � ýòî çàïèñàííûå â ìàòðè÷íîì âèäå ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîðòåæè 〈i1, i2, . . . , ir〉, 〈k1, k2, . . . , kr〉, 〈α1, α2, . . . αs〉, 〈β1, β2, . . . , βs〉. Ïðè ýòîì
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ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíû ïîýëåìåíòíî äâå ìàòðèöû. Òàê, ýëåìåíò èç ñòðîêè m è
ñòîëáöà n ñ îäíîé ñòîðîíû � ýòî

(IA)mn = fE(i1m, i2m, . . . ism, α1
n, α2

n, . . . , α
r
n),

à ñ äðóãîé ñòîðîíû:

(
G(IB, KB, KA)

)
mn

= g




(
i1m i2m . . . ism

)
B,KB,K




α1
n

α2
n...

αr
n





 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî íà ìíîæåñòâàõ ΩBrs , ñîñòîÿùèõ èç r × s ìàòðèö îïðå-
äåëåíà ÔÑ ðàíãà (2, 2) c ðåïðåçåíòàòîðîì, îïðåäåëåííûì êàê óìíîæåíèå äâóõ ìàòðèö
èç ìíîæåñòâà ΩBrs , è òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííûì âåðèôèêàòîðîì G.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðóïïîâîå óìíî-
æåíèå.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè äàííûìè î òîì, ÷òî îïðåäåëåííîå âûøå ìàòðè÷íîå
óìíîæåíèå íà ìíîæåñòâå ΩBrs ÿâëÿåòñÿ ëóïîé, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè X, Y ∈ ΩBrs ⇒
XY ∈ ΩBrs , à òàêæå E ∈ ΩBrs , è ðàññìîòðèì êîðòåæè óæå èç ìàòðèö 〈X,E〉 è 〈Y Z, Y 〉.
Ïîñòðîèì âåðèôèêàòîð:

X(Y Z) = G(XY, E(Y Z), EY ) = G(XY, Y Z, Y ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîðòåæè 〈XY, Y 〉, 〈Z, E〉, äëÿ êîòîðûõ òàêæå ïîñòðîèì âåðèôèêà-
òîð:

(XY )Z = G((XY )E, Y Z, Y E) = G(XY, Y Z, Y ).

Ñðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ, ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó: X(Y Z) = (XY )Z. Òàêèì
îáðàçîì ïîëó÷èëè àññîöèàòèâíîñòü â ëóïå, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå íà
ìíîæåñòâå ΩBrs îáðàçóåò ãðóïïó.

§ 3. Îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå
(÷àñòíûé ñëó÷àé)

Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ äëÿ ìàòðèö, ïîñòðîåííûõ íàä íåêî-
òîðîé óíèâåðñàëüíîé àëãåáðîé B (äàëåå ïðîñòî àëãåáðîé), è îïðåäåëèì ìèíèìàëüíîå
òðåáîâàíèå íà àëãåáðó, äëÿ òîãî ÷òîáû òàêîå îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå îñòà-
âàëîñü ãðóïïîâûì. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö, ïîñëå
÷åãî ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ.

40. Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàíãà n, ïîñòðîåííûõ íàä ïîëåì R, ìîæíî âûäåëèòü
ïîäìíîæåñòâî Mn ⊂ Rn×n ïðè ïîìîùè óñëîâèÿ:

Mn = {m ∈ Rn×n| det(m) 6= 0}.
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Íà ýòîì ïîäìíîæåñòâå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíà ãðóïïà ñ îáû÷íûì ìàòðè÷-
íûì óìíîæåíèåì (Mn, ), ïîñòðîåííûì ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ñòðîêè íà
ñòîëáåö ñ èñïîëüçîâàíèåì áèëèíåéíîé ôóíêöèè:

f(xi1, xi2, . . . , xin, y1j, y2j, . . . , ynj) =
n∑

k=1

xikykj = (XY )ij. (2)

Ïîïûòàåìñÿ ðàññìîòðåòü îáîáùåíèå ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, îòêàçàâøèñü îò âèäà
ôóíêöèè (2) è ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ â íàèáîëåå îáùåì âèäå

(XY )ij = f(xi1, xi2, . . . , xis, y1j, y2j, . . . , yrj),

ãäå íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà s = r, ò.å. ìàòðèöû ìîãóò áûòü è íå êâàäðàò-
íûìè. Ìàòðèöû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî íàä ïîëåì R, íî è íàä ïðîèçâîëüíûì
ìíîæåñòâîì B, ñ ïîêà åùå íå èçâåñòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Åäèíñòâåííûì ñó-
ùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì íà ôóíêöèþ f : Bs×Br → B è àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
ìíîæåñòâà B áóäåò òðåáîâàíèå, ÷òîáû íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå Ωr×s ⊆ Br×s òà-
êîå ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå áûëî ãðóïïîâûì (Ωr×s, ). Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðèì
ñëó÷àé s = 1, òàêèì îáðàçîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìàòðèöû ñòîëáöû. Îïðå-
äåëèì, êàêàÿ ìèíèìàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èíäóöèðóåòñÿ íà ìíîæåñòâå B,
è êàê âûðàæàåòñÿ ôóíêöèÿ f . Â êîíöå ñòàòüè ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû íà
ìíîæåñòâå B ⊆ R è B ⊆ R2.

50. Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåé ìàòðè-
öû: ñòîëáåö�ìàòðèöû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñòðîê. Ìàòðèöû ïîñòðîåíû íàä íåêîòîðûì
ìíîæåñòâîì B, ñòðóêòóðà êîòîðîãî èçíà÷àëüíî íå îïðåäåëåíà. Ðàññìîòðèì ïîäìíî-
æåñòâî ìàòðèö

ΩB2 =

{(
x1

x2

)
∈ B2

∣∣∣∣x1 6= x2

}
.

Ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà B áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òðåáîâàíèåì, ïðè êîòîðîì íà ìíîæå-
ñòâå ΩB2 îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå çàäàâàëî áû ãðóïïó: (ΩB2 , ) � ãðóïïà
óìíîæåíèÿ ñòîëáåö�ìàòðèö. Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó áóêâîé M . Óìíîæåíèå ñòîëáöîâ
ïîñòðîåíî íà ôóíêöèè âèäà f : B × ΩB2 → B ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(
x1

x2

)(
y1

y2

)
=

(
f(x1, y1, y2)
f(x2, y1, y2)

)
.

Çàïèøåì íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû M ÷åðåç åãî êîìïîíåíòû E =

(
e1

e2

)
.

Èç ñâîéñòâ íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ãðóïïû (∀X ∈ M) : XE = EX = X äëÿ ôóíê-
öèè f ñëåäóþò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

f(e1, y1, y2) = y1, f(e2, y1, y2) = y2, f(x, e1, e2) = x. (3)

Èç (3) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (
e2

e1

) (
e2

e1

)
=

(
e1

e2

)
. (4)

Ââåäåì ôóíêöèþ ϕ : B → B ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x, e2, e1) = ϕ(x)
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èç (4) äëÿ íåå ñëåäóåò ϕ2(x) = x è ϕ(e1) = e2, ϕ(e2) = e1.
60. Èç âûðàæåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî íà ïîäìíîæåñòâå

{(
x1

e2

)
∈ ΩB2

∣∣∣∣ x1 ∈ B \ {e2}
}
⊂ ΩB2

îïðåäåëåíà ïîäãðóïïà M1 ⊂ M , ñâÿçàííàÿ ñ ãðóïïîé íà ìíîæåñòâå B \ {e2}:
(

x1

e2

) (
y1

e2

)
=

(
x1y1

e2

)
. (5)

Óìíîæåíèå â ãðóïïå (B \ {e2}, ·) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

x · y = f(x, y, e2). (6)

Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó ÷åðåç G1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè M � ãðóïïà, òî è G1 �
ãðóïïà. Çàïèñûâàòü óìíîæåíèå â ãðóïïå G1 áóäåì, êàê ïðàâèëî, áåç òî÷êè xy = x · y.
Äëÿ ýëåìåíòà x ∈ G1 îáðàòíûé ýëåìåíò áóäåì îáîçíà÷àòü â âèäå x−1 ∈ G1.

Íàäî îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî âûðàæåíèåì (6), â äåéñòâèòåëüíîñòè, îïðåäåëåíà
÷àñòè÷íàÿ îïåðàöèÿ

(·) : B × (B \ {e2}) → B, (7)
òàê êàê ýëåìåíò x ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà B, à íå òîëüêî èç
ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ãðóïïà � B \ {e2}. Â ýòîì ñëó÷àå ýòà ÷àñòè÷íàÿ
îïåðàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ãðóïïîâîé åùå îäíèì òîæäåñòâîì:

(∀x ∈ B \ {e2}) : e2 · x = e2. (8)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà ïîäìíîæåñòâå
{(

e1

x2

)
∈ ΩB2

∣∣∣∣ x2 ∈ B \ {e1}
}
⊂ ΩB2

òàêæå îïðåäåëåíà ïîäãðóïïà M2 ⊂ M , êîòîðàÿ ñâÿçàíà óæå ñ ãðóïïîé íà ìíîæåñòâå B\
{e1}. Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó ÷åðåç G2 ñ îïåðàöèåé (·2). Äâå ãðóïïû G1 è G2 èçîìîðôíû
è ôóíêöèÿ ϕ êàê ðàç è çàäàåò ýòîò èçîìîðôèçì:

(
x
e2

)(
y
e2

)
=

(
e2

e1

)(
e2

e1

)(
x
e2

)(
e2

e1

)(
e2

e1

)(
y
e2

)(
e2

e1

)(
e2

e1

)
=

=

(
e2

e1

)(
e2

e1

)(
ϕ(x)
e1

)(
e2

e1

)(
ϕ(y)
e1

)(
e2

e1

)
=

=

(
e2

e1

)(
e1

ϕ(x)

)(
e1

ϕ(y)

)(
e2

e1

)
=

(
e2

e1

)(
e1

ϕ(x) ·2 ϕ(y)

)(
e2

e1

)
=

=

(
e2

e1

)(
e2

ϕ (ϕ(x) ·2 ϕ(y))

)
=

(
ϕ (ϕ(x) ·2 ϕ(y))

e2

)
.

70. Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ (3), (4), (5) è ïðè óñëîâèè y2 6= e2 ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà: (

x1

x2

)(
y1

y2

)
=

(
x1

x2

)(
y1y

−1
2

e1

)(
y2

e2

)
=
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=

(
x1

x2

)(
y1y

−1
2

e1

)(
e2

e1

)(
e2

e1

) (
y2

e2

)
=

=

(
x1

x2

)(
ϕ(y1y

−1
2 )

e2

)(
e2

e1

)(
y2

e2

)
=

(
x1ϕ(y1y

−1
2 )

x2ϕ(y1y
−1
2 )

)(
e2

e1

)(
y2

e2

)
=

=

(
ϕ

(
x1ϕ(y1y

−1
2 )

)
ϕ

(
x2ϕ(y1y

−1
2 )

)
)(

y2

e2

)
=

(
ϕ

(
x1ϕ(y1y

−1
2 )

)
y2

ϕ
(
x2ϕ(y1y

−1
2 )

)
y2

)
.

Òàêèì îáðàçîì ïðèøëè ê âûðàæåíèþ ôóíêöèè f ÷åðåç ÷àñòè÷íóþ îïåðàöèþ (7) è
ôóíêöèþ ϕ â âèäå:

f(x1, y1, y2) = ϕ
(
x1ϕ(y1y

−1
2 )

)
y2. (9)

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåííûì âûøå ðàâåíñòâà äëÿ ñëó÷àÿ y1 6= e2:
(

x1

x2

)(
y1

y2

)
=

(
x1

x2

)(
e1

y2y
−1
1

)(
y1

e2

)
=

=

(
x1

x2

)(
e2

e1

)(
e2

e1

)(
e1

y2y
−1
1

)(
y1

e2

)
=

(
x1

x2

)(
e2

e1

)(
y2y

−1
1

e1

)(
y1

e2

)
=

=

(
x1

x2

)(
e2

e1

)(
y2y

−1
1

e1

)(
e2

e1

)(
e2

e1

)(
y1

e2

)
=

=

(
ϕ(x1)
ϕ(x2)

)(
ϕ(y2y

−1
1 )

e2

)(
e2

e1

)(
y1

e2

)
=

(
ϕ(x1)ϕ(y2y

−1
1 )

ϕ(x2)ϕ(y2y
−1
1 )

) (
e2

e1

)(
y1

e2

)
=

=

(
ϕ

(
ϕ(x1)ϕ(y2y

−1
1 )

)
ϕ

(
ϕ(x2)ϕ(y2y

−1
1 )

)
)(

y1

e2

)
=

(
ϕ

(
ϕ(x1)ϕ(y2y

−1
1 )

)
y1

ϕ
(
ϕ(x2)ϕ(y2y

−1
1 )

)
y1

)
.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ f ìîæíî çàïèñàòü åùå è â âèäå:

f(x1, y1, y2) = ϕ
(
ϕ(x1)ϕ(y2y

−1
1 )

)
y1. (10)

Ñðàâíèâàÿ (9) è (10), ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ äëÿ ñëó÷àÿ y 6= e1, e2 äîëæíà
óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ:

ϕ
(
xϕ(y−1)

)
y = ϕ (ϕ(x)ϕ(y)) . (11)

Ðàññìàòðèâàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ ñëó÷àÿ x−1 = ϕ(y−1), ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ôóíê-
öèè ϕ è ñâîéñòâà (8) ÷àñòè÷íîé îïåðàöèè (7), ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî äëÿ ôóíêöèè
ρ(x) = ϕ(x−1) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâî:

ρ3 = id. (12)

80. Åñëè â óðàâíåíèè (11) ïðîèçâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ x = ϕ(x′), y = ϕ(y′−1),
à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì (12) ôóíêöèè ρ, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùèé âèä óðàâ-
íåíèÿ:

ϕ

(
ϕ(x′)

(
ϕ(y′)

)−1
)

ϕ(y′−1) = ϕ(x′y′−1),

9



êîòîðûé ïîÿâëÿåòñÿ â ðàáîòå Ï. Êîíà [3], â ëåììå 5.1. òåîðåìû î âëîæåíèè êîëåö â
òåëà. Ïîìèìî äàííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ òîãî ÷òîáû ãðóïïà G1 áûëà
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé íåêîòîðîãî òåëà, ñîãëàñíî ýòîé ëåììû, äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ åùå äâà òðåáîâàíèÿ:

ϕ(yxy−1) = yϕ(x)y−1, ïðè x 6= e1

è ýëåìåíò a = ϕ(x−1)x
(
ϕ(x)

)−1

íå äîëæåí çàâèñåòü îò âûáîðà x. Ïåðâîå òðåáîâàíèå
ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ëåâîñòîðîííåé äèñòðèáóòèâíîñòè. Èç ïîñëåäíåãî òðåáîâà-
íèÿ ñëåäóåò, ÷òî àääèòèâíàÿ îïåðàöèÿ äîëæíà áûòü àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé.
Â íàøåì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íå òðåáóþòñÿ.

90. Ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîé áèåêöèè L : B → B, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî
L(e2) = e2, ìîæíî ââåñòè äâå îïåðàöèè:

x⊕ y = ϕ
(
x(L(y))−1

)
y, xª y = ϕ

(
xy−1

)
L(y),

ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

(x⊕ y)ª y = x, (xª y)⊕ y = x.

Â ñëó÷àå, åñëè áèåêöèÿ L îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈
B \ {e2} â âèäå L(x) = ax, òîãäà äëÿ îïðåäåëåííûõ âûøå îïåðàöèé ñïðàâåäëèâà ïðà-
âîñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü:

(x⊕ y) z = xz ⊕ yz, (xª y) z = xz ª yz.

Â ñëó÷àå a = e1 îáå îïåðàöèè ⊕ è ª ñîâïàäàþò.

100. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � ýòî B = R, e1 = 1, e2 = 0, a = −1, óìíîæåíèå â
ãðóïïå G1 � îáû÷íîå óìíîæåíèå, ϕ(x) = 1 − x. Îïåðàöèè ⊕ è ª áóäóò îáû÷íûìè
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ìåíåå òðèâèàëüíîãî ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó íà ìíîæåñòâå B = {(x, y) ∈ R2|x 6= 0} ∪ {(0, 0)} ñ âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè
e1 = (1, 0), e2 = (0, 0), a = (−1, 0). Óìíîæåíèå îïðåäåëåíî â âèäå:

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2y
n
1 ),

ãäå n � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Âçÿòèå îáðàòíîãî îïðåäåëåíî â âèäå:

(x1, x2)
−1 = (x−1

1 ,−x2x
−1−n
1 ),

ôóíêöèþ ϕ è îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ϕ(x1, x2) = (1− x1, (−1)nx2), (x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2).

Èç ïîëó÷èâøåãîñÿ âèäà îïåðàöèè ñëîæåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî äàííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè (B,⊕, ·) ñâÿçàíà ñ êîëüöîì, îñîáåííî, åñëè â
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êà÷åñòâå ìíîæåñòâà B ðàññìàòðèâàòü R2. Â îòëè÷èå îò êîëüöà, â äàííîé ñèñòåìå ïðè-
ñóòñòâóåò òîëüêî ïðàâîñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü, ëåâîñòîðîííåé äèñòðèáóòèâíîñòè
íåò:

Z
(
X ⊕ Y

)
ª

(
ZX ⊕ ZY

)
=

(
0

z2

(
(x1 + y1)

n − xn
1 − yn

1

)
)

,

ãäå X =

(
x1

x2

)
, Y =

(
y1

y2

)
, Z =

(
z1

z2

)
.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãðóïïó ñ óìíîæåíèåì:

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2),

è óíàðíûìè îïåðàöèÿìè:

(x1, x2)
−1 = (x−1

1 ,−x2x
−1
1 ), ϕ(x1, x2) = (x2, x1),

âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè:

e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) è a = (−1, 0),

áèíàðíóþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x2y1 − x1y2,
y2(x2y1 − x1y2)− x1

y1

).

Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ íåêîììóòàòèâíà è íåàññîöèàòèâíà, íî ïðè
ýòîì ïî ïðåæíåìó èìååòñÿ ïðàâîñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü.

110. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ñòîëáåö�ìàòðèöû ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòðîê. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êîãäà ìû ðàñ-
ñìàòðèâàëè âûâîä ôóíêöèè (9), íà êîòîðîé ïîñòðîåíî òàêîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå,
ìû ñâåëè çàäà÷ó âûðàæåíèÿ ôóíêöèè äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö èç äâóõ ñòðîê ÷åðåç ôóíê-
öèþ óìíîæåíèÿ ñòîëáåö�ìàòðèö èç îäíîé ñòðîêè. Ïðîèçâîäÿ àíàëîãè÷íûé âûâîä äëÿ
ñòîëáåö�ìàòðèö èç òðåõ ñòðîê, ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó âèäó:

f(x, y1, y2, y3) = ϕ2

(
f
(
x, ϕ2(y1y

−1
3 ), ϕ2(y2y

−1
3 ), e3

))
y3,

ãäå ôóíêöèÿ ϕ2(x) = f(x, e3, e2, e1). Ïðè ýòîì ÷àñòè÷íàÿ îïåðàöèÿ x · y = f(x, y, e2, e3)

äåéñòâóåò óæå íà ìíîæåñòâå (·) : B×
(
B \ {e2, e3}

)
→ B, òàê ÷òî ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíî

òîæäåñòâî (∀x ∈ B \ {e2, e3}) : e3 · x = e3.
Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ñòîëáåö�ìàòðèö ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñòðîê

ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì. Ïðè ïîìîùè âíîâü ïîÿâëÿþùåéñÿ ôóíêöèè

ϕn−1(x) = f(x, en, e2, . . . , en−1, e1)

è ðàñøèðÿåìîé ÷àñòè÷íîé îïåðàöèè x ·y = f(x, y, e2, . . . , en), ïðîèçâîäèì çàïèñü ôóíê-
öèè ïîðÿäêà n ÷åðåç ôóíêöèþ ìåíüøåãî ïîðÿäêà � n− 1.
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Åñëè ââåñòè ïåðåîáîçíà÷åíèå ϕ1 = ϕ, òîãäà ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèé ϕk ñëåäóåò:

{
ϕk(ei) = ei, ïðè óñëîâèè i 6= 1, k + 1
ϕk(e1) = ek+1, ϕk(ek+1) = e1.

(13)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè ϕ1, . . . ϕn−1 ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ñèìåòè÷åñêîé ãðóïïû
ïîäñòàíîâîê ϕ ìíîæåñòâà {e1, e2, . . . , en}. Ïðè ýòîì ôóíêöèè ϕ1, . . . ϕn−1 óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòíîøåíèþ (11). Ãðóïïà ϕ çàäàåò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà B. Ïðè
n > 2 ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ϕ′ = ϕ ∩ Aut(G1) àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G1. Â êà÷åñòâå
îáðàçóþùèõ ãðóïïû ϕ′ ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî {σi = ϕiϕi+1ϕi|i ∈ {1, . . . , n − 2}}.
Ïî îáðàçóþùèì ãðóïïû ϕ′ ìîæíî âîññòàíîâèòü îáðàçóþùèå ãðóïïû ϕ: ϕi+1 = σiϕ1σi,
òàê ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà B õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷àñòè÷íîé îïåðàöèåé
G1, óíàðíîé îïåðàöèåé ϕ è îáðàçóþùèìè ãðóïïû ϕ′.

120. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñòîëáåö�ìàòðèöû èç òðåõ ñòðîê ïî ïðåæíåìó ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íî ñ äîáàâëåíèåì â êà÷åñòâå ýëåìåíòà "áåñ-
êîíå÷íîãî ÷èñëà": B = R∪{ω}. Ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ e1 = 1, e2 = 0, e3 =
ω, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ÷àñòè÷íàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îïåðàöèÿ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì
óìíîæåíèåì, ôóíêöèè ϕ1(x) = 1 − x, σ1(x) = 1

x

(
ϕ2(x) = x

x−1

)
. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ

áóäåò ñîâïàäàòü ñ îáû÷íûì ñëîæåíèåì. Åñëè â êà÷åñòâå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà â ìàò-
ðè÷íîé ãðóïïå � E ðàññìîòðåòü äðóãèå çíà÷åíèÿ, íàïðèìåð e1 = 0, e2 = 1, e3 = −1, òî
ïðèäåì ê ýêâèâàëåíòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ:

x · y =
x + y

1 + xy
, ϕ1(x) =

1− x

3x + 1
, σ1(x) = −x ,

(
ϕ2(x) =

1 + x

3x− 1

)
.

Â ñëó÷àå a = ω àääèòèâíàÿ îïåðàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ â âèäå:

x⊕ y =
3xy + x + y − 1

x + y − xy + 3
.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ìíîæåñòâå B ⊆ R2 ïðèâåäåì àëãåáðàè÷åñêóþ êëàññèôèêà-
öèþ îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî1 [11]. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà îïðåäåëèì ýêâèâàëåíòíîå ìàò-
ðè÷íîå óìíîæåíèå ñòîëáöîâ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ôóíêöèè f1 : B1×ΩBn
1
→ B1 è f2 : B2×ΩBn

2
→ B2 çàäàþò

îäíî è òîæå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå òðè áèåêöèè: λ : B1 → B2, θ :
B1 → B2, χ : ΩBn

1
→ ΩBn

2
, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî

f2

(
λ(x), χ(y1, y2, . . . , yn)

)
= θ

(
f1(x, y1, y2, . . . , yn)

)
.

Â ðàáîòàõ Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî [11] êëàññèôèêàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
ëîêàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

1Õîòÿ â óêàçàííîé ðàáîòå àâòîð êëàññèôèöèðîâàë ââåäåííûå èì ïîëèìåòðè÷åñêèå ãåîìåòðèè, íî
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å êëàññèôèêàöèè îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíî-
æåíèÿ äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö.
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Àëãåáðàè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñòðîèòñÿ íà äâóõ, ñ òî÷íîñòüþ äî ëîêàëüíîãî èçî-
ìîðôèçìà, ãðóïïàõ2:

G1(x1x2, y1y2) = (x1y1, x2y2), G2(x1x2, y1y2) = (x1y1, x1y2 + x2).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ϕ áûëî ïðîùå, áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü
ëîêàëüíî èçîìîðôíîé ãðóïïû äëÿ ãðóïïû G1:

G′
1(x1x2, y1y2) = (x1y1 + εx2y2, x1y2 + x2y1),

ãäå ïàðàìåòð ε ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ: 0 èëè −1.
Äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö ñ äâóìÿ ñòðîêàìè ñóùåñòâóåò ïÿòü3 íåýêâèâàëåíòíûõ ðåøå-

íèé:
1.) G1, ϕ(x1, x2) = (1− x1, 1− x2),
2.) G′

1, ϕ(x1, x2) = (1− x1,−x2),
3.) G2, ϕ(x1, x2) = (x2, x1),

4.) G2, n ∈ Z, n 6= 1, ϕ(x1, x2) =

((
1− x

1
n−1

1

)1−n

, (−1)n x2x
− n

n−1
1„

1−x
1

n−1
1

«n

)
,

5.) G2, ϕ(x1, x2) = ( x1

x1−1
,

x2−ln |x1|
(x1−1)2

+ ln |x1−1
x1
|).

Äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö ñ òðåìÿ ñòðîêàìè ñóùåñòâóåò ÷åòûðå íåýêâèâàëåíòíûõ ðåøå-
íèÿ:

1.a.) G1, ϕ(x1, x2) = (1− x1, 1− x2), σ1(x1, x2) = (x−1
1 , x2x

−1
1 ),

1.b.) G1, ϕ(x1, x2) = (1− x1, 1− x2), σ1(x1, x2) = (x−1
1 , x−1

2 ),
2.) G′

1, ϕ(x1, x2) = (1− x1,−x2),

σ1(x1, x2) = (
x1

x2
1 − εx2

2

,
−x2

x2
1 − εx2

2

),

3.) G2, ϕ(x1, x2) = (x2, x1), σ1(x1, x2) = (x1, 1− x1 − x2).
Äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö ñ ÷åòûðüìÿ ñòðîêàìè îñòàåòñÿ òîëüêî îäíî íåýêâèâàëåíòíîå

ðåøåíèå:
1.) G1, ϕ(x1, x2) = (1− x1, 1− x2),

σ1(x1, x2) = (x−1
1 , x2x

−1
1 ), σ2(x1, x2) = (x1x

−1
2 , x−1

2 ).

§ 4. Îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå
(îáùèé ñëó÷àé)

130. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ îáùåãî ñëó÷àÿ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèç-
âîëüíûå ìàòðèöû. Â êà÷åñòâå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö A = ||aij|| è B = ||bjk|| áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó C = ||cik||, ïîñòðîåííóþ ïðè ïîìîùè ôóíêöèè f : ΩBs×ΩBr →

2Êîòîðûå â äàëüíåéøåì ïåðåõîäÿò â ÷àñòè÷íûå îïåðàöèè.
3Åñëè ðåøåíèå 2) ñ ïàðàìåòðîì ε è 5) ñ ïðîèçâîëüíûì n ∈ Z ïðèíèìàòü êàê òîëüêî äâà íåýêâèâà-

ëåíòíûõ ðåøåíèÿ.
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B, ãäå ΩBs ⊆ Bs è ΩBr ⊆ Br. Ïðè ýòîì ïåðåìíîæàòüñÿ ìîãóò ìàòðèöû ðàçìåðà (r×s).
Ïîä ðàíãîì ìàòðèöû áóäåì ïîíèìàòü åå ðàçìåð, íàïðèìåð, ðàíã ìàòðèöû@ � (r×s)".
Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ìàòðèöó�ñòîëáåö èëè ìàòðèöó�ñòðîêó, òî, åñëè ýòî íå áóäåò
ïðèâîäèòü ê íåäîðàçóìåíèÿì, âìåñòî (r×1) èëè (1×s) áóäåì ïèñàòü (r) èëè (s), ãîâîðÿ
î ðàíãå òàêèõ ìàòðèö. Ýëåìåíò cij, ñòîÿùèé â i � òîé ñòðîêå è j � òîì ñòîëáöå, åñòü
ôóíêöèÿ f îò s ýëåìåíòîâ i � òîé ñòðîêè ìàòðèöû A è r ýëåìåíòîâ j � òîãî ñòîëáöà
ìàòðèöû B:

cij = f(ai1, ai2, . . . , ais, b1j, b2j, . . . , brj).

Â ìàòðèöå A ∈ ΩBrs äëÿ îáîçíà÷åíèÿ i � òîé ñòðîêè áóäåì ïèñàòü Ai∗, à äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ j � òîãî ñòîëáöà áóäåì ïèñàòü A∗j. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî ýëåìåíò cij

çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîêè íà ñòîëáåö: cij = Ai∗B∗j.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû â ìíîæåñòâå âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà (r×s) � Brs ñóùåñòâîâàëî ïîä-

ìíîæåñòâî ìàòðèö ΩBrs , äëÿ êîòîðûõ äàííîå óìíîæåíèå áûëî ãðóïïîâûì. Óñèëèâàÿ
äàííîå òðåáîâàíèå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê

{
Ai∗

∣∣∣i ∈ {1, 2, . . . , r}, A ∈
ΩBrs

}
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ΩBs , à ìíîæåñòâî âñåõ ñòîëáöîâ

{
A∗j

∣∣∣j ∈ {1, 2, . . . , s}, A ∈
ΩBrs

}
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ΩBr .

Äëÿ ìíîæåñòâ B è ΩBrs áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: (∀x ∈
B), (∃A ∈ ΩBrs) : aij = x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç B âñåãäà
íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà A èç ìíîæåñòâà ΩBrs , ÷òî å¼ ýëåìåíò aij = x. Åñëè ýòî íå òàê,
òîãäà âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê ïîäìíîæåñòâó Bx = B \ {x}, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî
ΩBrs ⊆ Brs

x ⊂ Brs, íà êîòîðîì è áóäåì ðàáîòàòü.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ìîæíî ðàññìîòðåòü ìàòðèöû Ailj è Am↔n, îòëè÷à-

þùèåñÿ îò èñõîäíîé òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòðîê i è j èëè ïåðåñòàíîâêîé äâóõ
ñòîëáöîâ m è n ñîîòâåòñòâåííî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷åòâåðêà
(
B, (r, s), f, ΩBrs

)
çàäàåò îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíî-

æåíèå, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû4:

A1 (∀A ∈ ΩBrs), (∀C∗j ∈ ΩBr), (∃!B∗j ∈ ΩBr) : AB∗j = C∗j;

A2 (∀B ∈ ΩBrs), (∀Ci∗ ∈ ΩBs), (∃!Ai∗ ∈ ΩBs) : Ai∗B = Ci∗;

A3 (∀A,B, C ∈ ΩBrs) : (AB)C = A(BC);

A4 (∀i, j ∈ {1, 2, . . . , r}) : A ∈ ΩBrs ⇔ Ailj ∈ ΩBrs ;

A5 (∀i, j ∈ {1, 2, . . . , s}) : A ∈ ΩBrs ⇔ Ai↔j ∈ ΩBrs .

Äâà îáîáùåííûõ ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèÿ
(
B, (r, s), f, ΩBrs

)
è

(
C, (r, s), g, ΩCrs

)
åñòå-

ñòâåííî ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå áèåêöèè θ : B → C, χ :
ΩBs → ΩCs è λ : ΩBr → ΩCr , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

θ
(
f(x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yr)

)
= g

(
χ(x1, x2, . . . , xs), λ(y1, y2, . . . , yr)

)
,

4Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ ΩBrs ,ΩBr ,ΩBs èç àêñèîì A1, A2 ñëåäóþò àêñèîìû
ãðóïï (∀A,B ∈ ΩBrs), (∃!X, Y ∈ ΩBrs) : AX = B, Y A = B.
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ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå θrs : ΩBrs → ΩCrs áóäåò áèåêòèâíûì.

140. Íà ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå
(
B, (r, s), f, ΩBrs

)
ìîæíî ïîñìîòðåòü, êàê íà óìíî-

æåíèå äâóõ ñòîëáöîâ
(
Bs, (r, 1), F, ΩΩr

Bs

)
, ãäå ýëåìåíò Ai∗ ∈ Bs ïðåäñòàâëåí ñòðîêîé,

à óìíîæåíèå

AB =




A1∗
A2∗
...

Ar∗







B1∗
B2∗
...

Br∗




ïîñòðîåíî íà ôóíêöèè: Fs : ΩBs×Ωr
Bs → ΩBs , êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé f : Bs×Br →

B ñëåäóþùèì îáðàçîì: Fs(Ai∗, B1∗, B2∗, . . . , Br∗) = Ai∗B.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü è óìíîæåíèå äâóõ ñòðîê
(
Br, (1, s), Fr, ΩΩs

Br

)
, ãäå

ýëåìåíò A∗i ∈ Br ïðåäñòàâëåí ñòîëáöîì, ñ óìíîæåíèåì

AB =
(

A∗1 A∗2 · · · A∗s
) (

B∗1 B∗2 · · · B∗s
)
,

ïîñòðîåííûì íà ôóíêöèè Fr : Ωs
Br × ΩBr → ΩBr , òàêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâî:

F (A∗1, A∗2, · · · , A∗s, B∗i) = AB∗i.

Äëÿ ìíîæåñòâ ΩΩr
Bs
, ΩΩs

Br
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ΩΩr

Bs
= ΩΩs

Br
= ΩBrs .

Íà ïðèìåðå ìàòðèöû�ñòîëáöà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ñòðîê, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ñî-
âåðøåííî åñòåñòâåííî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû. Äåéñòâèòåëüíî,
óìíîæåíèå äâóõ ñòîëáöîâ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

(
x1

x2

)(
y1

y2

)
=

(
f(x1, y1, y2)
f(x2, y1, y2)

)
.

Ââåäåì ôóíêöèþ f t(y1, y2, x1) = f(x1, y1, y2), êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëÿòü óìíîæåíèå
ìàòðèö�ñòðîê:

(
y1 y2

) (
x1 x2

)
=

(
f t(y1, y2, x1) f t(y1, y2, x2)

)
.

Óìíîæåíèå, î÷åâèäíî, áóäåò òàêæå ãðóïïîâûì, è óäîâëåòâîðÿòü âñåì, îïðåäåëåííûì
ðàíåå, àêñèîìàì. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû áóäåì ïèñàòü:

(
x1

x2

)
=

(
x1 x2

)T
.

Ïðè ýòîì óìíîæåíèÿ ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(

x1

x2

)(
y1

y2

)
=

((
y1 y2

) (
x1 x2

))T
.

Äàííûé ïàðàãðàô ïîêàçûâàåò, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìíîãèå óòâåðæäåíèÿ
ìîæíî ôîðìóëèðîâàòü äëÿ ìàòðèö � ñòðîê èëè ìàòðèö � ñòîëáöîâ.

150. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, êîòîðûå
èìåþò ìåñòî è â îáû÷íîì ìàòðè÷íîì óìíîæåíèè.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå � ãðóïïîâîå, òî â íåì ïðèñóòñòâóåò íåé-
òðàëüíûé ýëåìåíò E ∈ ΩBrs ñî ñâîéñòâàìè (∀A ∈ ΩBrs) : AE = EA = A. Çàïèøåì
ìàòðèöó E ÷åðåç åå ýëåìåíòû E = ||eij||, òîãäà ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå:

f(ei1, ei2, . . . , eis, a1j, a2j, . . . , arj) = Ei∗A∗j = aij,
f(ai1, ai2, . . . , ais, e1j, e2j, . . . , erj) = Ai∗E∗j = aij.

(14)

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû èç ìàòðèöû A ïîëó÷èòü ìàòðèöó
ñ ïåðåñòàâëåííûìè ìåæäó ñîáîé ñòðîêàìè i è j, íåîáõîäèìî ñëåâà åå óìíîæèòü íà
åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ñ ïåðåñòàâëåííûìè ñòðîêàìè i è j � Eilj. Äëÿ ïåðåñòàíîâêè äâóõ
ñòîëáöîâ ìàòðèöó íåîáõîäèìî óìíîæèòü ñïðàâà íà ìàòðèöó Ei↔j ñ ïåðåñòàâëåííûìè
ñòîëáöàìè:

Ailj = EiljA è Bi↔j = BEi↔j. (15)
Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìàòðèöû � ñòîëáöû, ò.ê. ïîëó÷åííûå óòâåð-

æäåíèÿ ëåãêî, ñ ó÷åòîì ïàðàãðàôà 140, èíòåðïðåòèðîâàòü äëÿ ìàòðèö � ñòðîê è äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö. Ïðîñòåéøèì ñëåäñòâèåì èç (15) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâî:

EiljEilj = E, (16)

êîòîðîå ãîâîðèò òîëüêî î òîì, ÷òî åñëè äâàæäû ïåðåñòàâèòü äâå ñòðîêè, òî âñå âñòàíåò
íà ñâîè ìåñòà. Óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî î÷åâèäíîå, òàê æå, êàê è òî, ÷òî ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà {E1l2, E1l3, . . . , E1lr} ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê ñòðîê.
Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñòàíîâêó ëþáûõ äâóõ ñòðîê ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç îáðàçóþùèå:

Eilj = E1liE1ljE1li. (17)

Â ñèëó òîãî, ÷òî Eilj = Ejli, òîãäà ñ ó÷åòîì (16) è (17) ïîëó÷àåì òîæäåñòâî:

E1liE1ljE1liE1ljE1liE1lj = E. (18)

Ðàññìàòðèâàåìûå îáðàçóþùèå {E1li} åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàþò r− 1 ïðå-
îáðàçîâàíèé {ϕi} ìíîæåñòâà ΩBs ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(∀Aj∗ ∈ ΩBs) : ϕi(Aj∗) = Aj∗E1li, (19)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà
ΩBs . Äëÿ (19) ìîæíî çàïèñàòü òîæäåñòâî:

ϕi(E1∗) = Ei∗, ϕi(Ei∗) = E1∗ è ϕi(Ej∗) = Ej∗ äëÿ âñåõ j 6= 1, i. (20)

Ïåðåïèøåì òîæäåñòâà (16) è (18) äëÿ îòîáðàæåíèé {ϕi}:

ϕiϕi = id, (ϕiϕj)
3 = id. (21)

160. Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî ëåìì, ñâÿçàííûõ ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ìàòðè÷-
íîãî óìíîæåíèÿ.

Ëåììà 1 Åñëè îáîáùåííûå ìàòðè÷íûå óìíîæåíèÿ
(
B, (r, s), f, ΩBrs

)
è

(
C, (r, s), g, ΩCrs

)

ýêâèâàëåíòíû, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðóïïû (ΩBrs , ·) è (ΩCrs ,¯) èçîìîðôíû.
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Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî áèåêöèè θ : B → C,
χ : ΩBs → ΩCs è λ : ΩBr → ΩCr ïîðîæäàþò áèåêöèè θrs, χr, λs èç ìíîæåñòâà ΩBrs â
ìíîæåñòâî ΩCrs ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θrs




x11 x12 . . . x1s

x21 x22 . . . x2s
... ... . . . ...

xr1 xr2 . . . xrs


 =




θ(x11) θ(x12) . . . θ(x1s)
θ(x21) θ(x22) . . . θ(x2s)

... ... . . . ...
θ(xr1) θ(xr2) . . . θ(xrs)


 ,

χr




x11 x12 . . . x1s

x21 x22 . . . x2s
... ... . . . ...

xr1 xr2 . . . xrs


 =




χ(x11, x12, . . . , x1s)
χ(x21, x22, . . . , x2s)

...
χ(xr1, xr2, . . . , xrs)


 ,

λs




x11 x12 . . . x1s

x21 x22 . . . x2s
... ... . . . ...

xr1 xr2 . . . xrs


 =


 λ




x11

x21
...

xr1


 λ




x12

x22
...

xr2


 . . . λ




x1s

x2s
...

xrs





 .

Ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî äâå ãðóïïû (ΩBrs , ·) è (ΩCrs ,¯) èçîòîïíû, ñëåäîâàòåëüíî, ñ
ó÷åòîì âòîðîé òåîðåìû Àëáåðòà [5], îíè èçîìîðôíû.

Âåðíî èëè íåò îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ïîêà íåèçâåñòíî, íî åñëè èçîìîðôèçì ìîæ-
íî çàïèñàòü ÷åðåç ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå Ψ(X) = A ·X ·B, òàê, ÷òî: Ψ(X) ·Ψ(Y ) =
Ψ(X ¯ Y ), òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè f è g, îïðåäåëÿþùèå ìàòðè÷íîå óìíîæå-
íèå, áóäóò ýêâèâàëåíòíû. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü:

Xi∗ ¯ Y∗j = Ψ−1(Ψ(Xi∗) ·Ψ(Y∗j)) = (Xi∗ ·B) · (A · Y∗j) = X ′
i∗ · Y ′

∗j.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå χB : ΩBs → ΩBs çàäàåòñÿ óìíîæåíèåì ñòðîêè íà
ìàòðèöó B, à ïðåîáðàçîâàíèå λA : ΩBr → ΩBr çàäàåòñÿ óìíîæåíèåì ìàòðèöû A íà
ñòîëáåö.

Â ñëó÷àå, êîãäà B = A−1, ìû ïðèõîäèì ê àâòîìîðôèçìó è, êàê ñëåäñòâèå � ê òîìó,
÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ χA−1 , λA çàäàþò ãðóïïó äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè f :

f(x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yr) = f
(
χA−1(x1, x2, . . . , xs), λA(y1, y2, . . . , yr)

)
.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó ëåììó:

Ëåììà 2 Ìàòðèöà�ñòîëáåö ðàíãà (r) èç ìíîæåñòâà ΩBr íå ìîæåò ñîäåðæàòü ñîâ-
ïàäàþùèõ ýëåìåíòîâ.

Èç ñâîéñòâà (14) ñëåäóåò, ÷òî â åäèíè÷íîé ìàòðèöå E íå ìîæåò áûòü äâóõ ñîâïàäà-
þùèõ ýëåìåíòîâ, òàê êàê ýòî ïðèâîäèò ê íåîäíîçíà÷íîñòè è ïðîòèâîðå÷èþ. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, em = en, òîãäà

xm = f(em, x1, x2, . . . , xr) = f(en, x1, x2, . . . , xr) = xn.
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Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî â ïîäãðóïïå ( , Ω
(i)
Br) ñðåäè âñåõ ñòðîê â ñòîëáöå áîëüøå íå âñòðå-

÷àåòñÿ ýëåìåíòà ei, êðîìå êàê â i � òîé ñòðîêå, ñëåäîâàòåëüíî, (∀k ∈ {1, 2, . . . i− 1, i +
1, . . . , r}) : ek /∈ Bi.

Åñëè äàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ei èç åäèíè÷-
íîé ìàòðèöû E, òîãäà ýòî áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A, òàê êàê
ìû âñåãäà ìîæåì ïåðåéòè ê èçîìîðôíîé ãðóïïå (·, ΩBr) → (¯, ΩBr), â êîòîðîé ìàòðè-
öà A áóäåò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì.

170. Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìàòðèö � ñòîëáöîâ, ðàññìàòðèâàÿ
ìàòðè÷íûå óìíîæåíèÿ

(
B, (r, 1), f, ΩBr

)
.

Â ìíîæåñòâå ΩBr âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ i � òàÿ ñòðîêà ñîâ-
ïàäàåò ñ i � òîé ñòðîêîé åäèíè÷íîé ìàòðèöû E. Äëÿ òàêîãî ïîäìíîæåñòâà ââåäåì
ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå: Ω

(i)
Br = {A ∈ ΩBr |ai = ei}. Åñëè äàííîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî

äëÿ íåñêîëüêèõ ñòðîê i1, i2, . . . , ik, òîãäà Ω
(i1,i2,...,ik)
Br = Ω

(i1)
Br

⋂
Ω

(i2)
Br

⋂
. . .

⋂
Ω

(ik)
Br .

Òåîðåìà 1 Íà ïîäìíîæåñòâå Ω
(i1,i2,...,ik)
Br åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíà ïîäãðóï-

ïà (Ω
(i1,i2,...,ik)
Br , ·) ãðóïïû (ΩBr , ·).

Èç ñâîéñòâà (14), êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(ei, x1, x2, . . . , xr) = xi

ñëåäóåò, ÷òî (∀X,Y ∈ Ω
(i)
Br), èõ ïðîèçâåäåíèå, òàê æå áóäåò èç ýòîãî ìíîæåñòâà XY ∈

Ω
(i)
Br , òàê êàê xi = yi = ei, îòêóäà, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ω

(i1,i2,...,ik)
Br , ñëåäóåò,

÷òî åñëè X, Y ∈ Ω
(i1,i2,...,ik)
Br , òî è èõ ïðîèçâåäåíèå XY ∈ Ω

(i1,i2,...,ik)
Br .

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ω
(i1,i2,...,ik)
Br ñëåäóåò, ÷òî íåéòðàëüíûé ýëåìåíò E ∈ Ω

(i1,i2,...,ik)
Br .

Îáðàòíûé ýëåìåíò X−1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X ∈ Ω
(i1,i2,...,ik)
Br òàêæå äîëæåí áûòü èç

ìíîæåñòâà Ω
(i1,i2,...,ik)
Br . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè X−1 /∈ Ω

(i1,i2,...,ik)
Br , òîãäà èç óñëîâèÿ

(14) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî XX−1 /∈ Ω
(i1,i2,...,ik)
Br . Ýòî îçíà÷àåò XX−1 6= E, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

òîìó, ÷òî (ΩBr , ·) � ãðóïïà.
Àññîöèàòèâíîñòü â ïîäãðóïïå (Ω

(i1,i2,...,ik)
Br , ·) òàêæå ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíîñòè â

ãðóïïå (ΩBr , ·).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö è ïî àíàëîãèè ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå äëÿ ïîäìíîæåñòâà Ω

(|i)
Brs ìíîæåñòâà ìàòðèö ΩBrs , åñëè â i � òîì ñòîëáöå áóäåò

i � òûé ñòîëáåö ìàòðèöû E: Ω
(|i)
Brs = {X ∈ ΩBrs|X∗i = E∗i}. Àíàëîãè÷íûì æå îáðàçîì

ââåäåì è ïîäìíîæåñòâî:

Ω
(i1,i2,...,ik|j1,j2,...,jm)
Brs = Ω

(i1)
Brs

⋂
Ω

(i2)
Brs

⋂
. . .

⋂
Ω

(ik)
Brs

⋂
Ω

(|j1)
Brs

⋂
Ω

(|j2)
Brs

⋂
. . .

⋂
Ω

(|jm)
Brs .

Ñ ó÷åòîì ïàðàãðàôà 140 è Òåîðåìû 1 ñëåäóåò:

Òåîðåìà 2 Íà ïîäìíîæåñòâå Ω
(i1,i2,...,ik|j1,j2,...,jm)
Brs åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíà

ïîäãðóïïà (Ω
(i1,i2,...,ik|j1,j2,...,jm)
Brs , ·) ãðóïïû (ΩBr , ·).
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà ïîäìíîæåñòâàõ Ω
(i1,i2,...,ik)
Brs è Ω

(|j1,j2,...,jm)
Brs îïðåäåëåíû ïîäãðóï-

ïû, òî è èõ ïåðåñå÷åíèå òàêæå áóäåò ïîäãðóïïîé.

180. Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ìíîæåñòâà Ω
(1,2,...,i−1,i+1,...,r|1,2,...,j−1,j+1,...,s)
Brs áóäåì åãî îáî-

çíà÷àòü â âèäå Ω
(i|j)
Brs , ãäå ÷åðòà íàä ñêîáêîé îçíà÷àåò, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ñêîáêè èìåþòñÿ

âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî r, çà èñêëþ÷åíèåì i � òîãî çíà÷åíèÿ, òàê æå, êàê è â ïðàâîé ÷àñòè
ñêîáêè èìåþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî s çà èñêëþ÷åíèåì j � òîãî çíà÷åíèÿ.

Âåðíåìñÿ âíîâü ê ðàññìîòðåíèþ ìàòðèöû�ñòîëáöà. Äëÿ ãðóïïû, ïîðîæäàåìîé ïîä-
ãðóïïîé ( , Ω

(i)
Br), ñîñòîÿùåé òîëüêî èç îäíîé íååäèíè÷íîé i � òîé ñòðîêè, ââåäåì ñïå-

öèàëüíîå îáîçíà÷åíèå íà ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ (·
i
) è îáîçíà÷åíèå íà ìíîæåñòâî â âèäå

Bi òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâî:



e1
...
xi
...
er







e1
...
yi
...
er




=




e1
...

xi·iyi
...
er




è Ω
(i)
Br =








e1
...
xi
...
er



∈ ΩBr

∣∣∣∣∣xi ∈ Bi





.

Äëÿ ýëåìåíòà x â ãðóïïå (·
i
, Bi) îáðàòíûé ýëåìåíò, êîãäà ýòî áóäåò óäîáíî, áóäåì

îáîçíà÷àòü (x)−1
i èëè Ei(x) òàê, ÷òî x·

i
(x)−1

i = x·
i
Ei(x) = ei. Àíàëîãè÷íî, ïðè ðàññìîò-

ðåíèè ìàòðèö ΩBrs ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäãðóïïû ( , Ω
(i|j)
Brs ) ïîðîæäàþò ãðóïïû (·

ij
, Bij).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ïðè ïîìîùè îïðåäåëåíèÿ

x·
i
yi = f(x, e1, e2, . . . , ei−1, yi, ei+1 . . . , er)

çàäàþòñÿ äâå îïåðàöèè: ãðóïïîâàÿ (·
i
) : Bi × Bi → Bi è ÷àñòè÷íàÿ (·

i
) : B × Bi →

B. Ïðè÷åì äëÿ ÷àñòè÷íîé îïåðàöèè (·
i
, B), äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ek 6= ei, ñïðàâåäëèâî

ek·ix = ek. Îñòàâèì îáîçíà÷åíèå â ýòèõ îïåðàöèÿõ ñîâïàäàþùèì, à îòëè÷àòü èõ áóäåì
ïî èñïîëüçóåìîìó ìíîæåñòâó.

190. Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ, äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûé ðåçóëü-
òàò êàê äëÿ ìàòðèö�ñòîëáöîâ, òàê è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö, áóäåì èíîãäà ðàññìàò-
ðèâàòü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, êîãäà óìíîæåíèå ìàòðèö�ñòîëáöîâ ïîñòðîåíî íå íà îäíîé
ôóíêöèè f , à íà r ôóíêöèÿõ {f1, f2, . . . , fr} òàêèõ, ÷òî fi : Ωi × ΩBr → B, ãäå Ωi ⊆ B.

Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì ïîäãðóïïó, ïîñòðîåííóþ íà òàêèõ r × s

ìàòðèöàõ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò åäèíè÷íîé òîëüêî â ïåðâîì ñòîëáöå � ( , Ω
( |1)
Brs ),

òîãäà ýòî ýêâèâàëåíòíî òàêîé, áîëåå îáùåé çàäà÷å, êîãäà

fi(x, y1, y2, . . . , yr) = f(x, ei2, , ei3, . . . , eis, y1, y2, . . . , yr).

Â ýòîì ñëó÷àå Ωi = Bi1.
Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìàòðèö X è Y áóäåò ìàòðèöà C = XY , ýëåìåíòû êîòîðîé

çàïèøóòñÿ â âèäå: ci = fi(xi, y1, y2, . . . , yn). Íà òàêèå ìàòðèöû ëåãêî ðàñøèðÿåòñÿ äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåì 1 è 2. Â ýòîì ñëó÷àå ó íàñ âîçíèêàåò óæå íå r ÷àñòè÷íûõ îïåðàöèé,
à r2:

x◦
ij
yj = fi(x, e1, e2, . . . , ej−1, yj, ej+1 . . . , er).
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Ïðè ýòîì x◦
ii
y = x·

i
y, è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ: ei◦ij

x = ei, x◦ij
ej = x è (x◦

ij
y)◦

ij
z =

x◦
ij
(y·

j
z), èìååòñÿ è ïðàâûé îáðàòíûé: (x◦

ij
y)◦

ij
(y)−1

j = x◦
ij
ej = x.

200. Îòâåòèì íà âîïðîñ � êîãäà äâå ãðóïïû (·
ij
, Bij) è (·mn , Bmn), êîòîðûå âîçíè-

êàþò â ïîäãðóïïàõ, ïîñòðîåííûõ íà òàêèõ ìàòðèöàõ, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ åäèíè÷íîé
ìàòðèöåé, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ýëåìåíòà, ñòîÿùåãî â i(m) � òîé ñòðîêå è j(n) � òîì
ñòîëáöå � Ω

(i|j)
Brs (Ω

(m|n)
Brs ), áóäóò èçîìîðôíû?

Òåîðåìà 3 Åñëè èìååòñÿ òàêîé àâòîìîðôèçì Ψij,mn : ΩBrs → ΩBrs, ïðè êîòîðîì
ïîäìíîæåñòâî Ω

(i|j)
Brs îòîáðàæàåòñÿ â ïîäìíîæåñòâî Ω

(m|n)
Brs , òîãäà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ãðóïïû (·
ij
, Bij) è (·mn , Bmn) áóäóò èçîìîðôíû.

Àâòîìîðôèçì Ψij,mn ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì ψij,mn : Bij → Bmn òàêîé, ÷òî:

Ψij,mn




e11 . . . e1j . . . e1s
... . . . ... . . . ...

ei1 . . . xij . . . eis
... . . . ... . . . ...

er1 . . . erj . . . ers




=




e11 . . . e1n . . . e1s
... . . . ... . . . ...

em1 . . . ψij,mn(xij) . . . ems
... . . . ... . . . ...

er1 . . . ern . . . ers




.

Èç îïðåäåëåíèÿ àâòîìîðôèçìà

(∀X,Y ∈ Ω
(i|j)
Brs ) : Ψij,mn(XY ) = Ψij,mn(X)Ψij,mn(Y )

ñëåäóåò, ÷òî (∀x, y ∈ Bij) : ψij,mn(x·
ij
y) = ψij,mn(x)·mnψij,mn(y).

Êàê ñëåäñòâèå äàííîé òåîðåìû äëÿ ìàòðèö�ñòîëáöîâ, âñå å¼ ãðóïïû (·
i
, Bi) áóäóò

èçîìîðôíû, òàê êàê èìååòñÿ àâòîìîðôèçì Ψi,m : X 7→ EilmXEilm, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ òåîðåìû. Äàííûé àâòîìîðôèçì, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ (19) äëÿ îòîáðàæåíèé
ϕi è âûðàæåíèÿ (17), ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì ϕi◦ϕm◦ϕi : Bi → Bm. Ýòî ëåãêî óâèäåòü
íà ïðèìåðå ìàòðèöû�ñòîëáöà èç äâóõ ñòðîê. Àâòîìîðôèçì

Ψ1,2 :

(
x1

x2

)
7→

(
e2

e1

)(
x1

x2

)(
e2

e1

)

ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì ϕ2 : B1 → B2:
(

e2

e1

)(
x
e2

)(
e2

e1

)
=

(
e2

x

)(
e2

e1

)
=

(
e1

ϕ2(x)

)
.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ΩBrr ,
òàêèõ, ÷òî èõ íåéòðàëüíàÿ ìàòðèöà E ñîñòîèò òîëüêî èç äâóõ ýëåìåíòîâ e1 è e2, ïðè÷åì
íà äèàãîíàëè ñòîèò îäèí ýëåìåíò e1, à âñå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû e2 (êàê äëÿ
îáû÷íûõ ìàòðèö 1 è 0). Â ýòîì ñëó÷àå âñå ãðóïïû (·

ij
, Bij) ñâîäÿòñÿ ê äâóì ãðóïïàì

(·11 , B11) è (·12 , B12), âñå îñòàëüíûå èì èçîìîðôíû.
Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñòðîåíèÿ íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà E â ãðóïïå ìàòðèö ( , ΩBrs)

ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê i è j òàê æå, êàê è ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòîëáöîâ
i è j, çàäàåòñÿ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé Eilj = Ei↔j. Òîãäà àâòîìîðôèçì, çàäàþùèé
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ïåðåñòàíîâêó äâóõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ x11 è xkk ìàòðèöû X, çàïèøåòñÿ â âèäå:
Ψ11,kk : X 7→ E1lkXE1↔k. Àâòîìîðôèçì, çàäàþùèé ïåðåñòàíîâêó íåäèàãîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ x12 è xij ìàòðèöû X, çàïèøåòñÿ â âèäå: Ψ12,ij : X 7→ E2ljE1liXE1↔iE2↔j.

210. Ïîñìîòðèì òåïåðü íà ïðèìåðå ìàòðèöû�ñòîëáöà ñ n�ñòðîêàìè, êàêèìè ñâîé-
ñòâàìè îáëàäàåò èçîìîðôèçì ϕi è êàê ñ åãî ïîìîùüþ âûðàæàåòñÿ îòîáðàæåíèå f :
B × ΩBn → B.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà áîëåå îáùóþ çàäà÷ó èç ïàðàãðàôà 190, êîãäà óìíîæåíèå ìàò-
ðèö ïîñòðîåíî íà n ôóíêöèÿõ {f1, f2, . . . , fn}, òàêèõ, ÷òî fi : Ωi × ΩBn → B. Äëÿ ýòîé
çàäà÷è ïîñòðîèì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, îïðåäåëÿþùóþ âèä ôóíêöèé {fi}.
Òåîðåìà 4 Åñëè äëÿ ìàòðèö�ñòîëáöîâ, ñîñòîÿùèõ èç n ñòðîê ñ ìàòðè÷íûì óìíî-
æåíèåì, ïîñòðîåííûõ íà n ôóíêöèÿõ {fi}, âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû 1�4 è ñóùåñòâóþò

à) ìàòðèöû B1i ∈ Ω
(1i)
Bn ñî âñåìè åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ:

â ïåðâîé ñòðîêå � b1(1i) è i�òîé � bi(1i),
á) áèåêöèè ωi1 : Ωi \ {ei} → Ω1 \ {e1},
äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî (∀y ∈ Ωi \ {ei}): bi(1i)◦i1

ωi1(y) = y, òîãäà ôóíêöèþ fi,
äëÿ ñëó÷àÿ yi 6= ei ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ÷àñòè÷íûå îïåðàöèè (◦

k1
) è ôóíêöèè ωk1 è

ϕi(k1)(x) = fi(x, b1(1k), e2, e3, . . . , ek−1, bk(1k), ek+1, . . . , en) â ðåêóððåíòíîì âèäå:

fi(x, y
(k−1)
1 , y

(k−1)
2 , . . . , y

(k−1)
n−k , en+1−k, . . . , en) =

= ϕi((n+1−k)1)

(
fi(x, y

(k)
1 , y

(k)
2 , . . . , y

(k)
n−k, en+1−k, . . . , en)

)
◦

i1
ω(n+1−k)1(y

(k−1)
n+1−k), ãäå

y
(k)
i = ϕ−1

i((n+1−k)1)

(
y

(k−1)
i ◦

i1
E1 ◦ ω(n+1−k)1(y

(k−1)
n+1−k)

)
è y

(0)
j = yj, i ∈ {1, 2, . . . , n− k}.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöû A1k, îáðàòíûå ê ìàòðèöàì B1k, è ñ èõ ïîìîùüþ ïîñòðîèì
îáðàòíûå ôóíêöèè

ϕ−1
i(k1)(x) = fi(x, a1(1k), e2, e3, . . . , ek−1, ak(1k), ek+1, . . . , en),

ïðè ýòîì ϕ−1
k(k1)(bk(1k)) = ek. Òî, ÷òî ýòè ôóíêöèè áóäóò äåéñòâèòåëüíî îáðàòíûìè,

ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà XE = XB1kA1k = XA1kB1k. Èç ïðèíàäëåæíîñòè A1k, B1k ∈ Ω
(1k)
Bn

ñëåäóåò ϕk(k1)(ei) = ϕ−1
k(k1)(ei) = ei ïðè i 6= k, 1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìàòðèöû Cm1 ∈ Ω
(1)
Bn , êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé

ìàòðèöû òîëüêî ïåðâûì ýëåìåíòîì, ðàâíûì ωm1(ym), ñîîòâåòñòâåííî, ó îáðàòíîé ìàò-
ðèöû C−1

m1 ïåðâûé ýëåìåíò áóäåò E1 ◦ ωm1(ym). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàò-
ðèöû Y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Y = Y C−1
m1Cm1 = Y C−1

m1A1mB1mCm1.

Ðàñïèøåì òåïåðü ïîêîìïîíåíòíî äàííîå ðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àÿ m = n, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ
÷àñòè÷íûõ îïåðàöèé (◦

ij
, B), ðàññìîòðåííûõ â ïàðàãðàôå 190:




y1

y2
...

yn


 =




y1

y2
...

bn(1n)◦n1ωn1(yn)







E1 ◦ ωn1(yn)
e2
...
en







ωn1(yn)
e2
...
en


 =
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=




y1 ·1 E1 ◦ ωn1(yn)
y2 ◦21 E1 ◦ ωn1(yn)

...
bn1







ωn1(yn)
e2
...
en


 =

=




y1 ·1 E1 ◦ ωn1(yn)
y2 ◦21 E1 ◦ ωn1(yn)

...
bn1







a1(1n)
e2
...

an(1n)







b1(1n)
e2
...

bn(1n)







ωn1(yn)
e2
...
en


 =

=




ϕ−1
1(n1) (y1 ·1 E1 ◦ ωn1(yn))

ϕ−1
2(n1) (y2 ◦21 E1 ◦ ωn1(yn))

...
en







b1(1n)
e2
...

bn(1n)







ωn1(yn)
e2
...
en


 = Y (1)B1nCn1.

Ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå Y (1) = Y C−1
n1 A1n èëè ïîñòðî÷íî:

y
(1)
i = ϕ−1

i(n1)

(
yi◦i1

E1 ◦ ωn1(yn)
)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå îò ìàòðèöû Y ê Y (1) ìû ïðîèçâåëè òàêîå ïðåîáðà-
çîâàíèå, ïðè êîòîðîì ïîñëåäíèé ýëåìåíò ñòàë åäèíè÷íûì � en. Ïðîèçâåäÿ ïîäîáíîå
ïðåîáðàçîâàíèå, äàëåå ìû ïåðåéäåì îò Y (1) ê Y (2) òàê, ÷òî Y (2) = Y (1)C−1

(n−1)1A1(n−1).
Íà k�òîì øàãó ïðèäåì ê Y (k) = Y (k−1)C−1

(n+1−k)1A1(n+1−k). Äàííîå ðàâåíñòâî ïðè ïî-
ñòðî÷íîé çàïèñè áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y
(k)
i = ϕ−1

i((n+1−k)1)

(
y

(k−1)
i ◦

i1
E1 ◦ ω(n+1−k)1(y

(k−1)
n+1−k)

)
è y

(0)
j = yj, i ∈ {1, 2, . . . , n− k}.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ìàòðè÷íîìó óìíîæåíèþ è ðàñïèøåì åãî ïîêîìïîíåíòíî:

XY = XY (1)B1nCn1 =




f1(x1, y
(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)

f2(x2, y
(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)
...

fn(xn, y
(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)







b1(1n)
e2
...

bn(1n)







ωn1(yn)
e2
...
en


 =

=




ϕ1(n1)

(
f1(x1, y

(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)

)
·1 ωn1(yn)

ϕ2(n1)

(
f2(x2, y

(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)

)
◦21 ωn1(yn)

...
ϕn(n1)

(
fn(xn, y

(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)

)
◦n1 ωn1(yn)




.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê âûðàæåíèþ:

fi(xi, y1, y2, . . . , yn) = ϕi(n1)

(
fi(xi, y

(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)

)
◦

i1
ωn1(yn).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, åñëè ìû ðàññìîòðèì äàííîå óìíîæåíèå ïîñëå k�òîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, êîãäà Y (k) ∈ Ω

(n−k,n+1−k,...,n−1)
Bn , òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: XY (k−1) =
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XY (k)B1(n+1−k)C(n+1−k)1, êîòîðîå ïðè ïîñòðî÷íîé çàïèñè áóäåò âûãëÿäåòü â âèäå:
fi(x, y

(k−1)
1 , y

(k−1)
2 , . . . , y

(k−1)
n−k , en+1−k, . . . , en) =

= ϕi((n+1−k)1)

(
fi(x, y

(k)
1 , y

(k)
2 , . . . , y

(k)
n−k, en+1−k, . . . , en)

)
◦

i1
ω(n+1−k)1(y

(k−1)
n+1−k).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ñôîðìóëèðîâàíà â ÷àñòíîì âèäå. Âî ïåðâûõ, ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå, ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû Y → Y (1) →
Y (2) → . . . → Y (n−1), ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà Y (1) ∈ Ω

(n)
Bn , Y (2) ∈

Ω
(n,n−1)
Bn , . . . , Y (n−1) ∈ Ω

(1)
Bn , õîòÿ ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Y (1) ∈ Ω
(in)
Bn , Y (2) ∈ Ω

(in,in−1)

Bn , . . . , Y (n−1) ∈ Ω
(i1)
Bn , ãäå i1, i2, . . . , in � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòà-

íîâêà 1, 2, . . . , n.
Âî âòîðûõ, ïåðâîíà÷àëüíî ìû íàëîæèëè óñëîâèå: (∀i ∈ {1, 2, . . . , n}) : yi 6= ei. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ýòî íå òàê, íàïðèìåð, m èç n çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûìè
yi = ei ãäå i ∈ {j1, j2, . . . , jm}, òîãäà, ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ, ìû ïðèõîäèì
ê ôîðìóëå, ïîëó÷åííîé â òåîðåìå, íî ñ óñëîâèåì, ÷òî Y (m) = Y , âìåñòî Y (0) = Y .

220. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè íà ìíîæåñòâå B ñ ÷àñòè÷íîé îïåðàöèåé (·1 , B) îïðå-
äåëåíà ôóíêöèÿ ϕ, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (11), òîãäà íà ýòîì ìíîæåñòâå
ôóíêöèÿ f : B × ΩB2 → B âèäà

f(x, y1, y2) =

{
ϕ

(
x ·1 ϕ

(
y1 ·1 (y2)

−1
1

)) ·1 y2 ïðè y2 6= e2

x ·1 y1 ïðè y2 = e2
(22)

îïðåäåëÿåò îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ìàòðèö�ñòîëáöîâ èç äâóõ ñòðîê.
Âûïîëíåíèå Àêñèîìû 1 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ X,Z ∈ ΩB2 ñóùåñòâóåò

òîëüêî îäíà òàêàÿ ìàòðèöà Y , äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: XY = Z. Ðàññìîò-
ðèì ïîêîìïîíåíòíî äàííîå ðàâåíñòâî, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñèñòåìå èç äâóõ óðàâíåíèé:

ϕ
(
x1 ·1 ϕ

(
y1 ·1 (y2)

−1
1

)) ·1 y2 = z1,

ϕ
(
x2 ·1 ϕ

(
y1 ·1 (y2)

−1
1

)) ·1 y2 = z2.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûäåëèì âûðàæåíèå:

ϕ
(
y1 ·1 (y2)

−1
1

)
= (x2)

−1
1 ·1 ϕ

(
z2 ·1 (y2)

−1
1

)

êîòîðîå ïîäñòàâèì â ïåðâîå:

ϕ
(
x1 ·1 (x2)

−1
1 ·1 ϕ

(
z2 ·1 (y2)

−1
1

)) ·1 y2 =

= ϕ
(
ϕ

(
x1 ·1 (x2)

−1
1

) ·1 E1 ◦ ϕ
(
z2 ·1 (y2)

−1
1

)) ·1 z2 = z1.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì ê âèäó:

E1 ◦ ϕ
(
z1 ·1 (z2)

−1
1

) ·1 ϕ
(
x1 ·1 (x2)

−1
1

)
= ϕ

(
z2 ·1 (y2)

−1
1

)
,

à çàòåì ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå:

y2 = E1 ◦ ϕ
(
E1 ◦ ϕ

(
z1 ·1 (z2)

−1
1

) ·1 ϕ
(
x1 ·1 (x2)

−1
1

)) ·1 z2.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ y1, äîñòàòî÷íî ïðîèçâåñòè çàìåíó z1 ↔ z2 è
x1 ↔ x2.

Âûïîëíåíèå Àêñèîìû 2 äîñòàòî÷íî î÷åâèäíîå, òàê êàê ôóíêöèþ (22) äîñòàòî÷íî
ëåãêî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî àðãóìåíòà:

xi = ϕ
(
zi ·1 (y2)

−1
1

) ·1 E1 ◦ ϕ
(
y1 ·1 (y2)

−1
1

)
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü âûïîëíåíèå Àêñèîìû 3, óïðîñòèì ñíà÷àëà âûðàæåíèå

ϕ (ϕ (x ·1 y) ·1 E1 ◦ ϕ (z ·1 y)) ,

äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûì ñâîéñòâîì ôóíêöèè ϕ � (11):

ϕ (ϕ (x ·1 y) ·1 ϕ ◦ ϕ ◦ E1 ◦ ϕ (z ·1 y)) =

= ϕ (x ·1 y ·1 ϕ ◦ E1 ◦ ϕ ◦ E1 ◦ ϕ (z ·1 y)) ·1 ϕ ◦ E1 ◦ ϕ (z ·1 y) =

= ϕ (x ·1 E1 (z)) ·1 ϕ ◦ E1 ◦ ϕ (z ·1 y) .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê òîæäåñòâó:

ϕ
(
ϕ (x ·1 y) ·1 E1 ◦ ϕ (z ·1 y)

)
= ϕ

(
x ·1 E1 (z)

)
·1 ϕ ◦ E1 ◦ ϕ (z ·1 y) . (23)

Ðàññìîòðèì òåïåðü âûïîëíåíèå àññîöèàòèâíîñòè (XY )Z = X(Y Z) íà ïðèìåðå ïåð-
âîé ñòðîêè. Ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ϕ
(
ϕ

(
x1 ·1 ϕ

(
y1 ·1 (y2)

−1
1

)) ·1 y2 ·1 ϕ
(
z1 ·1 (z2)

−1
1

)) ·1 z2.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì ϕ2 = id è òîæäåñòâîì (11), ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ:

ϕ
(
x1 ·1 ϕ

(
y1 ·1 (y2)

−1
1

) ·1 ϕ ◦ E1

(
y2 ·1 ϕ

(
z1 ·1 (z2)

−1
1

))) ·1 ϕ
(
y2 ·1 ϕ

(
z1 ·1 (z2)

−1
1

)) ·1 z2 (24)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðâóþ ñòðîêó ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (XY )Z = X(Y Z):

ϕ
(
x1 ·1 ϕ

(
t1 ·1 (t2)

−1
1

)) ·1 t2, (25)

ãäå
t1 = ϕ

(
y1 ·1 ϕ

(
z1 ·1 (z2)

−1
1

)) ·1 z2 è t2 = ϕ
(
y2 ·1 ϕ

(
z1 ·1 (z2)

−1
1

)) ·1 z2.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òîæäåñòâîì (23) è ðàñïèøåì âûðàæåíèå:

ϕ (t1 ·1 E1(t2)) = ϕ

(
ϕ
(
y1·1ϕ(z1·1E1(z2))

)
·1E1

(
ϕ
(
y2·1ϕ(z1·1E1(z2))

)))
=

= ϕ
(
y1·1E1(y2)

)
·1ϕ ◦ E1 ◦ ϕ

(
y2·1ϕ(z1·1E1(z2))

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (25) è çàìå÷àÿ, ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå âûðà-
æåíèÿ (24) ñîâïàäàåò ñ t2, ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè àññîöèàòèâíîñòè äëÿ ïåðâîé
ñòðîêè. Òàê êàê ïåðâàÿ ñòðîêà íè÷åì â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ íå âûäåëåíà, ïðèõîäèì
ê ñïðàâåäëèâîñòè Àêñèîìû 3.

Âûïîëíåíèå Àêñèîìû 4 ñëåäóåò èç ñèììåòðèè ïîñòðîåíèÿ ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.
Àêñèîìà 5 äëÿ ìàòðèö�ñòîëáöîâ îòñóòñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî íà
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ìíîæåñòâå B ñ ÷àñòè÷íîé îïåðàöèåé (·1 , B) è ôóíêöèåé ϕ, óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäå-
ñòâó (11), ôóíêöèÿ âèäà (22) îïðåäåëÿåò ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå äëÿ ìàòðèö�ñòîëáöîâ
èç äâóõ ñòðîê.

230. Ïðè ïîìîùè áèåêöèè L : B → BL, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ BL ⊆ B, L(e2) =
e2, ïîñòðîèì îïåðàöèþ

x⊕ y =

{
ϕ(x·1E1 ◦ L(y))·1y, ïðè y 6= e2

x, ïðè y = e2
. (26)

Î÷åâèäíî, ÷òî äàííàÿ îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîèäîì ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì �
"e2". Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè (26) ñëåäóåò, ÷òî "e2"ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì
íåéòðàëüíûì, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ÿâëÿåòñÿ è ëåâûì íåéòðàëüíûì:

e2 ⊕ x = ϕ(e2·1E1 ◦ L(x))·1x = ϕ(e2)·1x = e1·1x = x.

Â äàííîì ãðóïïîèäå áèåêöèÿ L îïðåäåëÿåò âçÿòèå ëåâîãî îáðàòíîãî:

L(x)⊕ x = ϕ(L(x)·1E1 ◦ L(x))·1x = ϕ(e1)·1x = e2·1x = e2.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ îïåðàöèè (26) äëÿ ñëó÷àÿ x ∈ B, y, z ∈ Be2 âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå îáîáùàþùåå ïðàâîñòîðîííþþ äèñòðèáóòèâíîñòü:

(x⊕ y) ·1z = x·1E1 ◦ L(y)·1L(y·1z)⊕ y·1z. (27)

Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü:

(x⊕ y) ·1z = ϕ(x·1E1 ◦ L(y))·1y·1z = ϕ(x·1E1 ◦ L(y)·1L(y·1z)·1E1 ◦ L(y·1z))·1y·1z,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (27).
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè áèåêöèÿ îïðåäåëåíà â âèäå:

L(x) =

{
a·1x, ïðè x 6= e2

x, ïðè x = e2
, (28)

ãäå a ∈ B \ {e1, e2}, òîãäà ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íàÿ ïðàâîñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü.
Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü áèåêöèþ L òîëüêî â òàêîì âèäå.

Â ãðóïïîèäå ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ "âû÷èòàíèÿ ñïðàâà":

(x⊕ y)ª y = x. (29)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé y 6= e2. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå (x⊕ y) = t, âûðàçèì ýëåìåíò x
÷åðåç ýëåìåíòû t, y â âèäå: x = ϕ(t·1E1(y))·1L(y). Òåïåðü îïåðàöèþ "âû÷èòàíèÿ ñïðà-
âà"ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

xª y =

{
ϕ(x·1E1(y))·1L(y), ïðè y 6= e2

x, ïðè y = e2
. (30)

Ïîìèìî ñîîòíîøåíèÿ (29), ìîæíî çàïèñàòü è ñîîòíîøåíèå

(xª y)⊕ y = x. (31)
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Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñëó÷àÿ x = e2 è/èëè y = e2 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíîå. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà x, y 6= e2, òîãäà:

(xª y)⊕ y = ϕ
(
ϕ(x·1E1(y))·1L(y)·1E1 ◦ L(y)

)
·1y = x.

Îïåðàöèþ "âû÷èòàíèÿ"ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç àääèòèâíóþ îïåðàöèþ, äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ ñëó÷àÿ y 6= e2 ìîæíî çàïèñàòü:

xª y = ϕ(x·1E1(y))·1L(y) = x·1E1(y)·1L2(y)⊕ L(y). (32)

Ðàññìîòðèì òåïåðü âûðàæåíèå (26) äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ y = e1 è x = t·1L(e1) = t·1a,
îòêóäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ϕ:

ϕ(t) = t·1a⊕ e1. (33)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (33), (27) è çàïèøåì ôóíêöèþ (9), äëÿ ñëó÷àÿ (28)
â âèäå:

f(x, y1, y2) = x·1(y1 ª y2)⊕ y2. (34)

240. Ðàññìîòðèì òåïåðü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îïåðàöèÿ ⊕ áóäåò ãðóïïîâîé.
Ëåììà 3 Â àëãåáðå (B, ·1 , −1, ϕ, e1, e2) äëÿ ñëó÷àÿ x, y, z ∈ B\{e2} è x 6= L(y), y 6= L(z)
ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) L(x⊕y)⊕x = L(y),
2) L(x)⊕(x⊕y) = y,
3) (x⊕y)⊕z = x⊕ (y⊕z) .
4)

L
(
ϕ(x·1E1 ◦ L(y))·1y

)
·1E1 ◦ L(x) = ϕ

(
L(y)·1E1(x)

)
. (35)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (26) è ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå
èç ïåðâûõ òðåõ óòâåðæäåíèé ýêâèâàëåíòíî ÷åòâåðòîìó.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ⊕ � (26), ðàñïèøåì ïåðâîå ðàâåíñòâî, çàòåì
óìíîæèì ñïðàâà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà E1(x) è, äåéñòâóÿ ôóíêöèåé ϕ, ïðèõîäèì
ê ñîîòíîøåíèþ (35).

Ðàññìàòðèâàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî, ñíà÷àëà ðàñïèøåì åãî, à ïîòîì óìíîæèì îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà ñïðàâà íà E1

(
ϕ(x·1E1 ◦ L(y))·1y

)
, äàëåå ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåí-

ñòâà, âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì (12):

E1 ◦ ϕ(x·1E1 ◦ L(y)) = ϕ ◦ E1 ◦ ϕ(L(y)·1E1(x)),

äåéñòâóÿ òåïåðü íà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ôóíêöèåé E1 ◦ ϕ, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (35).
Ðàññìîòðèì òåïåðü àññîöèàòèâíîñòü. Ðàñïèøåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà, çàòåì óìíî-

æèì èõ ñëåâà íà E1(x) è ïîäåéñòâóåì ôóíêöèåé ϕ. Ïîëó÷èì íîâîå ðàâåíñòâî, ïðàâóþ
÷àñòü êîòîðîãî ïðåîáðàçóåì, âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì (11), ïîñëå ÷åãî îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà óìíîæèì ñïðàâà íà E1(y·1E1 ◦ L(z)) è, äåéñòâóÿ ôóíêöèåé E1 ◦ ϕ, âíîâü
ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (35) ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ y → x è z → y.

Ïðîèçâîäÿ ïîñòðîåíèÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó èç ñîîòíîøåíèÿ (35), ìîæíî ïðèéòè ê
ëþáûì ïåðâûì òðåì.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 4 Åñëè àëãåáðà (⊕, B) ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé, òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ è ãðóïïîé.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (⊕, B) � ïîëóãðóïïà, òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü àññîöèàòèâ-
íîñòü äëÿ òðîéêè L2(x), L(x), x, òàê, ÷òî L2(x)⊕ (L(x)⊕x) = (L2(x)⊕L(x))⊕x, îòêóäà
ñëåäóåò òîæäåñòâî L2 = id, êîòîðîå îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ëåâîãî è ïðàâîãî îáðàòíûõ.
Ñëåäîâàòåëüíî, (⊕, B) � ãðóïïà.

Ëåììà 5 Åñëè â ãðóïïå (⊕, B) ýëåìåíò a, îïðåäåëÿþùèé áèåêöèþ (28), òàêîé, ÷òî
(∀x ∈ B \ {e2}) : axa = x, òîãäà ãðóïïà (⊕, B) áóäåò àáåëåâîé.

Äëÿ ãðóïïû ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

L(x)⊕ (x⊕ y) = y.

Ðàñïèøåì ëåâóþ ÷àñòü, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ⊕ äëÿ ñëó÷àÿ x, y 6= e2. Ïîñëå
óìíîæåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà ñïðàâà íà ýëåìåíò E1(y) ïåðåíåñåì ëåâûé ñîìíîæèòåëü â
ïðàâóþ ÷àñòü. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà E1 ◦ ϕ ◦ E1 = ϕ ◦ E1 ◦ ϕ è äåéñòâèÿ íà îáå ÷àñòè
ôóíêöèåé E1 ◦ ϕ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó:

ϕ
(
ϕ(x·1E1(a·1y))·1y·1E1(x)

)
= a·1y·1E1(x).

Ïîäåéñòâóåì òåïåðü íà îáå ÷àñòè ôóíêöèåé ϕ, è, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ñïðàâà íà x,
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå:

ϕ(x·1E1(a·1y))·1y = ϕ(y·1E1(a·1x))·1x,

êîòîðîå, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ àääèòèâíîé îïåðàöèè, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

x⊕ y = y ⊕ x.

Î÷åâèäíî, îíî áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñëó÷àÿ x = e2 è/èëè y = e2. Òàêèì îáðàçîì,
ïðèøëè ê êîììóòàòèâíîñòè ãðóïïîâîé îïåðàöèè.

250. Ïðèìåðû äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö ìû ðàññìîòðåëè â ïàðàãðàôàõ 100 è 120, ðàñ-
ñìîòðèì òåïåðü ïðèìåð äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ðàç-
âèâàåìàÿ Êóëàêîâûì Þ.È. [4] è Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. ïðèâîäèò ê îáîáùåííîìó ìàò-
ðè÷íîìó óìíîæåíèþ. Ïîñëåäíåìó â ðàáîòå [10] óäàëîñü ðåøèòü ïðîáëåìó, êîòîðóþ
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äîêàçàòåëüñòâî íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà-
ëè÷èÿ òîëüêî äâóõ ìàòðè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ñ òî÷íîñòüþ
äî ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ãðóïïîâîãî èçîìîðôèçìà ìàòðè÷íûõ ãðóïï G1 è
G2). Ïåðâàÿ ãðóïïà (·1 , G1) ïîñòðîåíà íà îáû÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè, âòîðàÿ ãðóïïà
(·2 , G2) ïîñòðîåíà íà ôóíêöèè âèäà:

f(x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , yr) =
∑
i≤r

(xi − xr)(yi − yr) + xr + yr.
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Åñëè ðàññìàòðèâàòü îáû÷íîå ìàòðè÷íîå ñëîæåíèå, òî ïåðâàÿ ãðóïïà ñâÿçàíà ñ ìàò-
ðè÷íûì êîëüöîì, äëÿ âòîðîé ãðóïïû ýòî íå ñïðàâåäëèâî, òàê êàê íå âûïîëíÿåòñÿ
äèñòðèáóòèâíîñòü:

X ∗ (Y + Z)−X ∗ Y −X ∗ Z =




−x1r −x1r . . . −x1r

−x2r −x2r . . . −x2r
... ... . . . ...

−xrr −xrr . . . −xrr


 ,

(X + Y ) ∗ Z −X ∗ Z − Y ∗ Z =




−zr1 −zr2 . . . −zrr

−zr1 −zr2 . . . −zrr
... ... . . . ...

−zr1 −zr2 . . . −zrr


 .

Äàííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü ïðè ïîìîùè îáû÷íîãî ìàòðè÷íîãî
óìíîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì òàêîå ïîñòðîåíèå íà ïðèìåðå êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñ òðåìÿ
ñòðîêàìè.

Ðàññìîòðèì íîâóþ ìàòðè÷íóþ ãðóïïó íà ïðèìåðå ìàòðèöû 3 × 3, ò.ê. â íåé óæå
âèäíû âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ïîñòðîèì ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå íà áàçå ìàòðèöû B, â
êîòîðîé âñå ýëåìåíòû, êðîìå ïîñëåäíåé ñòðîêè, áóäóò íóëåâûìè, à ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà
áóäåò åäèíè÷íîé:

B =




0 0 0
0 0 0
1 1 1


 .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî BB = B. Ïîñòðîèì åùå îäíó ìàòðèöó
A = E − B, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A è B áóäåò íóëåâîé
ìàòðèöåé:

AB = BA = O.

Ïîñòðîèì åùå îäíó ìàòðèöó5:

C = AAT = E −B −BT + BBT =




1 0 −1
0 1 −1
−1 −1 2


 ,

äëÿ êîòîðîé áóäåò ñïðàâåäëèâî: CT = C,CBT = O,BC = O.
Îïðåäåëèì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö â âèäå:

X · Y = XCY + XB + BT Y.

I � íåéòðàëüíàÿ ìàòðèöà â òàêîì ïðîèçâåäåíèè ñî ñâîéñòâàìè

BT I = O, I + B = BI.

Â îòëè÷èå îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû, ó íåå â ïîñëåäíåé ñòðîêå ñòîèò íîëü âìåñòî åäèíèöû:



1 0 0
0 1 0
0 0 0


 .

5Ãäå BT òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà B.
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Äëÿ X ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà ?X. Óñëîâèåì å¼ ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ

det(CX + B) 6= 0 ⇔ det(XC + BT ) 6= 0.

Åñëè äâà îïðåäåëèòåëÿ det(CX +B) 6= 0 è det(CY +B) 6= 0, òîãäà è ó ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ìàòðèö X ·Y îïðåäåëèòåëü òàê æå íå áóäåò ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì
ñâîéñòâ ìàòðèö ìîæíî çàïèñàòü:

CX · Y + B = C(XCY + XB + BT Y ) + B =

= CXCY + CXB + B = (CX + B) (CY + B) .

Ñëåäîâàòåëüíî

det
(
C(X · Y ) + B

)
= det(CX + B) det(CY + B)

Îïðåäåëèòåëü det(CX + B) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îêàéìëåííîãî îïðåäåëèòåëÿ:

det(CX + B) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
1 x11 x12 x13

1 x21 x22 x23

1 x31 x32 x33

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Àíàëîãè÷íîå ñòðîåíèå áóäóò èìåòü îïðåäåëèòåëè è äëÿ áîëüøèõ ðàíãîâ, âñå îíè áóäóò
îêàéìëåíû åäèíèöàìè è íóëåì â ïåðåñå÷åíèè.
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