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Åâêëèäîâà ïëîñêîñòü

Ïðîèçâîëüíûì òî÷êàì ïëîñêîñòè i, k ∈M ñîïîñòàâèì èõ âçàèìíîå
ðàññòîÿíèå `ik =

√
(xi − xk)2 + (yi − yk)2. Òî÷êàì i1, i2, . . . , in ∈M,

àíàëîãè÷íî, ñîïîñòàâèì íàáîð îïûòíûõ äàííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ äàííîå
ìíîæåñòâî M, êîòîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû:

i1 i2 i3 . . . in
i1 0 `12 `13 . . . `1n
i2 `12 0 `23 . . . `2n
i3 `13 `23 0 . . . `3n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
in `1n `2n `3n . . . 0
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Îáú¼ì ñèìïëåêñà

Äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ òî÷åê i, k,m, n ∈M äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè
M ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó èõ âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿìè,
âèä êîòîðîé íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòèõ òî÷åê:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
1 0 `2ik `2im `2in
1 `2ik 0 `2km `2kn
1 `2im `2km 0 `2mn
1 `2in `2kn `2mn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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Îïðåäåëèòåëü Êåëëè-Ìåíãåðà

Äëÿ ëþáûõ âîñüìè òî÷åê i, j, k,m, α, β, γ, δ ∈M äâóìåðíîé åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè M ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó èõ âçàèìíûìè
ðàññòîÿíèÿìè, âèä êîòîðîé íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòèõ òî÷åê:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
1 `2iα `2iβ `2iγ `2iδ
1 `2jα `2jβ `2jγ `2jδ
1 `2kα `2kβ `2kγ `2kδ
1 `2mα `2mβ `2kγ `2mδ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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Âîçüì¼ì òðè ïðîèçâîëüíûõ ïðîâîäíèêà i, k,m ∈M è äâà ïðîèçâîëüíûõ
èñòî÷íèêà òîêà α, β ∈ N. Èçìåðèì øåñòü ïîêàçàíèé àìïåðìåòðà
Jiα,Jiβ ,Jkα,Jkβ , Jmα,Jmβ ïî ñõåìå:
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Ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:∣∣∣∣∣∣
1 J−1

iα J−1
iβ

1 J−1
kα J−1

kβ

1 J−1
mα J−1

mβ

∣∣∣∣∣∣ = 0,

èç êîòîðîãî, èñïîëüçóÿ ýòàëîííûå òî÷êè k,m ∈M, β ∈ N ëåãêî ïîëó÷èòü
õîðîøî èçâåñòíûé Çàêîí Îìà äëÿ âñåé öåïè

Jiα =
Eα

Ri + rα
,

ãäå Eα � ÝÄÑ, rα, Ri � ñîïðîòèâëåíèå èñòî÷íèêà òîêà α è ïðîâîäíèêà i.
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Åñëè â ìíîãîñîðòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå (M, N, B, f, g) íà
ìíîæåñòâàõ M, N, B,Sf ⊆M×N,Sg ⊆ Bn+nm+m âûïîëíåíû àêñèîìû:
Àêñèîìà I. Äëÿ îòîáðàæåíèé f : Sf → B, g : Sg → B, íà ïðîèçâîëüíûõ
êîðòåæàõ 〈i0i1 . . . in| ∈M×SMn ⊆Mn+1 è

|α0α1 . . . αm〉 ∈ N×SNm ⊆ Nm+1 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

〈i0|α0〉 = g


〈i0|α1〉 · · · 〈i0|αm〉

〈i1|α0〉 〈i1|α1〉 · · · 〈i1|αm〉
...

...
. . .

...
〈in|α0〉 〈in|α1〉 · · · 〈in|αm〉

 ,

Àêñèîìà II. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîðòåæà 〈i1i2 . . . in| ∈ SMn è

ïðîèçâîëüíûõ óïîðÿäî÷åííûõ n ýëåìåíòîâ (b1b2 . . . bn) ∈ SBn íàéä¼òñÿ

åäèíñòâåííûé ýëåìåíò α ∈ N, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

〈ik|α〉 = bk, k ∈ {1, 2, . . . , n}.
Àêñèîìà III. (∀ |α1α2 . . . αm〉 ∈ SNm), (∀(b1b2 . . . bm) ∈ SBm), (∃!
i ∈M) : 〈i|αk〉 = bk, k ∈ {1, 2, . . . ,m}.
òîãäà òàêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó áóäåì íàçûâàòü ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé ðàíãà (n+ 1,m+ 1).

Ñèìîíîâ Àíäðåé Àðò¼ìîâè÷ Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð



Ïðèìåðû
Àêñèîìû Ôèçè÷åñêèõ Ñòðóêòóð

Ôèçè÷åñêèå Ñòðóêòóðû íà äâóõ ìíîæåñòâàõ
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà ïðîèçâîëüíûõ äâóõ ìíîæåñòâàõ

Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà îäíîì ìíîæåñòâå

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà àêñèîì
Ñèñòåìà àêñèîì äëÿ ÔÑ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ
Ãðóïïîâîå îïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Ñèñòåìà àêñèîì äëÿ ÔÑ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ìíîæåñòâà M è N, ÿâëÿþùèåñÿ m�ìåðíûì è
n�ìåðíûì ìíîãîîáðàçèÿìè è ôóíêöèÿ f : Sf → R, ãäå Sf ⊆M×N,
ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïàðå i× α ∈ Sf âåùåñòâåííîå ÷èñëî f(iα) ∈ R.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(i) è U(α) îêðåñòíîñòè òî÷åê i ∈M è α ∈ N, ÷åðåç
U(iα) � îêðåñòíîñòü ïàðû i× α ∈M×N.
Äëÿ íåêîòîðûõ êîðòåæåé 〈k1 . . . kn| ∈Mn è |γ1 . . . γm〉 ∈ Nm ââåäåì
ôóíêöèè fn = f [k1 . . . kn] è fm = f [γ1 . . . γm], ñîïîñòàâëÿÿ òî÷êàì i ∈M
è α ∈ N òî÷êè (f(k1α), . . . , f(knα)) ∈ Rn è (f(iγ1), . . . , f(iγm)) ∈ Rm,
åñëè ïàðû k1 × α, . . . , kn × α è i× γ1, . . . , i× γm ïðèíàäëåæàò Sf .
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f çàäàåò íà m�ìåðíîì è n�ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèÿõ M è N ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàíãà (n+ 1,m+ 1), åñëè:
Àêñèîìà I. Ñóùåñòâóåò ïëîòíîå â SF ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî

ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîðòåæåé 〈ijk . . . v| × |αβγ . . . τ〉 äëèíû m+ n+ 2 è

íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè U(〈ijk . . . v| × |αβγ . . . τ〉) íàéä¼òñÿ òàêàÿ

äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ Φ : E → R, îïðåäåë¼ííàÿ â íåêîòîðîé

îáëàñòè E ⊂ R(m+1)(n+1), ñîäåðæàùåé êîðòåæ 〈ijk . . . v|αβγ . . . τ〉, ÷òî
ìíîæåñòâî U(〈ijk . . . v|αβγ . . . τ〉) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà

íóëåé ôóíêöèè Φ
Φ(〈ijk . . . v|αβγ . . . τ〉) = 0

äëÿ âñåõ êîðòåæåé èç îêðåñíîñòè U(〈ijk . . . v|αβγ . . . τ〉).
Àêñèîìà II. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Sf ôóíêöèè f åñòü îòêðûòîå è ïëîòíîå

â M×N ìíîæåñòâî.
Àêñèîìà III. Ôóíêöèÿ f â îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ åñòü äîñòàòî÷íî

ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Àêñèîìà IV. Â Mn è Nm ïëîòíû ìíîæåñòâà òàêèõ êîðòîâ äëèíû n è m,
äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèè fn è fm èìåþò ìàêñèìàëüíûå ðàíãè, ðàâíûå n è m,

â òî÷êàõ ïëîòíûõ â N è M ìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðèìåðû
Àêñèîìû Ôèçè÷åñêèõ Ñòðóêòóð

Ôèçè÷åñêèå Ñòðóêòóðû íà äâóõ ìíîæåñòâàõ
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà ïðîèçâîëüíûõ äâóõ ìíîæåñòâàõ

Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà îäíîì ìíîæåñòâå

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà àêñèîì
Ñèñòåìà àêñèîì äëÿ ÔÑ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ
Ãðóïïîâîå îïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Ïîä ëîêàëüíûì äâèæåíèåì ÔÑ íà äâóõ ìíîæåñòâàõ M è N áóäåì
ïîíèìàòü òàêóþ ïàðó âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé:

λ : U → U ′ è σ : V → V ′,

ãäå U,U ′ ⊂M è V, V ′ ⊂ N � îòêðûòûå îáëàñòè, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ f
ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû i× α ∈ Sf , òàêîé
÷òî i ∈ U, α ∈ V è i′ × α′ ∈ Sf , ãäå i

′ = λ(i) ∈ U ′, α′ = σ(α) ∈ V ′, èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

f(λ(i), σ(α)) = f(i, α).

Îïðåäåëåíèå Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì
II, III, IV, çàäà¼ò íà ìíîãîîáðàçèÿõ M è N ÔÑ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà:
Àêñèîìà I′. Ñóùåñòâóþò îòêðûòûå è ïëîòíûå â M è N ìíîæåñòâà, äëÿ
âñåõ òî÷åê i è α êîòîðûõ îïðåäåëåíû ýôôåêòèâíûå ãëàäêèå äåéñòâèÿ
mn-ìåðíîé ëîêàëüíîé ãðóïïû Ëè â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ U(i) è U(α),
òàêèå, ÷òî äåéñòâèÿ å¼ â îêðåñòíîñòÿõ U(i), U(j) è U(α), U(β) òî÷åê i, j è
α, β ñîâïàäàþò â ïåðåñå÷åíèÿõ U(i) ∩ U(j) è U(α) ∩ U(β) è ÷òî ôóíêöèÿ
f ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì.
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Ïðèìåðû
Àêñèîìû Ôèçè÷åñêèõ Ñòðóêòóð
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Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà îäíîì ìíîæåñòâå

Îäíîìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (m,n).
Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2, 2)

Ðåøåíèå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 2) ìîæíî çàïèñàòü â àääèòèâíîé
〈i|α〉 = xi + ξα èëè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå 〈i|α〉 = xi · ξα, äëÿ êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Φ (〈ij|αβ〉) =

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 〈i|α〉 〈i|β〉
1 〈j|α〉 〈j|β〉

∣∣∣∣∣∣ = 0, Φ (〈ij|αβ〉) =

∣∣∣∣ 〈i|α〉 〈i|β〉
〈j|α〉 〈j|β〉

∣∣∣∣ = 0.

Ñèìîíîâ Àíäðåé Àðò¼ìîâè÷ Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð



Ïðèìåðû
Àêñèîìû Ôèçè÷åñêèõ Ñòðóêòóð
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Îäíîìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (m,n).
Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (m+ 1,m+ 1)

m = n ≥ 1:

〈i|α〉 = x1ξ1 + . . .+ xm−1ξm−1 + xmξm,

Φ1 (〈i1 . . . im+1|α1 . . . αm+1〉) =

∣∣∣∣∣∣∣
〈i1|α1〉 · · · 〈i1|αm+1〉

...
. . .

...
〈im+1|α1〉 · · · 〈im+1|αm+1〉

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,



〈i|α〉 = x1ξ1 + . . .+ xm−1ξm−1 + xm + ξm,

Φ2 (〈i1 . . . im+1|α1 . . . αm+1〉) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 · · · 1
1 〈i1|α1〉 · · · 〈i1|αm+1〉
...

...
. . .

...
1 〈im+1|α1〉 · · · 〈im+1|αm+1〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,
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Îäíîìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (m,n).
Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (m+ 1, n+ 1)

m = 1, n = 3:

〈i|α〉 = (x1ξ1 + ξ2)/(x1 + ξ3),

Φ (〈ij|αβγδ〉) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
〈i|α〉 〈i|β〉 〈i|γ〉 〈i|δ〉
〈j|α〉 〈j|β〉 〈j|γ〉 〈j|δ〉

〈i|α〉〈j|α〉 〈i|β〉〈j|β〉 〈i|γ〉〈j|γ〉 〈i|δ〉〈j|δ〉

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

m = n− 1 ≥ 2:

〈i|α〉 = x1ξ1 + . . .+ xmξm + ξm+1,

Φ (〈i1 . . . im+2|α1 . . . αm+1〉) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 〈i1|α1〉 · · · 〈i1|αm+1〉
...

...
. . .

...
1 〈im+2|α1〉 · · · 〈im+2|αm+1〉

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n+ 1, 2)

Ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ÔÑ íà ïîëèìåòðè÷åñêèå ÔÑ âïîëíå îïðàâäàííî,
êîãäà êàæäîé ïàðå i× α ∈ Sf ⊆M×N ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü s
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë 〈i|α〉 = f(iα) = (f1(iα), . . . , fs(iα)) ∈ Rs.

äëÿ n = 1, òî åñòü ÔÑ ðàíãà (2, 2):

f1 = x1 + ξ1, f
2 = x2 + ξ2;

f1 = (x1 + ξ2)x2, f
2 = (x1 + ξ1)ξ2;

äëÿ n = 2, òî åñòü ÔÑ ðàíãà (3, 2):

f1 = x1ξ1 + εx2ξ2 + ξ3, f
2 = x1ξ2 + x2ξ1 + ξ4, ε = 0,±1;

f1 = x1ξ1 + ξ3, f
2 = x1ξ2 + x2ξ

c
1 + ξ4, c 6= 1;

f1 = x1ξ1 + ξ3, f
2 = x1ξ2 + x2ξ

2
1 + x21ξ

2
1 ln |ξ1|+ ξ4;

f1 = x1ξ1 + x2ξ3, f
2 = x1ξ2 + x2ξ4;
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Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n+ 1, 2)

Ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ÔÑ íà ïîëèìåòðè÷åñêèå ÔÑ âïîëíå îïðàâäàííî,
êîãäà êàæäîé ïàðå i× α ∈ Sf ⊆M×N ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü s
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë 〈i|α〉 = f(iα) = (f1(iα), . . . , fs(iα)) ∈ Rs.

äëÿ n = 1, òî åñòü ÔÑ ðàíãà (2, 2):

f1 = x1 + ξ1, f
2 = x2 + ξ2;

f1 = (x1 + ξ2)x2, f
2 = (x1 + ξ1)ξ2;

äëÿ n = 2, òî åñòü ÔÑ ðàíãà (3, 2):

f1 = x1ξ1 + εx2ξ2 + ξ3, f
2 = x1ξ2 + x2ξ1 + ξ4, ε = 0,±1;

f1 = x1ξ1 + ξ3, f
2 = x1ξ2 + x2ξ

c
1 + ξ4, c 6= 1;

f1 = x1ξ1 + ξ3, f
2 = x1ξ2 + x2ξ

2
1 + x21ξ

2
1 ln |ξ1|+ ξ4;

f1 = x1ξ1 + x2ξ3, f
2 = x1ξ2 + x2ξ4;
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Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n+ 1, 2)

Ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ÔÑ íà ïîëèìåòðè÷åñêèå ÔÑ âïîëíå îïðàâäàííî,
êîãäà êàæäîé ïàðå i× α ∈ Sf ⊆M×N ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü s
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë 〈i|α〉 = f(iα) = (f1(iα), . . . , fs(iα)) ∈ Rs.

äëÿ n = 1, òî åñòü ÔÑ ðàíãà (2, 2):

f1 = x1 + ξ1, f
2 = x2 + ξ2;

f1 = (x1 + ξ2)x2, f
2 = (x1 + ξ1)ξ2;

äëÿ n = 2, òî åñòü ÔÑ ðàíãà (3, 2):

f1 = x1ξ1 + εx2ξ2 + ξ3, f
2 = x1ξ2 + x2ξ1 + ξ4, ε = 0,±1;

f1 = x1ξ1 + ξ3, f
2 = x1ξ2 + x2ξ

c
1 + ξ4, c 6= 1;

f1 = x1ξ1 + ξ3, f
2 = x1ξ2 + x2ξ

2
1 + x21ξ

2
1 ln |ξ1|+ ξ4;

f1 = x1ξ1 + x2ξ3, f
2 = x1ξ2 + x2ξ4;
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Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà îäíîì ìíîæåñòâå

Îäíîìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (m,n).
Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n+ 1, 2)

äëÿ n = 3, òî åñòü ÔÑ ðàíãà (4, 2):
f1 = (x1ξ1+εx2ξ2+ξ3)(x1+ξ5)−ε(x1ξ2+x2ξ1+ξ4)(x2+ξ6)

(x1+ξ5)2−ε(x2+ξ6)2

f2 = (x1ξ1+εx2ξ2+ξ3)(x2+ξ6)−(x1ξ2+x2ξ1+ξ4)(x1+ξ5)

(x1+ξ5)2−ε(x2+ξ6)2

,

ãäå ε = 0,±1;

f1 =
x1ξ1 + ξ3
x1 + ξ5

, f2 =
x1ξ2 + x2ξ4 + ξ6

x1 + ξ5
;

f1 = x1ξ1 + x2ξ3 + ξ5, f
2 = x1ξ2 + x2ξ4 + ξ6;

äëÿ n = 4, òî åñòü ÔÑ ðàíãà (5, 2):

f1 =
x1ξ1 + x2ξ3 + ξ5
x1ξ8 + x2 + ξ7

, f2 =
x1ξ2 + x2ξ4 + ξ6
x1ξ8 + x2 + ξ7

.
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Îäíîìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (m,n).
Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n+ 1, 2)

äëÿ n = 3, òî åñòü ÔÑ ðàíãà (4, 2):
f1 = (x1ξ1+εx2ξ2+ξ3)(x1+ξ5)−ε(x1ξ2+x2ξ1+ξ4)(x2+ξ6)

(x1+ξ5)2−ε(x2+ξ6)2

f2 = (x1ξ1+εx2ξ2+ξ3)(x2+ξ6)−(x1ξ2+x2ξ1+ξ4)(x1+ξ5)

(x1+ξ5)2−ε(x2+ξ6)2

,

ãäå ε = 0,±1;

f1 =
x1ξ1 + ξ3
x1 + ξ5

, f2 =
x1ξ2 + x2ξ4 + ξ6

x1 + ξ5
;

f1 = x1ξ1 + x2ξ3 + ξ5, f
2 = x1ξ2 + x2ξ4 + ξ6;

äëÿ n = 4, òî åñòü ÔÑ ðàíãà (5, 2):

f1 =
x1ξ1 + x2ξ3 + ξ5
x1ξ8 + x2 + ξ7

, f2 =
x1ξ2 + x2ξ4 + ξ6
x1ξ8 + x2 + ξ7

.
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Ôèçè÷åñêèå Ñòðóêòóðû íà äâóõ ìíîæåñòâàõ
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà ïðîèçâîëüíûõ äâóõ ìíîæåñòâàõ

Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà îäíîì ìíîæåñòâå

Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (3,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,m)

Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 2)

Èîíèí Â.Ê. èñïîëüçóÿ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó àêñèîì ïîêàçàë
ýêâèâàëåíòíîñòü êëàññà ÔÑ ðàíãà (2, 2) êëàññó âñåõ ãðóïï � 〈B; ·,−1 〉. Â
ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ
f(x, y) = 〈i|α〉 = x · y, à ôóíêöèÿ g â âèäå g(x, y, z) = x · y−1 · z òàê, ÷òî
ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî 〈i|α〉 = 〈i|β〉 · 〈j|β〉−1 · 〈j|α〉.

Îäíîìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2). Íàä B = R ìîæíî
ïîñòðîèòü òîëüêî îäíó ëîêàëüíî íåèçîìîðôíóþ ãðóïïó � àääèòèâíóþ
ãðóïïó R.
Äâóìåòðè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2). Íàä B = R2 òàêèõ
ëîêàëüíî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï óæå äâå, ïðè÷åì îíè ïîñòðîåíû ïðè
ïîìîùè ïðÿìîãî G1 = R× R è ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ G2 = Rh R0,
ãäå R0 = R \ {0}, R / G2.

Ñèìîíîâ Àíäðåé Àðò¼ìîâè÷ Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð



Ïðèìåðû
Àêñèîìû Ôèçè÷åñêèõ Ñòðóêòóð

Ôèçè÷åñêèå Ñòðóêòóðû íà äâóõ ìíîæåñòâàõ
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà ïðîèçâîëüíûõ äâóõ ìíîæåñòâàõ

Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà îäíîì ìíîæåñòâå

Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (3,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,m)

Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 2)

G1 = R× R× R;

(x1, x2)a = (x1 + x2a, x2), òîãäà G2 = (R× R) h R0

G2(x, y) = (x1 + y1 + x2y3, x2 + y2, x3y3);

(x1, x2)a = (ax1, a(x2 − x1 ln |a|)) ⇒
G3(x, y) = (x3y1 + x1, x3(y2 − y1 ln |x3|) + x2, x3y3);

(x1, x2)a = (ax1, a
px2) ⇒

G4(x, y) = (x3y1 + x1, x
p
3y2 + x2, x3y3);

(x1, x2)a = ((x1 cos(a)− x2 sin(a))eγa, (x1 sin(a) + x2 cos(a))eγa) ⇒

G5(x, y) =

{
((x1 cos(y3)− x2 sin(y3)) exp (γy3) + y1
(x1 sin(y3) + x2 cos(y3)) exp (γy3) + y2, x3 + y3)

;

G6 ≈ SO(3),
G7 ≈ SL(2,R).
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Ïðèìåðû
Àêñèîìû Ôèçè÷åñêèõ Ñòðóêòóð
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Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà îäíîì ìíîæåñòâå

Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (3,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,m)

Åñëè ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàíãà (2, 2) ìîæíî ïîñòðîèòü íàä
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé � ãðóïïîé, òî äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ÔÑ ðàíãà (3, 2) òðåáóåòñÿ áîëåå áîãàòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñèñòåìà. Èç ðàáîò Ìèõàéëè÷åíî Ã.Ã. èçâåñòíî, ÷òî íàä ïîëåì
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ìîæíî ïîñòðîèòü ÔÑ ðàíãà (3, 2) ñ ôóíêöèåé

f(i, α) = xiξα + ηα.

Ïîëå

F � ïîëå
〈
F ; ·,+,−1 ,−

〉
, ñ àêñèîìàìè:

À1. 〈F ; +,−〉 � àáåëåâà ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì {0} ∈ F ,
À2.

〈
F ∗; ·,−1

〉
� àáåëåâà ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì {1} ∈ F ,

A3. ïðàâîñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü (x+ y)z = xz + yz,
À4. ëåâîñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü x(y + z) = xy + xz, x, y, z ∈ F .
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Ïðèìåðû
Àêñèîìû Ôèçè÷åñêèõ Ñòðóêòóð
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Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (3,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,m)

Îò ïîëåé ê ïðàâûì ïî÷òèîáëàñòÿì

Òåëî

À2.
〈
F ∗; ·,−1

〉
� (àáåëåâà) ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì {1} ∈ F .

Ïî÷òè�ïîëå

À4. ëåâîñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü x(y + z) 6= xy + xz, x, y, z ∈ F .

Ïî÷òèîáëàñòü

À1. 〈F ; +,−〉 � (àáåëåâà ãðóïïà) ëóïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì {0} ∈ F ;
À1.2. a+ b = 0⇒ b+ a = 0;
À1.3. (∀a, b ∈ F )(∃ ra,b ∈ F ∗) (x+ a) + b = x · ra,b + (a+ b) äëÿ ëþáîãî
x ∈ F ;
À3.2. (∀x ∈ F ) x · 0 = 0.
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Òåëî

À2.
〈
F ∗; ·,−1

〉
� (àáåëåâà) ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì {1} ∈ F .

Ïî÷òè�ïîëå

À4. ëåâîñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü x(y + z) 6= xy + xz, x, y, z ∈ F .

Ïî÷òèîáëàñòü

À1. 〈F ; +,−〉 � (àáåëåâà ãðóïïà) ëóïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì {0} ∈ F ;
À1.2. a+ b = 0⇒ b+ a = 0;
À1.3. (∀a, b ∈ F )(∃ ra,b ∈ F ∗) (x+ a) + b = x · ra,b + (a+ b) äëÿ ëþáîãî
x ∈ F ;
À3.2. (∀x ∈ F ) x · 0 = 0.
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Îò ïîëåé ê ïðàâûì ïî÷òèîáëàñòÿì

Òåëî

À2.
〈
F ∗; ·,−1

〉
� (àáåëåâà) ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì {1} ∈ F .

Ïî÷òè�ïîëå

À4. ëåâîñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü x(y + z) 6= xy + xz, x, y, z ∈ F .

Ïî÷òèîáëàñòü

À1. 〈F ; +,−〉 � (àáåëåâà ãðóïïà) ëóïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì {0} ∈ F ;
À1.2. a+ b = 0⇒ b+ a = 0;
À1.3. (∀a, b ∈ F )(∃ ra,b ∈ F ∗) (x+ a) + b = x · ra,b + (a+ b) äëÿ ëþáîãî
x ∈ F ;
À3.2. (∀x ∈ F ) x · 0 = 0.
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Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (3,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,m)

Ïðàâàÿ Ëóïà

Ïîä ïðàâîé ëóïîé áóäåì ïîíèìàòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈B; +,−, 0〉 ñ
äâóìÿ ÷àñòè÷íûìè áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè (+/−) : B ×B0 → B, ãäå
B0 = B \A, è ëåâûì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì � 0 ∈ A, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíåíû òîæäåñòâà:
1. (∀x ∈ B0) (0 + x = x),
2. (∀x ∈ B) (∀y ∈ B0) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (x+ y)− y = x è
(x− y) + y = x.

Ïðàâàÿ ïî÷òèîáëàñòü

Ïîä ïðàâîé ïî÷òèîáëàñòüþ áóäåì ïîíèìàòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
〈B; +,−, ·,−1 , A〉, â êîòîðîé 〈B; +,−, 0〉 � ïðàâàÿ ëóïà, 0 ∈ A è 〈B0; ·,−1 〉
� ãðóïïà íà ìíîæåñòâå B0 = B \A, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà:
À1. (∀x ∈ A)(∀y ∈ B0) xy ∈ A;
À2. (∀x ∈ B)(∀y, z ∈ B0)(∃ h(y, z) ∈ B0) (x+ y)z = xh(y, z) + yz;
A3. (∀x ∈ B)(∀y, z ∈ B0 : y + z 6= 0)(∃ r(y, z) ∈ B0)
(x+ y) + z = xr(y, z) + (y + z);
A4. (∀x ∈ B)(∀z ∈ B0)(∃ v(z) ∈ B0) (x+ (0− z)) + z = xv(z).
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Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,m)

Ïðàâàÿ Ëóïà

Ïîä ïðàâîé ëóïîé áóäåì ïîíèìàòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈B; +,−, 0〉 ñ
äâóìÿ ÷àñòè÷íûìè áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè (+/−) : B ×B0 → B, ãäå
B0 = B \A, è ëåâûì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì � 0 ∈ A, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíåíû òîæäåñòâà:
1. (∀x ∈ B0) (0 + x = x),
2. (∀x ∈ B) (∀y ∈ B0) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (x+ y)− y = x è
(x− y) + y = x.

Ïðàâàÿ ïî÷òèîáëàñòü

Ïîä ïðàâîé ïî÷òèîáëàñòüþ áóäåì ïîíèìàòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
〈B; +,−, ·,−1 , A〉, â êîòîðîé 〈B; +,−, 0〉 � ïðàâàÿ ëóïà, 0 ∈ A è 〈B0; ·,−1 〉
� ãðóïïà íà ìíîæåñòâå B0 = B \A, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà:
À1. (∀x ∈ A)(∀y ∈ B0) xy ∈ A;
À2. (∀x ∈ B)(∀y, z ∈ B0)(∃ h(y, z) ∈ B0) (x+ y)z = xh(y, z) + yz;
A3. (∀x ∈ B)(∀y, z ∈ B0 : y + z 6= 0)(∃ r(y, z) ∈ B0)
(x+ y) + z = xr(y, z) + (y + z);
A4. (∀x ∈ B)(∀z ∈ B0)(∃ v(z) ∈ B0) (x+ (0− z)) + z = xv(z).
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Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,m)

Ïðàâàÿ ïî÷òèîáëàñòü

Åñëè îïðåäåëèòü îïåðàöèþ L : B0 → B0 äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî
L(x) + x = 0, òîãäà â ïðàâîé ïî÷òèîáëàñòè âûïîëíåíî:

1. 0 · x = 0;
2. (x+ y) · z = x · EL(y) · L(y · z) + y · z;
3. x− y = x · EL2(y) · y + L(y);
4. (x+ (0− z)) + z = x · EL2(z) · z:
5. (x+ y) + z = x · (L(z)− y)−1 · L(y + z) + (y + z),

ãäå E(x) = x−1 äëÿ x ∈ B0.
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Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,m)

Íàä ïðàâîé ïî÷òèîáëàñòüþ, ïðè ïîìîùè ôóíêöèè
f(x, y, z) = x · (y − z) + z ìîæíî ïîñòðîèòü ãðóïïó c óìíîæåíèåì:(

x1
x2

)(
y1
y2

)
=

(
f(x1, y1, y2)
f(x2, y1, y2)

)
,

òîãäà ôóíêöèþ g äëÿ ÔÑ ðàíãà (3,2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

〈i|α〉 = 〈i|β〉
(
〈j|β〉
〈k|β〉

)−1( 〈j|α〉
〈k|α〉

)
.
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Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,2)
Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n,m)

ÔÑ ðàíãà (3,2) íàä ïðàâûìè ïî÷òèîáëàñòÿìè

Ðåøåíèå 1

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1 + εx2y2, x1y2 + x2y1), (ε = −1, 0, 1),
(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2).

Ðåøåíèå 2

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2y
c
1), c ∈ [0; 1),

(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2).

Ðåøåíèå 3

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2y
2
1 + (x1 − 1)x1y

2
1 ln |y1|),

(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2 + 2x1y1 ln |y1|).

Ðåøåíèå 4

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2),
(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (y1x2 − x1y2, (y1x2 − x1y2) y2

y1
− x1

y1
).
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ÔÑ ðàíãà (3,2) íàä ïðàâûìè ïî÷òèîáëàñòÿìè

Â ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðàõ ëåâàÿ îáðàòíàÿ L(x) = (−1, 0) · (x1, x2).
Åñëè ðàññìîòðåòü L(x) = (x1, x2) · (−1, 0), òîãäà

Ðåøåíèå 2'

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2y1
c), c ∈ [0; 1),

(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2 + 2x1y2
y1

).

Ðåøåíèå 3'

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2y
2
1 + (x1 − 1)x1y

2
1 ln |y1|),

(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2 + 2x1y2
y1

).

Ðåøåíèå 4'

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2),
(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (y1x2 + x1y2, (y1x2 + x1y2) y2

y1
− x1

y1
).
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Èç ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðîâ âèäíà íåîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà íåèçîìîðôíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, íàä êîòîðûìè ìîæíî ïîñòðîèòü îäíó è òó�æå ÔÑ.
Íî èìååòñÿ îäèí èíâàðèàíò. Ïîñòðîèì óíàðíóþ îïåðàöèþ ϕ2 : B → B â
âèäå ϕ2(x) = x(0− e) + e = xa+ e, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

ϕ2
2(x) = x.

ϕ2(ϕ2(x)ϕ2(y)) = ϕ2(xϕ2(y−1))y.

Òîãäà ôóíêöèþ f ÔÑ ðàíãà (3, 2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

f(3,2)(x, y1, y2) = x(y1 − y2) + y2 = ϕ2(xϕ2(y1y
−1
2 ))y2.

Òåîðåìà. Ïðàâàÿ ïî÷òèîáëàñòü è àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈B; ·,−1 , ϕ2, A〉
ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû.
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Åñëè â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå 〈B; ·,−1 , ϕ2〉 èìååòñÿ òàêàÿ óíàðíàÿ
îïåðàöèÿ ϕ3, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

ϕ3(ϕ3(x)ϕ3(y)) = ϕ3(xϕ3(y−1))y.

è ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî ϕ3ϕ2ϕ3 = ϕ2ϕ3ϕ2, òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü
ôóíêöèþ

f(4,2)(x, y1, y2, y3) = ϕ3

(
f(3,2)(x, ϕ3(y1y

−1
3 ), ϕ3(y2y

−1
3 ))

)
y3,

ïðè ïîìîùè êîòîðîé ñòðîèòñÿ ãðóïïîâîå óìíîæåíèå âåêòîð�ñòîëáöîâ: x1
x2
x3

 y1
y2
y3

 =

 f(4,2)(x1, y1, y2, y3)
f(4,2)(x2, y1, y2, y3)
f(4,2)(x3, y1, y2, y3)

 .

Íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕ3(x) = x−1
x

.
Ðàñøèðÿÿ áèíàðíóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ îïåðàöèþ 0x = 0, x0 = ϕ2(x),
∞x =∞, x∞ = ϕ3(x), ïðè ïîìîùèé ôóíêöèè f(4,2) íàä ðàñøèðåííûì
ïîëåì ïîëó÷èì ãðóïïó ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàñøèðåííîãî ïîëÿ.
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Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ÔÑ ðàíãà (n+ 1, 2),
ò.å., åñëè â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå 〈B; ·,−1 , ϕ2, . . . , ϕn−1〉 èìååòñÿ òàêàÿ
óíàðíàÿ îïåðàöèÿ ϕn äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

ϕn(ϕn(x)ϕn(y)) = ϕn(xϕn(y−1))y.

è ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà ϕnϕiϕn = ϕiϕnϕi, äëÿ i ∈ {2, . . . , n− 1}, òîãäà
ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ

f(n+1,2)(x, y1, . . . , yn) = ϕn
(
f(n,2)(x, ϕn(y1y

−1
n ), . . . , ϕn(yn−1y

−1
n ))

)
yn,

ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå σi = ϕiϕ2ϕi, äëÿ i ∈ {3, . . . , n− 1}, íà
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå (B0, ·,−1 ) çàäà¼ò å¼ àâòîìîðôèçì
σi(x) · σi(y) = σi(x · y), ïðè ýòîì ϕi = σiϕ2σi.
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Ïðè ïîìîùè ôóíêöèè f(n+1,2) ìîæíî ïîñòðîèòü ãðóïïîâîå óìíîæåíèå
âåêòîð�ñòîëáöîâ: x1

...
xn


 y1

...
yn

 =

 f(n+1,2)(x1, y1, . . . , yn)
...

f(n+1,2)(xn, y1, . . . , yn)


è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ïîìîùè ôóíêöèè

〈i|α〉 = f(n+1,2)(xi, y1(α), . . . , yn(α)),

ïîñòðîèòü òîæäåñòâî � ôóíêöèþ g:

〈i0|α〉 = 〈i0|β〉

 〈i1|β〉
...

〈in|β〉


−1 〈i1|α〉

...
〈in|α〉

 .
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Ìàòðè÷íóþ ãðóïïó GL(n, F ) ìîæíî çàïèñàòü è ïðè ïîìîùè ïðàâîé
ïî÷òèîáëàñòè ñ ãðóïïîé B0 = F ∗ i Fn−1, îïðåäåë¼ííîé â âèäå

(x1, x2, . . . , xn)(y1, y2, . . . , yn) = (x1y1, x1y2 + x2, . . . , x1yn + xn)

ïðè x1, y1 ∈ F ∗, xi, yi ∈ F è ôóíêöèÿìè ϕi çàäàþùèìè ïåðåñòàíîâêó
ïåðâîãî è i�òîãî ýëåìåíòîâ

ϕi(x1, x2, . . . , xi−1, xi, . . .) = (xi, x2, . . . , xi−1, x1, . . .).

Aêñèîìû, òàêèì îáðàçîì îïðåäåë¼ííîé ïðàâîé ïî÷òèîáëàñòè ñòåïåíè n,
áóäóò âûïîëíåíû, åñëè ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû íå òîëüêî èç
ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ F , íî è èç òåëà.

Â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè ìàòðè÷íîé ãðóïïû ëåãêî óâèäåòü, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö n× n ëåãêî ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ íà n íåçàâèñèìûõ
ïðîöåññîâ.
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Îáîáù¼ííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå

Â êà÷åñòâå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö A = ||aij || è C = ||cjk|| áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó D = ||dik||, ïîñòðîåííóþ ïðè ïîìîùè ôóíêöèè
f : Sf → B, ãäå Sf ⊆ Bm ×Bn. Ïðè ýòîì ïåðåìíîæàòüñÿ ìîãóò ìàòðèöû
ðàçìåðà n×m, ãäå n � ÷èñëî ñòðîê, m � ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû.
Ýëåìåíò dij , ñòîÿùèé â i � òîé ñòðîêå è j � òîì ñòîëáöå, åñòü ôóíêöèÿ f
îò m ýëåìåíòîâ i � òîé ñòðîêè ìàòðèöû A è n ýëåìåíòîâ j � òîãî ñòîëáöà
ìàòðèöû C:

dij = f(ai1, ai2, . . . , aim, c1j , c2j , . . . , cnj).

Â ìàòðèöå A ∈ Bnm äëÿ îáîçíà÷åíèÿ i � òîé ñòðîêè áóäåì ïèñàòü Ai∗, à
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ j � òîãî ñòîëáöà áóäåì ïèñàòü A∗j . Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ
ýëåìåíò dij ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîêè íà ñòîëáåö:

dij = Ai∗C∗j .

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê � {Ai∗|A ∈ SBnm} = SBm è ìíîæåñòâî
âñåõ ñòîëáöîâ � {A∗j |A ∈ SBnm} = SBn .
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ∈ Bmn ìîæíî ðàññìîòðåòü ìàòðèöû Aij è
Ars, îòëè÷àþùèåñÿ îò èñõîäíîé òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòðîê i è j èëè
ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòîëáöîâ r è s ñîîòâåòñòâåííî.
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Îáîáù¼ííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû â ìíîæåñòâå âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà Bnm ñóùåñòâîâàëî
ïîäìíîæåñòâî ìàòðèö SBnm , äëÿ êîòîðûõ äàííîå óìíîæåíèå áûëî
ãðóïïîâûì. Óñèëèâàÿ äàííîå òðåáîâàíèå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷åòâåðêà
(B, (m,n), f,SBnm) çàäà¼ò îáîáù¼ííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå, åñëè
ñïðàâåäëèâû àêñèîìû:

A1. (∀A ∈ SBnm), (∀D∗j ∈ SBn), (∃!C∗j ∈ SBn) : AC∗j = D∗j ;

A2. (∀C ∈ SBnm), (∀Di∗ ∈ SBm), (∃!Ai∗ ∈ SBm) : Ai∗C = Di∗;

A3. (∀A,C,D ∈ SBnm) : (AC)D = A(CD);

A4. (∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}) : A ∈ SBnm ⇔ Aij ∈ SBnm ;

A5. (∀i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}) : A ∈ SBnm ⇔ Aij ∈ SBnm .

Äâà îáîáùåííûõ ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèÿ (B, (n,m), f,SBnm) è
(C, (n,m), g, SCnm) åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè
çàäàþò èçîìîðôíûå ìàòðè÷íûå ãðóïïû.
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Îáîáù¼ííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå

Åñëè îïðåäåëåíî îáîáù¼ííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå (B, (m,n), f,SBnm),
òî íàä ìíîæåñòâîì B îïðåäåëåíà è ÔÑ ðàíãà (n+ 1,m+ 1).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îïðåäåëèòü M = SBm , N = SBn ,
SMn+1 = M×SBnm , SNm+1 = N×SBnm , òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
〈A0∗, A1∗, . . . , An∗| ∈M×SBmn ⊆Mn+1 è ïðîèçâîëüíûõ
|C∗0, C∗1, . . . , C∗m〉 ∈ N×SBmn ⊆ Nm+1 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

〈A0∗C∗0〉 = 〈A0∗C〉〈AC〉−1〈AC∗0〉.

Ïðè ýòîì ñòðîêè Ai∗ ñîñòàâëÿþò ìàòðèöó A, à ñòîëáöû C∗j � ìàòðèöó C.
Ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ ñòðîêè íà ìàòðèöó A0∗C áóäåò ñòðîêà, à
ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ñòîëáåö AC∗0 áóäåò ñòîëáåö.
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Ïðèìåð îáîáù¼ííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ìîæíî ðàññìîòðåòü âòîðîå îäíîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå
ÔÑ ðàíãà (n+ 1, n+ 1) ñ ôóíêöèåé f , çàïèñàííîé â âèäå

f(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) =

n−1∑
µ=1

(xµ − xn)(yµ − yn) + xn + yn.

Òàêóþ ìàòðè÷íóþ ãðóïïó ìîæíî çàïèñàòü è ïðè ïîìîùè îáû÷íîãî
ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, ïîñòðîåííóþ íàä ìàòðèöàìè:

x11 · · · x1(n−1) x1n 0
...

. . .
...

...
...

x(n−1)1 · · · x(n−1)(n−1) x(n−1)n 0
0 · · · 0 1 0
xn1 · · · xn(n−1) xnn 1

 .

Çàìåòèì åù¼, ÷òî ëþáàÿ ÔÑ ðàíãà (n+ 1,m+ 1) íàä ìíîæåñòâîì B,
çàäàâàåìàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáîáù¼ííûì ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì,
ïðåäñòàâèìà êàê ÔÑ ðàíãà (n+ 1, 2) èëè (2,m+ 1) íàä ìíîæåñòâîì Bm

èëè Bn ñîîòâåòñòâåííî.
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Ãåîìåòðèè êàê ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà îäíîì ìíîæåñòâå

Ñóùåñòâóåò ãëàäêîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå N, îòêðûòîå è ïëîòíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå SN×N ⊆ N×N. Òàêæå ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ
íåâûðîæäåííàÿ ôóíêöèÿ f : SN×N → R, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü
ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé, ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ øåñòè ïåðåìåííûõ Φ : R6 → R,
gradΦ 6= 0. Åñëè äëÿ ëþáîãî êîðòåæà èç ÷åòûð¼õ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê
〈xyzu〉, êàæäàÿ ïàðà êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó SN×N, èìååò
ìåñòî ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü:

Φ(f(xy), f(xz), f(xu), f(yz), f(yu), f(zu)) = 0,

òîãäà ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f íà ìíîãîîáðàçèè N áóäåò çàäàâàòü
äâóìåðíóþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ãåîìåòðèþ.
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1. Ïëîñêîñòè Åâêëèäà: f(xy) = (x1 − y1)2 + (x2 − y2)2, ãäå, íàïðèìåð, x1,
x2 � êîîðäèíàòû òî÷êè x, à ìíîæåñòâî SN×N ñîñòîèò èç ïðîèçâîëüíûõ
ïàð òî÷åê ïëîñêîñòè;
2. Ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî: f(xy) = (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2;
3. Ãåîìåòðèè Ðèìàíà: f(xy) = sinx2 sin y2 cos(x1 − y1) + cosx2 cos y2;
4. Ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî:
f(xy) = sinhx2 sinh y2 cos(x1 − y1)− coshx2 cosh y2;
5. Ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè:
f(xy) = coshx2 cosh y2 cos(x1 − y1)− sinhx2 sinh y2;
6. Ñèìïëåêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè: f(xy) = x1y2 − x2y1;
7. Ïëîñêîñòè Ãåëüìãîëüöà:

f(xy) = [(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2] exp
(
γarctgx2−y2

x1−y1

)
, ãäå ïîñòîÿííàÿ γ > 0,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ arctg ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé
â ïðîìåæóòêå (−π/2, π/2). Ìíîæåñòâî SN×N ñîñòîèò èç ïàð òî÷åê 〈xy〉,
ïåðâûå êîîðäèíàòû êîòîðûõ ðàçëè÷íû;
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8. Ïñåâäîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè:

f(xy) = [(x1 − y1)2 − (x2 − y2)2] exp

(
βArc(c)th

x2 − y2
x1 − y1

)
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ β > 0 è β 6= 2, ïðè÷åì âûáèðàåòñÿ ôóíêöèÿ Arth, åñëè
àðãóìåíò ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû è âûáèðàåòñÿ ôóíêöèÿ Arcth, åñëè
àðãóìåíò ïî âåëè÷èíå áîëüøå åäèíèöû, ìíîæåñòâî SN×N ñîñòîèò èç ïàð
òî÷åê 〈xy〉, êîîðäèíàòû êîòîðûõ, ñ îäíîé ñòîðîíû, íå óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì: x1 − y1 = ±(x2 − y2), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, x1 6= y1;

9. Äóàëüíîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè: f(xy) = (x1 − y1)2 exp
(
x2−y2
x1−y1

)
,

ïðè÷åì ìíîæåñòâî SN×N ñîñòîèò èç ïàð òî÷åê 〈xy〉 ñ ðàçëè÷íûìè
ïåðâûìè êîîðäèíàòàìè;
10. Ñèìïëèöèàëüíîé ïëîñêîñòè: f(xy) = x2−y2

x1−y1
, ãäå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

SN×N ýòîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ñîñòîèò òàê æå èç ïàð òî÷åê 〈xy〉 ñ
ðàçëè÷íûìè ïåðâûìè êîîðäèíàòàìè.
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f1(xy) = (x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2;

f2(xy) = (x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 − (x3 − y3)2;

f3(xy) = sinx3 sin y3 (sinx2 sin y2 cos(x1 − y1) + cosx2 cos y2) + cosx3 cos y3;

f4(xy) = coshx3 cosh y3 (sinx2 sin y2 cos(x1 − y1) + cosx2 cos y2)−sinhx3 sinh y3;

f5(xy) = sinhx3 sinh y3 (sinx2 sin y2 cos(x1 − y1) + cosx2 cos y2)−coshx3 cosh y3;

f6(xy) = coshx3 cosh y3 (coshx2 cosh y2 cos(x1 − y1)− sinhx2 sinh y2)−sinhx3 sinh y3;

f7(xy) = x1y2 − x2y1 + x3 − y3;

f8(xy) = [(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2] exp

(
γarctg

x2 − y2
x1 − y1

+ x3 + y3

)
;

f9(xy) = [(x1 − y1)2 − (x2 − y2)2] exp

(
βArc(c)th

x2 − y2
x1 − y1

+ x3 + y3

)
;

f10(xy) = (x1 − y1)2 exp

(
x2 − y2
x1 − y1

+ x3 + y3

)
;

f11(xy) =
x2 − y2
x1 − y1

exp (x3 + y3) ;

f12(xy) =
x2 − y2
x1 − y1

+ x3 + y3;

ãäå, γ ≥ 0, β ≥ 0 è β 6= 2.
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