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Àííîòàöèÿ. "Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð" äà¼ò ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïîíÿ-
òèÿ ôèçè÷åñêîãî çàêîíà. Èñòîðè÷åñêè â îïðåäåëåíèè ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû èñïîëüçî-
âàëîñü ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Àâòîðîì ïðåäëàãàåòñÿ ôîðìóëèðîâêà àêñèîì
ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, äîïóñêàþùàÿ èõ ðàññìîòðåíèå íà àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâàõ. Ñ
îäíîé ñòîðîíû, â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïîäõîäà âîçíèêàåò íîâàÿ çàäà÷à � çàäà÷à ïîèñêà àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîãëàñîâàííûõ ñ òðåáîâàíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà àêñèîì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèò ïîíÿòèå
"îáîáù¼ííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ" íàä ðàññìàòðèâàåìûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè.

Ïîëÿ âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, òåëî êâàòåðíèîíîâ äîïóñêàþò ïîñòðîå-
íèå ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð òàêæå
ìîæíî îïèñûâàòü â ðàìêàõ äâóõ áèíàðíûõ îïåðàöèé, íî òîãäà àääèòèâíàÿ îïåðàöèÿ óæå
íå áóäåò àññîöèàòèâíîé. Áîëåå åñòåñòâåííîå îïèñàíèå âîçíèêàåò, åñëè ðàññìàòðèâàòü
îäíó ìóëüòèïëèêàòèâíóþ áèíàðíóþ îïåðàöèþ ñ äåéñòâóþùåé íà íåé óíàðíîé îïåðàöèåé
� ϕ. Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà ìîæíî ïîñòðîèòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, áëèçêóþ ê ïî-
ëþ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ áåñêîíå÷íîñòüþ, â êîòîðîé îòñóòñòâóþò íåîïðåäåëåííîñòè
âèäà ∞/∞, ∞ · 0, 0/0.

Êëþ÷åâûå ñëîâà
Ôèçè÷åñêèé çàêîí, ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ãðóïïà, òî÷íî òðàí-

çèòèâíàÿ ãðóïïà, ìàòðèöà.

1 Ââåäåíèå
×òî òàêîå "ôèçè÷åñêèé çàêîí"? Åñëè ïîíèìàòü åãî êàê ôèëîñîôñêóþ êàòåãîðèþ, òî

ýòî "óñòîé÷èâûé òèï îòíîøåíèé". Îäíàêî, ÷òî ïîíèìàòü ïîä "îòíîøåíèÿìè" è, ÷òî òàêîå
"óñòîé÷èâûé òèï"? Â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòèçàöèè äàííûõ ïîíÿòèé ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü ðàçëè÷íûå "ôèçè÷åñêèå çàêîíû". Â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (ÒÔÑ) [5] äàíà
èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ ïîíÿòèé è ïîëó÷åíû îïðåäåëåííûå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñàìèõ "îòíîøåíèé". Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð Þ.È. Êóëàêîâà ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðèþ ìåòðè÷åñêèõ îòíîøåíèé ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðîèçâîëüíîé
ïðèðîäû, íàöåëåííóþ íà ïåðåîñìûñëåíèå çàêîíîâ ôèçèêè. Â å¼ îñíîâå ëåæèò ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ. Ýòà òåîðèÿ áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Þ.È. Êóëà-
êîâûì â Íîâîñèáèðñêå â 1966 ãîäó.

Ïåðåéäåì ê íåêîòîðûì ïðèìåðàì, õàðàêòåðèçóþùèì ñóòü ïðîáëåìû. Â êà÷åñòâå ïðî-
ñòåéøåãî ìîæíî ðàññìîòðåòü ãåîìåòðèþ ([5], ×àñòü 2, Ãëàâà 6, �4). Äåéñòâèòåëüíî, ïðî-
èçâåäÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ëå-
æàò ëè òî÷êè íà îäíîé ïðÿìîé, ïëîñêîñòè, îáúåìå è ïð. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
M = {i1, i2, . . . , in}, ñîñòîÿùåå èç n ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå òî÷åê. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíîå èõ ðàñïîëî-
æåíèå, ñóùåñòâóåò âïîëíå îïðåäåë¼ííûé ôèçè÷åñêèé çàêîí (òî åñòü çàêîí, ñïðàâåäëèâîñòü
êîòîðîãî ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóò¼ì), êîòîðîìó ïîä÷èíÿþòñÿ âñå
òî÷êè ìíîæåñòâà M? ×òîáû îáíàðóæèòü åãî, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü âñå âîçìîæíûå ïàðû
òî÷åê èç M, èõ áóäåò 1

2n(n − 1), ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîé ïàðå ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìóþ
âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê. Â êà÷åñòâå òàêîé, èçìåðÿåìîé
íà îïûòå, âåëè÷èíû ïðèìåì â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå, èçìåðåííîå, íàïðèìåð, ñ
ïîìîùüþ îáû÷íîé ìàñøòàáíîé ëèíåéêè.

Ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîé ïàðå òî÷åê (i, k) ðàññòîÿíèå `ik, ìû ïîëó÷èì íàáîð îïûòíûõ äàí-
íûõ, ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþùèõ äàííîå ìíîæåñòâî M, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí



â âèäå ñëåäóþùåé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû:

i1 i2 i3 . . . in
i1 0 `12 `13 . . . `1n

i2 `12 0 `23 . . . `2n

i3 `13 `23 0 . . . `3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
in4 `1n `2n `3n . . . 0

(1)

ßñíî, ÷òî âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ `ik, `im, `km ìåæäó òðåìÿ ïðîèçâîëüíûìè òî÷êàìè
i, k,m ∈ M íå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ, òàê êàê
ïðè ôèêñèðîâàííûõ ðàññòîÿíèÿõ `ik è `im, òðåòüå ðàññòîÿíèå `km ìîæåò ïðèíèìàòü ðàç-
ëè÷íûå çíà÷åíèÿ îò |`ik − `im| äî `ik + `im:
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Ðèñ. 1.
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Òî÷íî òàê æå îáñòîèò äåëî, åñëè âçÿòü ÷åòûðå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè i, k, m, n ∈ M:
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Ðèñ. 2.

i

m

k n

è ðàññìîòðåòü çàâèñèìîñòü ìåæäó øåñòüþ âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿìè `ik, `im, `in, `km, `kn,
`mn. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïÿòè ðàññòîÿíèÿõ `ik, `im, `in, `km, `kn øåñòîå ðàññòîÿíèå `mn

ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà.
Íî åñëè âçÿòü ïÿòü ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê i, k, m, n, p ∈ M (ñì. ðèñ. 3), òî îäíî èç

äåñÿòè âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé `ik, `im, `in, `ip, `km, `kn, `kp, `mn, `mp, `np ÿâëÿåòñÿ äâóçíà÷íîé
ôóíêöèåé îñòàëüíûõ äåâÿòè.
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Ðèñ. 3.



Èòàê, äëÿ ëþáûõ ïÿòè òî÷åê òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèîíàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó èõ âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿìè, âèä êîòîðîé íå çàâèñèò îò âûáîðà
ýòèõ òî÷åê: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
1 0 `2ik `2im `2in `2ip
1 `2ik 0 `2km `2kn `2kp

1 `2im `2km 0 `2mn `2mp

1 `2in `2kn `2mn 0 `2np

1 `2ip `2kp `2mp `2np 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (2)

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ áîëåå ôèçè÷åñêèõ ïðèìåðîâ îáðàòèìñÿ ê èäåå îáúåêòîâ ðàçíîé ïðè-
ðîäû â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ãåîìåòðèè, ãäå âñå òî÷êè âçÿòû èç îäíîãî ìíîæåñòâà. Â ýòîì
ñëó÷àå, äâóì òî÷êàì èç äâóõ ðàçíûõ ìíîæåñòâ ñîïîñòàâëÿåòñÿ èçìåðèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà,
íåêèé àíàëîã ðàññòîÿíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èç êíèãè Þ.È. Êóëàêîâà ([5], ×àñòü 2, Ãëàâà 5, �2). Âîçüìåì òðè
ïðîèçâîëüíûõ ïðîâîäíèêà i, k, m ∈ M è äâà ïðîèçâîëüíûõ èñòî÷íèêà òîêà α, β ∈ N. Èçìå-
ðèì øåñòü ïîêàçàíèé àìïåðìåòðà Jiα,Jiβ ,Jkα,Jkβ , Jmα,Jmβ ïî ñõåìå:

µ´
¶³
¡

¡¡µ

m

α
Jmα

Ðèñ. 4.
Ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

∣∣∣∣∣∣

JiαJiβ Jiα Jiβ

JkαJkβ Jkα Jkβ

JmαJmβ Jmα Jmβ

∣∣∣∣∣∣
= 0, (3)

èç êîòîðîãî, èñïîëüçóÿ ýòàëîííûå òî÷êè k, m ∈ M, β ∈ N ëåãêî ïîëó÷èòü õîðîøî èçâåñòíûé
Çàêîí Îìà äëÿ âñåé öåïè

Jiα =
Eα

Ri + rα
, (4)

ãäå Eα � ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà èñòî÷íèêà òîêà,
Ri � ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà,
rα � âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå èñòî÷íèêà òîêà.

Çàâåðøèì ðàññìîòðåíèå ïðèìåðîì èç ìîíîãðàôèè Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ([12], Ââåäåíèå.).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé íåêîòîðîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Êàæäîé ïàðå
ñîñòîÿíèé 〈ij〉 ñîïîñòàâèì äâà ÷èñëà, ðàâíûå äâóì êîëè÷åñòâàì òåïëà QTS

ij è QST
ij , êîòîðûå

ñèñòåìà îòäàåò âíåøíèì òåëàì ïðè åå ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j ñíà÷àëà ïî
èçîòåðìå (T = const), à çàòåì ïî àäèàáàòå (S = const), â ïåðâîì ñëó÷àå � ïðîöåññ TS è
ñíà÷àëà ïî àäèàáàòå, à çàòåì ïî èçîòåðìå, âî âòîðîì � ïðîöåññ ST , ãäå T � òåìïåðàòóðà è
S � ýíòðîïèÿ ñèñòåìû.

Äâóõêîìïîíåíòíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ Qij = (QTS
ij , QST

ij ) çàäàåò íà ïëîñêîñòè (S, T ) ñî-
ñòîÿíèé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äâóìåòðè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ è ÿâëÿåòñÿ â ýòîé ãåî-
ìåòðèè íåêîòîðûì àíàëîãîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè i è j. Âîçüìåì íà ïëîñêîñòè (S, T )
òðè ïðîèçâîëüíûå ñîñòîÿíèÿ 〈ijk〉, ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ çàïèñüþ
òðîéêè. Òîãäà, äîïîëíèòåëüíî ê ðàññòîÿíèþ Qij ìîæíî âûïèñàòü åùå äâà Qik, Qjk äëÿ
ïàð ñîñòîÿíèé 〈ik〉 è 〈jk〉. Âñå òðè äâóõêîìïîíåíòíûõ ðàññòîÿíèÿ îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííû-
ìè ìåæäó ñîáîé äâóìÿ òîæäåñòâàìè

∣∣∣∣∣∣

0 −QST
ij −QST

ik

QTS
ij 0 −QST

jk

QTS
ik QTS

jk 0

∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣

QTS
ij QTS

jk −QST
ik

QTS
ik 0 −QST

ik

QTS
ik −QST

ij −QST
jk

∣∣∣∣∣∣
= 0, (5)

ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ëþáîé òðîéêè ñîñòîÿíèé 〈ijk〉.



2 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
Íåñêîëüêî ñëîâ î òåðìèíîëîãèè. Èñòîðè÷åñêè èñïîëüçîâàëîñü ïîíÿòèå ôèçè÷åñêàÿ ñòðó-

êòóðà è ýòî áûëî îïðàâäàíî, ò.ê. ðàññìàòðèâàëîñü òîëüêî îäíî ïðèëîæåíèå äàííûõ ñòðóê-
òóð � êëàññèôèêàöèÿ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ. Íî â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü äîñòàòî÷íî
ìíîãî ðàáîò â ýòîé îáëàñòè, êîòîðûå íàïðÿìóþ íèêàê íå ñâÿçàíû ñ ôèçèêîé. Â áîëüøåé
ñòåïåíè ýòî èññëåäîâàíèÿ ïî ãåîìåòðèè [6], [8], ãðóïïàì [4], [15] àáñòðàêòíûì àëãåáðàì [1],
[17]. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà â íàñòîÿùèé ìîìåíò
íå ñîâñåì îïðàâäàííî è ìîæåò ââîäèòü â çàáëóæäåíèå. Íî ïðîäîëæèì åãî èñïîëüçîâàíèå
ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (r+1, s+1), çàïèñûâàÿ
å¼ êàê Ph(r, s, B), ãäå r, s ∈ N, îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâàõ M, N, B, åñëè îïðåäåëåíû òàêèå
îòîáðàæåíèÿ

f : M×N → B è g11 : Bs+rs+r → B, (6)
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óïîðÿäî÷åííûõ òî÷åê 〈i0, i1, . . . , ir〉 ∈ ΩMr+1 ⊆ Mr+1 è 〈α0, α1, . . . ,
αs〉 ∈ ΩNs+1 ⊆ Ns+1 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

f(i0, α0) = g11




f(i0, α1) · · · f(i0, αs)
f(i1, α0) f(i1, α1) · · · f(i1, αs)

...
... . . . ...

f(ir, α0) f(ir, α1) · · · f(ir, αs)


 . (7)

Â ÒÔÑ ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ � M,N, B è îòîáðàæåíèé �
f, g11. Äàííàÿ çàäà÷à, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ, ïðè
B = R è òðåáîâàíèè, ÷òîáû ìíîæåñòâà M, N ÿâëÿëèñü ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, áûëà
ïîëíîñòüþ ðåøåíà [11]. Ïðè ýòîì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íå äëÿ âñåõ
ðàíãîâ, òàê ÷òî ðàçíèöà |r− s| ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ 0, 1, ïðè÷¼ì r, s 6= 0.
Êðîìå ýòîãî èìåëîñü äâà îñîáûõ ðåøåíèÿ ïðè (r +1, s+1) = (2, 4) è (4, 2). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ
áûëè íàéäåíû îáà îòîáðàæåíèÿ, f è g11.

Äëÿ ñëó÷àåâ B = R2, R3 è R4 ïîëíîé êëàññèôèêàöèè ðåøåíèé ïîëó÷èòü íå óäàëîñü è,
ïî ýòîé ïðè÷èíå, èññëåäîâàëèñü òîëêî ÷àñòíûå ñëó÷àè. Äëÿ Ph(1, s,R2) óñòàíîâëåíî, ÷òî
ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè s = 1, 2, 3, 4, íàéäåíû âñå âîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ � f
[9]. Ðåøåíèÿ Ph(1, 1,R3)[10], è Ph(1, 1,R4) [7] òàêæå áûëè ïîëíîñòüþ íàéäåíû.

Ïîèñê îïèñàííûõ âûøå ðåøåíèé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðîâîäèëñÿ èìåííî íà êîí-
êðåòíûõ ìíîæåñòâàõ Rn. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäà÷ó ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ýòàïà. Ïåðâûé
ýòàï � ýòî ïîèñê àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû B, íà êîòîðîé âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ðå-
øåíèé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû . Âòîðîé ýòàï � ýòî óæå íåïîñðåäñòâåííî ïîèñê ñàìîãî
ðåøåíèÿ íà íàéäåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå. Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíà àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñèñòåìà, å¼ ìîæíî óñèëèâàòü, íàëàãàÿ êàêèå�ëèáî äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ. Íàïðèìåð,
òðåáóÿ, ÷òîáû äàííàÿ ñèñòåìà áûëà ñîãëàñîâàíà ñ äèôôåðåíöèàëüíîé èëè òîïîëîãè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé. Íî òàêîå óñèëåíèå, âîçìîæíî, ëó÷øå ïðîâîäèòü èìåííî íà ïîñëåäíåì ýòàïå.

Â [16, 17] óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî Ph(r, s, B) ñâÿçàíû ñ íîâûìè îáúåêòàìè � ìàòðèöàìè
íàä ïðàâûìè ïî÷òèîáëàñòÿìè è îáîáù¼ííûì ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì. Â îòëè÷èå îò
îáû÷íîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, ïîñòðîåííîãî íà áèëèíåéíîé ôóíêöèè

f(x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , yr) = x1y1 + x2y2 + . . . + xryr, (8)

îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ñòðîèòñÿ íà ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yr), â
êîòîðîé íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà r = s. Ïðè ýòîì, ñ îáû÷íûì ìàòðè÷íûì
óìíîæåíèåì èõ ñâÿçûâàåò òî, ÷òî íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ΩBrs ⊆ Brs òàêîå îáîá-
ù¼ííîå ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå � ãðóïïîâîå. Èíûìè ñëîâàìè, ñðåäè âñåõ ìàòðèö îäíîé
ðàçìåðíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäìíîæåñòâî ìàòðèö, íà êîòîðîì òàêîå ïðîèçâåäåíèå áóäåò
ãðóïïîâûì.

3. Îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå
Â êà÷åñòâå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö A = ||aij || è C = ||cjk|| áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàò-

ðèöó D = ||dik||, ïîñòðîåííóþ ïðè ïîìîùè ôóíêöèè f : ΩB1×s×ΩBr×1 → B, ãäå ΩB1×s ⊆ Bs

è ΩBr×1 ⊆ Br. Ïðè ýòîì ïåðåìíîæàòüñÿ ìîãóò ìàòðèöû ðàçìåðà r×s, ãäå r � ÷èñëî ñòðîê,
s � ÷èñëî ñòîëáöîâ ìòðèöû. Ïîä ðàíãîì ìàòðèöû áóäåì ïîíèìàòü åå ðàçìåð, íàïðèìåð,



ðàíã ìàòðèöû � (r, s). Ýëåìåíò dij , ñòîÿùèé â i � òîé ñòðîêå è j � òîì ñòîëáöå, åñòü ôóíê-
öèÿ f îò s ýëåìåíòîâ i � òîé ñòðîêè ìàòðèöû A è r ýëåìåíòîâ j � òîãî ñòîëáöà ìàòðèöû
C:

dij = f(ai1, ai2, . . . , ais, c1j , c2j , . . . , crj). (9)
Â ìàòðèöå A ∈ ΩBrs äëÿ îáîçíà÷åíèÿ i � òîé ñòðîêè áóäåì ïèñàòü Ai∗, à äëÿ îáîçíà÷åíèÿ j
� òîãî ñòîëáöà áóäåì ïèñàòü A∗j . Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýëåìåíò dij ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîêè íà ñòîëáåö: dij = Ai∗C∗j .

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû â ìíîæåñòâå âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà r× s � Brs ñóùåñòâîâàëî ïîäìíî-
æåñòâî ìàòðèö ΩBrs , äëÿ êîòîðûõ äàííîå óìíîæåíèå áûëî ãðóïïîâûì. Óñèëèâàÿ äàííîå
òðåáîâàíèå, áóäåì ñ÷èòàòü:

1. ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê
{

Ai∗
∣∣∣i ∈ {1, 2, . . . , r}, A ∈ ΩBrs

}
= ΩB1×s ,

2. ìíîæåñòâî âñåõ ñòîëáöîâ
{

A∗j
∣∣∣j ∈ {1, 2, . . . , s}, A ∈ ΩBrs

}
= ΩBr×1 ,

à äëÿ ìíîæåñòâ B è ΩBrs âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: (∀x ∈ B)(∃A ∈ ΩBrs) : aij = x.
Åñëè ýòî íå òàê, òîãäà âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê ïîäìíîæåñòâó Bx = B \ {x}, äëÿ êîòîðîãî
ñïðàâåäëèâî ΩBrs ⊆ Brs

x ⊂ Brs.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ìîæíî ðàññìîòðåòü ìàòðèöû Ailj è Am↔n, îòëè÷àþùèåñÿ

îò èñõîäíîé òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòðîê i è j èëè ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòîëáöîâ m è
n ñîîòâåòñòâåííî.

×åòâåðêà
(
B, (r, s), f, ΩBrs

)
çàäàåò îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå, åñëè ñïðàâåäëè-

âû àêñèîìû:

A1. (∀A ∈ ΩBrs), (∀D∗j ∈ ΩBr ), (∃!C∗j ∈ ΩBr ) : AC∗j = D∗j ;

A2. (∀C ∈ ΩBrs), (∀Di∗ ∈ ΩBs), (∃!Ai∗ ∈ ΩBs) : Ai∗C = Di∗;

A3. (∀A,C, D ∈ ΩBrs) : (AC)D = A(CD);

A4. (∀i, j ∈ {1, 2, . . . , r}) : A ∈ ΩBrs ⇔ Ailj ∈ ΩBrs ;

A5. (∀i, j ∈ {1, 2, . . . , s}) : A ∈ ΩBrs ⇔ Ai↔j ∈ ΩBrs .

Äâà îáîáùåííûõ ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèÿ
(
B, (r, s), f, ΩBrs

)
è

(
C, (r, s), g, ΩCrs

)
åñòå-

ñòâåííî ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ θ : B → C, äëÿ êîòîðîé ñïðà-
âåäëèâî òîæäåñòâî:

θ
(
f(x1, . . . , xs, y1, . . . , yr)

)
= g

(
θ(x1), . . . , θ(xs), θ(y1), . . . , θ(yr)

)
. (10)

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè îïðåäåëåíî îáîáù¼ííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå
(
B, (r, s), f, ΩBrs

)
,

òî áóäåò îïðåäåëåíà è ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ph(r, s, B). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îïðåäåëèòü
M = ΩB1×s , N = ΩBr×1 , ΩMr+1 = ΩB1×s×ΩBrs , ΩNs+1 = ΩBr×1×ΩBrs , òîãäà äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ 〈A0∗, A1∗, . . . , Ar∗〉 ∈ ΩB1×s × ΩBrs è ïðîèçâîëüíûõ 〈C∗0, C∗1, . . . , C∗s〉 ∈ ΩBr×1 × ΩBrs

ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî
A0∗C∗0 = (A0∗C)(AC)−1(AC∗0). (11)

Ïðè ýòîì ñòðîêè Ai∗ ñîñòàâëÿþò ìàòðèöó A, à ñòîëáöû C∗j � ìàòðèöó C. Ðåçóëüòàòîì
óìíîæåíèÿ ñòðîêè íà ìàòðèöó A0∗C áóäåò ñòðîêà, à ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà
ñòîëáåö AC∗0 áóäåò ñòîëáåö. Ïðèâåä¼ííîå îïèñàíèå, áåçóñëîâíî, íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâîì. Ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïîñòðîåíèÿ ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [16].
Äàëåå äëÿ îáîçíà÷åíèå ìàòðè÷íîé ãðóïïû (B, (r, s), f, ΩBrs) òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-
çíà÷åíèå Ph(r, s, B).

Â ñëó÷àå C = A−1 òîæäåñòâî (11) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî A0∗C∗0 = (A0∗A−1)(AC∗0),
èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì ãðóïïû ïðåîá-
ðàçîâàíèé. Èçó÷åíèþ ýòîãî âîïðîñà áûëè ïîñâåùåíû ðÿä ðàáîò Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî [12].
Ðåçóëüòàò äàííûõ ðàáîò, ñ òî÷êè çðåíèÿ îáîáù¼ííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñóùåñòâîâàíèå âçàèìîîäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ôóíêöè-
åé f : Bs × Br → B, ÿâëÿþùåéñÿ äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé è
ãðóïïîé Ph(r, s, B).

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé îáîáù¼ííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ � óìíîæåíèå âåêòîð
ñòîëáöîâ � ìàòðèö ðàíãà (2, 1) [17], êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû íàä àëãåáðàè÷åñêîé



ñèñòåìîé (B2, ·,−1, ϕ, e1, e2) ñ àêñèîìàìè:
B1. (B1, ·,−1, e1) � ãðóïïà, ãäå B1 = B2 \ {e2},
B2. (∀x ∈ B2)(∀y ∈ B0 = B1 \ {e1}) ϕ(ϕ(x)ϕ(y)) = ϕ(xϕ(y−1))y,
B3. ϕ(e1) = e2,
B4. (∀x ∈ B1) e2x = e2, xe2 = ϕ(x),
B5. e2e2 = e1.
Ôóíêöèÿ f , ïðè ïîìîùè êîòîðîé ñòðîèòñÿ óìíîæåíèå ìàòðèö:

f(x, y1, y2) = ϕ(xϕ(y1y
−1
2 ))y2. (12)

Ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîé áèåêöèè L : B1 → B1 ìîæíî ïîñòðîèòü áèíàðíóþ àääèòèâ-
íóþ îïåðàöèþ:

x + y = ϕ(x(L(y))−1)y, x− y = ϕ(xy−1)L(y), (13)
òîãäà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (B2, ·, +, e1, e2) áóäåò ïðàâîé ïî÷òèîáëàñòüþ, ò.ê. àääèòèâíàÿ
îïåðàöèÿ áóäåò ïðàâîé ëóïîé, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà:

1. (∀x, y, z ∈ B1) (x + y)z = xz + yz,
2. (∀y, z ∈ B1)(∃!ry,z ∈ B1)(∀x ∈ B2) (x + y) + z = xry,z + (y + z).

Ôóíêöèþ f ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(x, y1, y2) = x(y1 − y2) + y2, ïðè y2 6= e2 è f(x, y1, e2) = xy1. (14)

Êëàññèôèêàöèþ Ph(2, 1,R2) [9] ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå êëàññèôèêàöèè
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (B2, ·, +, e1, e2), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ïðàâîñòîðîííÿÿ äèñòðè-
áóòèâíîñòü:

Ðåøåíèå 1.

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1 + εx2y2, x1y2 + x2y1), (ε = −1, 0, 1),

(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2).

Ðåøåíèå 2.

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2),

(x1, x2)⊕ (y1, y2) =
(
y1x2 − x1y2, (y1x2 − x1y2)

y2

y1
− x1

y1

)
.

Ðåøåíèå 3.

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2y
c
1), c 6= 1,

(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2).

Ðåøåíèå 4.

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2y
2
1 + (x1 − 1)x1y

2
1 ln |y1|),

(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2 + 2x1y1 ln |y1|).
Â ðåøåíèÿõ 2�4 ìóëüòèïëèêàòèâíûå îïåðàöèè èçîìîðôíû. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, çà èñêëþ÷åíè-
åì âòîðîãî ðåøåíèÿ, íóëåâîé ýëåìåíò e2 â ìóëüòèïëèêàòèâíîé îïåðàöèè � äâóñòîðîííèé.
Â ðåøåíèè 2 íóëåâîé ýëåìåíò òîëüêî ëåâîñòîðîííèé, àääèòèâíàÿ îïåðàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
ëóïîé, íî äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî, õàðàêòåðíîå äëÿ ëóï Áîëà (((z ⊕ x)⊕ y)⊕ x) =
(z ⊕ ((x ⊕ y) ⊕ x)). Ëóïà èç ðåøåíèÿ 4 íå ÿâëÿåòñÿ ëóïîé Áîëà èëè ëóïîé Áðàêà, ÷òî õà-
ðàêòåðíî äëÿ K�ëóï (ãèðîãðóïï) [14].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ Ph(r, 1, Br) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóï-
ïà (B1, ·,−1, e1) áûëà ñ òàêîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ Aut(B1) > Sr−1, êîòîðàÿ ñ ïîäãðóï-
ïîé Sr−1 è ϕ ïîðîæäàëè áû ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Sr = 〈ϕ, Sr−1〉 ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæå-
ñòâà B0 = B1 \{e1}. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðè ïîìîùè îáðàçóþùèõ ãðóïïû Sr: ϕ2 = ϕ, ϕ3, . . . , ϕr,
äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ϕiϕjϕi = ϕjϕiϕj , è ϕiϕi = id ðåêóðåíòíî ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíê-
öèþ f = fr:

fn(x, y1, . . . , yn−1, yn) = ϕn(fn−1(x, ϕn(y1y
−1
n ), . . . , ϕn(yn−1y

−1
n )))yn. (15)



Ýëåìåíòû σi = ϕ2ϕiϕ2 áóäóò îáðàçóþùèìè ïîäãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Sr−1.
Çàïèøåì òåïåðü êëàññèôèêàöèþ Ph(r, 1,R2) èç [9] ÷åðåç êëàññèôèêàöèþ àëãåáðàè÷å-

ñêîé ñèñòåìû (B1, ·,−1, ϕ, σi), ïîñòðîåííîé íàä ãðóïïàìè:
1. C̃ ñ óìíîæåíèåì (x1, x2)(y1, y2) = (x1y1 + εx2y2, x1y2 + x2y1) ïðè ε = 1; 0 è −1,
2. G ñ óìíîæåíèåì (x1, x2)(y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2).

Ph(2, 1,R2) ñòðîèòñÿ íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè:
1.) C̃, ϕ(x1, x2) = (1− x1,−x2).
2.) G, ϕ(x1, x2) = (x2, x1),

3.) G, c 6= 1, ϕ(x1, x2) = ( 1−x1x
c

c−1
1

(1−x1x
c

c−1
1 )c

,
1−x2x

c
c−1
1

(1−x1x
c

c−1
1 )c

),

4.) G, ϕ(x1, x2) = ( x1
x1−1 ,

x2−ln |x1|
(x1−1)2 + ln |x1−1

x1
|).

Â ðåøåíèÿõ 1 è 2 èìååòñÿ àâòîìîðôèçì σ2, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü Ph(3, 1,R2). Ðåøå-
íèå 1 ïðè ε = 1 èìååò âòîðîå íåçàâèñèìîå ðåøåíèå ñ èçîìîðôíîé ãðóïïîé R2, çàäàâàåìîé
óìíîæåíèåì (x1, x2)(y1, y2) = (x1y1, x2y2):

1.a.) R2, ϕ(x1, x2) = (1− x1, 1− x2), σ2(x1, x2) = (x−1
1 , x2x

−1
1 ),

1.b.) C̃, ϕ(x1, x2) = (1− x1,−x2), σ2(x1, x2) = ( x1
x2
1−εx2

2
, −x2

x2
1−εx2

2
),

2.) G, ϕ(x1, x2) = (x2, x1), σ1(x1, x2) = (x1, 1− x1 − x2).
Íàä ãðóïïîé R2 çà ñ÷åò ñóùåñòâîâàíèÿ σ3 ìîæíî ïîñòðîèòü Ph(4, 1,R2)
1.a.) R2, ϕ(x1, x2) = (1− x1, 1− x2), σ2(x1, x2) = (x−1

1 , x2x
−1
1 ), σ3(x1, x2) = (x1x

−1
2 , x−1

2 ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü Ph(r, s, B) ïðè r, s > 1. Î÷åâèäíî, ÷òî ãðóïïà GL(n, P) íàä ïîëåì P
áóäåò ÿâëÿòüñÿ ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé Ph(n, n,P), ðàâíî êàê è ãðóïïà GL(n, Pk), ïîñòðî-
åííàÿ íàä ãèïåðêîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ðàíãà k ñ ãðóïïîâîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé îïåðàöèåé
[13]. Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöû íàä òåëîì êâàòåðíèîíîâ áóäóò çàäàâàòü ôèçè÷åñêóþ ñòðóòóðó
Ph(n, n,H) [18, 19].

Â ðàáîòå [11] ïîêàçàíî, ÷òî â Ph(n, n,R) íàðÿäó ñ GL(n, R) èìååòñÿ âòîðîå íåçàâè-
ñèìîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáîáù¼ííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå,
çàäàâàåìîå ôóíêöèåé

f(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = (x1 − xn)(y1 − yn) + . . . + (xn−1 − xn)(yn−1 − yn) + xn + yn. (16)

Ïîäãðóïïà Ph(n − 1, n,R) < Ph(n, n,R) ïîëó÷àåòñÿ èç çàïèñàííîãî âûøå ðåøåíèÿ, åñëè
ïîëîæèòü yn = 0. Ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö èç Ph(n− 1, n,R) áóäåò çàäàâàòü ïî÷òè�êîëüöî.

4. Çàêëþ÷åíèå
Îáîáù¼ííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå è îáîáù¼ííûå ìàòðè÷íûå ãðóïïû Ph(r, s, B), âîç-

íèêøèå â ðåçóëüòàòå àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, íàõîäÿòñÿ
òîëüêî íà íà÷àëüíîì ýòàïå èçó÷åíèÿ, ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðèâåä¼ííàÿ âûøå êëàññèôèêàöèÿ
äàëåêà îò çàâåðøåíèÿ.

Êîíå÷íî, ïîêà ðàíî ãîâîðèòü î ïðèëîæåíèÿõ, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè ÒÔÑ, òåì áîëåå,
÷òî â îòëè÷èå îò ìàòðèö íàä êîëüöîì èëè ïîëåì äëÿ ìàòðèö èç Ph(r, s, B) ìîæíî ãîâîðèòü
òîëüêî îá óìíîæåíèè ìàòðèö, ñëîæåíèå ìàòðèö íå âñåãäà îïðåäåëåíî, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ñëîæåíèå íà B â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé. Îäíàêî, òà áîëüøàÿ ðîëü ìàòðèö
â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïðèâåëà ê òîìó, ÷òî ìàòðèöû Ph(n, n,C) íå ðàâíûå GL(n,
C) ïðè n = 2, 3 è 4 òàêæå íàøëè ñâîå ìåñòî ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö
[3], îòëè÷íîé îò ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Èìåííî ýòè ðåøåíèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð,
ïîëó÷åííûå Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî, áûëè ïîëîæåíû â îñíîâó ñîçäàâàåìîéÞ.Ñ. Âëàäèìèðîâûì
ðåëÿöèîííîé òåîðèè ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè è âçàèìîäåéñòâèé.

Îáðàòèì åù¼ âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñðåäè ãðóïï Ph(n+1, 1,Rn) è Ph(n+2, 1,Rn) èìåþòñÿ
ãðóïïû àôèííûõ è, ñîîòâåòñâåííî, ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿìîé (n = 1), ïëîñêî-
ñòè (n = 2) è ò.ä. Ïðè÷åì, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðîåêòèâíóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðÿìîé
Ph(3, 1,R), òîãäà â êà÷åñòâå ìóëüòèïëèêàòèâíîé îïåðàöèè åñòåñòâåííåé áóäåò ðàññìàòðè-
âàòü ðàñøèðåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû R0 = R \ {0} ïðè ïîìîùè ëåâûõ àíóëÿòîðîâ
0 è ∞ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ãðóïïîèäà ñ òîæäåñòâàìè:

1. (∀x ∈ R0) 0 · x = 0, x · 0 = −x + 1,∞ · x = ∞, x · ∞ = x
x−1 ,

2. ∞ · 0 = ∞, 0 · ∞ = 0,∞ ·∞ = 1, 0 · 0 = 1.
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