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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА ТЕОРИИ ФИЗИЧЕСКИХ 
СТРУКТУР 

Х а р а к т е р н а я черта для всех физических законов состоит в том, что 
различные физические объекты, п р и н а д л е ж а щ и е к определенным клас­
сам, равноправны по отношению к рассматриваемому закону. Ф а к т суще­
ствования особого вида отношений — «отношений равноправия» — к а ж е т ­
ся нам имеющим существенное значение в качестве исходной физической 
идеи. 

Прежде всего, придадим интуитивной идее «равноправия» строгую ма­
тематическую формулировку. В этой статье мы дадим л и ш ь частную фор­
мулировку принципа феноменологической симметрии, не претендуя н а 
слишком большую общность (это будет сделано в следующих работах ) . 

Рассмотрим два произвольных множества: множество ЗЙ, элементы ко­
торого будем обозначать через iu U..., и множество 91 с элементами, обо­
значаемыми через a i , <х 2 , . . . . 

Допустим, что каждой паре (i, а) б Зй X 91 сопоставляется веществен­
ное число uia, т. е. на множестве Зй X 31 определена некоторая ф у н к ц и я 
u:(i, а) ->- uia. Пусть т и п — натуральные числа и Шт = {U, £ г , . . . 

9t n — { « 1 , <х2, . . . , а п } . Подмножества Зй ш и 91п определяют неко­
торую матрицу из т строк и п столбцов: 

HI • ^т-) а 1 > а 2 > • • • » а п ) = || w i b C t j | | K=L, 2 , m- (1^ 

1=1, 2 , п 

К а ж д у ю такую матрицу будем рассматривать к а к точку ттт-мерного 
арифметического пространства Rmn. 

Изменение нумерации точек множеств 9И,П и 91 „ ведет к преобразова­
н и я м матрицы ( 1 ) , сводящимся к перестановкам ее строк и столбцов. 
mini преобразований пространства Rmn, соответствующих перестановкам 
строк и столбцов матрицы ( 1 ) , будем называть каноническими переста­
новками Rmn. 

Б у д е м говорить, что на множествах Зй и 91 задана физическая струк­
тура ранга ( т , п), если выполнены следующие условия. 

А) Существует аналитическая ф у н к ц и я тп переменных Ф(х{, # 2 , . . . 

...,хтп), и н в а р и а н т н а я относительно канонических перестановок про­
странства Rmn и т акая , что множество М a Rmn, определяемое уравне­
нием Ф ( # 1 , х2,...,хтп) = О, есть непустое связаное множество, и гра­
диент Ф отличен от н у л я в к а ж д о й точке М. 
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Б ) Совокупность всех точек u(U, £2, . . . , i m , cti, а 2 , . . . , а п ) пространства 
Rmn, где { i u ч,..., im) = Зйт cz Зй, {а 4 , а 2 , . . . , а п } = 9i n cz 91 образует 
открытое относительно ilf подмножество i¥ . В частности, 

Ф К с м ^ а 2 , . . ., Щтап) = 0 (2) 

при любых Зй™ и 91п. 
В) Если уравнение (2) может быть однозначно разрешено относи­

тельно U i k a x , то Uikav , где v ф Я и ut 8.%х , где s ф к к а к две группы 
параметров входят в Ф существенным образом ( ' ) . 

Г) Д л я всякой системы из п чисел их (А, = 1, 2 , . . . , п), удовлетворя­
ющей уравнению 

Ф ( ^ 1 1 , ^ 1 2 * • • • , Uin, . . . , Um~l, 1 , Um-it 2 , . . . , U m - i t n , Ui) U2l . . . , Un) = 0, 

где 

И р Х = % a x (p = 1, 2, . . 7» — 1; X = 1, 2, . . . , n), ip^Wm-i, « x € 3 l n 

найдется такой элемент i, что = uiy a„ &2 = uit «2,..., un = ггг, « n . А н а ­
логично д л я всякой системы из т чисел v» ( р = 1, 2 , . . . , т ) , удовлетво­
ряющей уравнению 

n—l, ^ 1 , ^ 2 1 , • • • , U2, n—l, ^ 2 , • • • , U m i , . . . , Итп, n— 1} 

найдется такое a 6 91, что vp = щр a . 
Обсуждение физического и геометрического содержания введенного 

здесь п о н я т и я дается в ( 2 > 3 ) . 
Рассмотрим случай физической структуры наименьшего возможного 

ранга (2, 2 ) . 
Т е о р е м а . Пусть тройка (Зй, 91, и: 5й X S l ^ i ? ) образует физическую 

структуру ранга (2, 2 ) . Тогда многообразие М может быть представлено 
уравнением 

0[х(»*а)х(»ад) — Х(в«)х(»*а)] = 0 , 

где % г/ 0 — строго монотонные функции. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим uia = дф /duia. П р и канонических 

перестановках в / ? 4 вектор и = (via, vha, у ^ ) , очевидно, т а к ж е подвер­
гается каноническим перестановкам. Если и ф. О, то среди канонических 
перестановок v есть хоть одна, для которой отлична от н у л я первая ко ­
ордината. Это означает, что для любых двух подмножеств {£, к} = 
= Зй2 а Зй и {а, р} = 912 с : 91 обозначения для элементов и 912 можно в ы ­
брать таким образом, чтобы выполнялось неравенство 

д ф < ^^c^ 
- 0 ^ - (uiai ui$, U k a y Uk$) =f= U. 

Фиксируем произвольно подмножества {г0, к0} = Зй2 с : Зй и {а 0 , ро} = 
= 912 с : 91 так , чтобы в точке 

и0 = (ul> u2i u3i ui) = (^i0a0» Mi0Po» uk0a0, uk0&0) 

была отлична от н у л я ч а с т н а я производная (дФ / dui) (и0). В силу ска­
занного это возможно. Ввиду того, что (дФ I дщ) (и0) ф 0, найдутся 
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числа 8 > 0 и 8 > 0 такие , что уравнение Ф(щ, и2, и 3 , щ) = 0 одно­
значно разрешимо в области 

Р е ш а я (1) относительно щ, получим щ = / ( и 2 , и 3 , к 4 ) . 
Рассмотрим частные производные (df/du2)(u2, щ, и 4 ) , (df I du3) (и2, 

и3, щ). Если (df I ди2) (и2, и3, и 4 ) обращается в нуль на множестве поло­
жительной меры в области \щ — Щ°\ < б (i = 2, 3, 4 ) , то ввиду а н а л и ­
тичности (df I ди2) (гг2, и3, щ) = 0 для всех (и2, и 3 , и 4 ) , откуда следует, 
что Ui = F(u3, щ). Это, однако, противоречит условию существенности 
параметров и2 и и3. Аналогично получаем, что частная производная 
(df j duz) (w 2, u3l щ) не может обращаться в н у л ь на множестве положи­
тельной меры. 

В силу сказанного можно выбрать точки i 0 , k0, °<ь Ро т а к и м образом, 
чтобы производные df / Зи 2 , 5 / / ди3 были отличны от н у л я д л я всех и 2 , 
и-з, и 4 , удовлетворяющих неравенствам (3 ) . Д л я у п р о щ е н и я записи вме­
сто к0 и р 0 будем писать просто 0 и 0 соответственно. 

Пусть х и | таковы, что 

П о л о ж и м u = f(x, g, Иоо) = ф(#* £ ) . 
П р и м е н я я условие Г ) , можно показать , что найдутся i и а такие , что 

и = х — Иго, & = И о а . Зададим произвольно #t, х2, 5i, £ 2 с выполне­
нием ( 4 ) . Условие Г) позволяет заключить, что найдутся г, &, а, р такие, 
что 

4 > ( t f l , ll) = Uiai <р(Хи Ь) = Ч>(#2 , g i ) = Uka, ф ( # 2 , £ 2 ) = ttfcfr. 

Отсюда получаем функциональное уравнение 

где х = xh у = х2,1 = 1и т] = £ 2 . 
Д и ф ф е р е н ц и р у я уравнение по х, ^, г|, получим систему из четырех 

однородных линейных уравнений относительно неизвестных дФ J дщ, 
дФ I du2l dФ I du3l dФ / duk. В силу условия А) хотя бы одна из величин 
dФ I dui отлична от н у л я и, значит, определитель системы равен нулю. 
Матрица коэффициентов рассматриваемой системы имеет вид 

\щ — щ»\<г, \щ— И * ° | < 6 (* = 2 , 3 , 4 ) , (3) 

| * - - U . 2

0 | < б, | Б — Wa° | < б . (4) 

Ф [ ф ( ^ 1 ) , < Р ( ^ г ] ) , ф ( у , | ) , ф ( у , т 1 ) ] = 0, 

0, 

, (d<f/dl)(y,t), 
(д<р/дх){у, £), 

0 

П р и р а в н и в а я нулю определитель этой матрицы, получим 

( 3 Ф / dx) (х, и) ( 3 Ф / дх) (у, E).(ftp / di) (х, I) (<kp/d$) (у, ri) -

- ( f t p / f e ) ( * . 1)(*р/дх)(у, т1 ) (Лр/в6) ( У | %)(dyldl)(x, и) = 0 . 



Отдел заметок 1145 

Ф и к с и р у я у и к], данное равенство можно переписать в виде 

А(х)В{1) ( д Ф / д\) (х, | ) - C(x)D(l) ( д ф / дх) (х, I) = 0. (5) 

Если х, у, и таковы, что 

|ЛГ — < б , \У-Щ°\ < б , \ l - U 3 ° \ < б , | П - И 4 0 | < « , 

то ни один из коэффициентов в (5) не обращается в нуль , оно может 
быть переписано в виде 

Р Ш | ^ ( * Д ) - < ? ( * ) ^ ( * , £ ) = 0. (6) 

Отсюда нетрудно заключить, что ф представимо в виде ф(ж, | ) = 
== x[R(x)S(l)]1 где х, R и S — произвольные монотонные функции дан­
ной переменной. 

Имеем uia = ф(# г , £ а ) (Я ( #* )£ (£«) ) , откуда # (*<)£(£*) — 
= З Г Ч ^ а ) - Выписывая аналогичные соотношения д л я иг{ц »*а, полу­
чим, что эти величины связаны соотношением 

yP(uia, Щ, Uka, ищ) =%-к(ига)%-1(икр) — %~* (Щр) %~1 (Uha) = 0, 

В силу аналитичности и связности М равенство (6) выполняется всюду 
на М. Теорема доказана . 

Поступила в редакцию 
7 декабря 1968 г. 
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