
Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè.
×òî òàêîå ïðÿìàÿ, îêðóæíîñòü, ýëëèïñ è ãèïåðáîëà? ×òî îáùåãî ìåæäó

ïðÿìîé è îêðóæíîñòüþ?
Ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, ëåæàùèõ íà äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, íà

êîòîðîì çàäàíà äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà
2

K
01
αβ;ikm(

2
u∗) = 0

(Â ñòàðîé òåðìèíîëîãèè � äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàí-
ãà (2,3)).

Ïîÿñíþ, ÷òî ýòî çíà÷èò:
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê, ëåæàùèõ íà äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ïëîñ-

êîñòè:
M = {i, k, m, . . .}

è ìíîæåñòâî ýòàëîíîâ äëèíû

B = {µ, ν, λ, . . .}.

Íàïðèìåð: µ = ñì, ν = äþéì = 2, 54ñì, λ = ôóíò = 30, 48ñì.
Îáðàçóåì ìíîæåñòâî ïàð:

N = B×B = {α, β, . . .}

ãäå α = (α1, α2)
β = (β1, β2)
. . . . . . . . . . . .

Ïåðâûå ýòàëîíû α1, β1 . . . ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò x,
âòîðûå α2, β2, . . . � ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò y.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå òî÷åê M è
ìíîæåñòâå ïàð ýòàëîíîâ N èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà

2
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αβ;ikm(

2
u∗) = 0

åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

ϕαi

íàçûâàåìûõ ðåïðåçåíòàòîðàìè, è òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ øåñòè ÷èñëî-
âûõ ïåðåìåííûõ

Φ(u11, u12, u13,
u21, u22, u23)

íàçûâàåìàÿ âåðèôèêàòîðîì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî îò-
íîñèòåëüíî âñåõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ α, β ∈ N è i, k, m ∈ M

Φ(ϕαi, ϕαk, ϕαm,
ϕβi, ϕβk, ϕβm) ≡ 0 (1)
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Êàê ñëåäóåò èç áëèñòàòåëüíîé òåîðåìû (theorema egregium) Ìèõàéëè-
÷åíêî [?] ðàíãà (2,3) õîëîòðîïíî-ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (1) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå

ϕαi =
1
uαi= σα + ξαxi (2)

è

Φ(uαi, uαk, uαm,
uβi, uβk, uβm) =

2

K
01
αβ;ikm(

2
u∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
0 uαi uαk uαm

0 uβi uβk uβm

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0 (3)

Íà îñíîâå ýòîãî ðåøåíèÿ íàéä�eì äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ ôèçè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó ðîäà
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1
u∗) = 0

äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ðåïðåçåíòàòîðà (2) â âèäå:
1
uαi= αα + ξαxi = σ∗α + ηαb︸ ︷︷ ︸

σα

+(ξ∗α + ηαk)︸ ︷︷ ︸
ξα

xi =

= ξ∗αxi + ηα(b + kxi) + σ∗α. (4)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà (4) â âåðèôèêàòîð (3) ïîëó÷àåì îïðå-
äåëèòåëü, êîòîðûé ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïðåäåëèòåëåé, îäèí
èç êîòîðûõ òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü:

2

K
01
αβ;ikm(

1
u∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
0 uαi uαk uαm

0 uβi uβk uβm

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
0 ξ∗α ηα σ∗α
0 ξ∗β ηβ σ∗β
−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
0 xi xk xm

0 yi yk ym

0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
ξ∗α ηα

ξ∗β ηβ

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

6=0

·
∣∣∣∣∣∣

xi xk xm

yi yk ym

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

≡0

≡ 0

ãäå
yi = b + kxi

Èòàê, ìíîæåñòâî òî÷åê åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, íà êîòîðîì çàäàíà äâóõ-
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà
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1
u∗) = 0

åñòü ïðÿìàÿ y = b + kx (ñì. ðèñ. 1)
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Ðèñ. 1.

Åñëè îò ïåðåìåííûõ x, y ïåðåéòè ê ïåðåìåííûì

X = x2, Y = y2,

òî õîðîøî èçâåñòíûå öåíòðàëüíûå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà: îêðóæíîñòü,
ýëëèïñ, ãèïåðáîëà, ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, â íîâûõ êîîðäèíàòàõ X, Y
èìåþò âèä ëó÷åé (ãèïåðáîëà è ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ) è êîíå÷íûõ
îòðåçêîâ (îêðóæíîñòè è ýëëèïñû), îïðåäåë�eííûõ â ïåðâîì êâàäðàíòå

1. îêðóæíîñòü X + Y = 1,

2. ãèïåðáîëà X − Y = 1,

3. ãèïåðáîëà X − Y = −1

4. ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ X − Y = 0 (ñì. ðèñ. 2.)

-X = x2

6Y = y2
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Ðèñ. 2. Öåíòðàëüíûå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ â òð�eõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

×òî òàêîå ïëîñêîñòü, ñôåðà, ýëëèïñîèä, êîíóñ, îäíîïîëîñíûé è äâóïî-
ëîñòíûé ãèïåðáîëîèä?

×òî îáùåãî ìåæäó ïëîñêîñòüþ è öåíòðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà?
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Ïëîñêîñòü è öåíòðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâàìè åâêëèäîâà òð�eõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðûõ çàäàíà òð�eõïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà
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αβγ;ikmn(

3
u∗) ≡ 0

(â ñòàðîé òåðìèíîëîãèè � òð�eõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàí-
ãà (3,4)).

Ïîÿñíþ, ÷òî ýòî çíà÷èò: Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê òð�eõìåðíîãî åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà:

M = {i, k, m, . . .}
è ìíîæåñòâî òðîåê ýòàëîíîâ äëèíû

N = {α, β, γ, . . .}

ãäå α = (α1, α2, α3)
β = (β1, β2, β3)
. . . . . . . . . . . . . . .

Ïåðâûå ýòàëîíû α1, β1 . . . ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò x,
âòîðûå α2, β2, . . . � äëÿ èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò y, è íàêîíåö òðåòüè ýòàëîíû
α3, β3, . . . � äëÿ èçìåðåíèÿ êîîðäèíàòû z.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå òî÷åê M è
ìíîæåñòâå òðîåê ýòàëîíîâ N èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà
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2
u) ≡ 0

åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

ϕαi

íàçûâàåìûõ ðåïðåçåíòàòîðàìè, è òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ äâåíàäöàòè
÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

Φ(u11, u12, u13, u14,
u21, u22, u23, u24,
u31, u32, u33, u34)

íàçûâàåìàÿ âåðèôèêàòîðîì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî îò-
íîñèòåëüíî âñåõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ α, β, γ ∈ N è i, k, m, n ∈ M

Φ(ϕαi, ϕαk, ϕαm, ϕαn,
ϕβi, ϕβk, ϕβm, ϕβn,
ϕγi, ϕγk, ϕγm, ϕγn)

≡ 0 (5)

Êàê ñëåäóåò èç óïîìÿíóòîé âûøå òåîðåìû Ìèõàéëè÷åíêî [?] õîëîòðîï-
íî-ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ðàíãà (3,4) (5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

ϕαi =
2
uαi= σα + ξ(α)1x1(i) + ξ(α)2x2(i) (6)
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è
Φ(uαi, uαk, uαm, uαn,

uβi, uβk, uβm, uβn,
uγi, uγk, uγm, uγn)

=
3

K
01
αβγ;ikmn(

2
u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
0 uαi uαk uαm uαn

0 uβi uβk uβm uβn

0 uγi uγk uγm uγn

−1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0 (7)

Íà îñíîâå ýòîãî ðåøåíèÿ íàéä�eì òðåõïàðàìåòðè÷åñêóþ ôèçè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó ðîäà
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2
u∗) ≡ 0

äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ðåïðåçåíòàòîðà (6) â âèäå:
2
uαi= σα + ξ(α)1x1(i) + ξ(α)2x2(i) =

= σ∗α + ηαb︸ ︷︷ ︸
σα

+(
∗
ξ (α)1 + ηαp)︸ ︷︷ ︸

ξ(α)1

xi + (
∗
ξ (α)2 + ηαq)︸ ︷︷ ︸

ξ(α)2

yi =

=
∗
ξ (α)1xi+

∗
ξ (α)2yi + ηα(b + pxi + qyi) + σ∗α. (8)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà (8) â âåðèôèêàòîð (7) ïîëó÷àåì îïðå-
äåëèòåëü, êîòîðûé ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïðåäåëèòåëåé, îäèí
èç êîòîðûõ òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü:

3

K
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αβγ;ikmn(

2
u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
0 uαi uαk uαm uαn

0 uβi uβk uβm uβn

0 uγi uγk uγm uγn

−1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1

0
∗
ξ1 (α)

∗
ξ2 (α) ηα

∗
σα

0
∗
ξ1 (β)

∗
ξ2 (β) ηβ

∗
σβ

0
∗
ξ1 (γ)

∗
ξ2 (γ) ηγ

∗
σγ

−1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0
0 xi xk xm xn

0 yi yk ym yn

0 zi zk zm zn

0 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∗
ξ1 (α)

∗
ξ2 (α) ηα

∗
ξ1 (β)

∗
ξ2 (β) ηβ

∗
ξ1 (γ)

∗
ξ2 (γ) ηγ

∣∣∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

6=0

·

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi xk xm xn

yi yk ym yn

zi zk zm zn

1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

≡0

≡ 0

ãäå
zi = b + pxi + qyi
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Èòàê, ïîä ìíîæåñòâîì òî÷åê òð�eõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, íà
êîòîðîì çàäàíà òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà

3
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αβγ;ikmn(

2
u) ≡ 0

ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòü z = b + px + qy (ñì. ðèñ. 3)
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Ðèñ. 3.

Åñëè îò ïåðåìåííûõ x, y, z ïåðåéòè ê ïåðåìåííûì

X = x2, Y = y2, Z = z2,

òî õîðîøî èçâåñòíûå öåíòðàëüíûå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà: ñôåðà, ýë-
ëèïñ, êîíóñ, äâóïîëîñòíûé è îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèäû â íîâûõ êîîðäè-
íàòàõ X, Y, Z èìåþò âèä ïîëóîãðàíè÷åííûõ ïëîñêîñòåé (êîíóñ, îäíîïîëîñ-
íûé è äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèäû) è êîíå÷íûõ êóñêîâ ïëîñêîñòåé (ñôåðà,
ýëëèïñîèä).
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Ðèñ. 4. ×åòûðå òèïà öåíòðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé
âòîðîãî ïîðÿäêà â êîîðäèíàòàõ X, Y, Z.
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