
о 
имеет в Ui единственное решение F {у) такое, что 

F(x) * A(x(s))к* B(s), x(LM, 

тогда и только тогда, когда G(y) = 0 для yEUx 
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Хорошо известно, что для всякой четверки точек на евклидовой плоскости 
шесть взаимных расстояний связаны между собой некоторым соотношением, геомет­
рически означающим, что объем тетраэдра с вершинами, лежащими на плоскости, 
обращается в нуль. В работах по геометрии расстояний (см., например, [1]) было 
установлено, что если в метрическом пространстве 3R для всякой четверки точек 
расстояния между ними удовлетворяют тому же уравнению, что и в случае евкли­
довой плоскости, то Ш? изометрично некоторому множеству точек этой плоскости. 
Аналогичные утверждения имеют место и для плоскости в пространстве постоянной 
кривизны (т.е. в пространстве Лобачевского и сферическом пространстве). 

Основной результат настоящей заметки состоит в установлении того факта, 
что наличие зависимости между шестью расстояниями для всякой четверки точек 
пространства без указания вида этой зависимости достаточно жестко определяет 
геометрию пространства. Кроме геометрии плоскостей в пространствах4 постоянной 
кривизны, существуют еще семь геометрий, удовлетворяющих тому же условию. 
Требования, налагаемые на соотношение между расстояниями и метрику, сводятся 
в основном к условиям дифференцируемости функций и независимости некоторых 
уравнений. Полученный результат представляет собой приложение принципа фено­
менологической симметрии, предложенного Ю.И. Кулаковым [ 2 ] . 

Отметим, что постановку задачи настоящей заметки неявно можно обнару­
жить в знаменитой работе Г. Гельмгольца "О фактах, лежащих в основании геомет­
рии" [3 ] . Действительно, там Гельмгольц высказывает соображение, что геометрия 
«-мерного пространства определяется существованием подвижных твердых тел с 
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и(л + 1)/2 степенями свободы. Но тогда между всеми взаимными расстояниями 
для произвольных п + 2 точек твердого тела должна существовать зависимость, так 
как иначе число степеней свободы уменьшится на единицу. В плоскости (и = 2) 
твердые тела движутся с тремя степенями свободы, а между шестью расстояниями 
для произвольных четырех точек имеется связь. 

Приведем точные формулировки. Пусть даны произвольное множество SR и 
вещественная функция а(х, у), определенная для любых различныххЕ 5SR,^ESR. 
Функцию а можно рассматривать как своего рода метрику в 9Ю. При этом, однако, 
мы не будем требовать выполнения обычных аксиом метрики. Мы будем предпола­
гать, что выполняется следующее условие: 

1) если х Е SR и у Е $К таковы, что для всякого z Е SR а(х, z ) = а (у, г) 
и a(z9x) =a(z,y), то х=у. 

Наделим множество Ш слабейшей топологией, при которой функция а не­
прерывна. Если x E 9 R , ТО через Р{х) обозначим окрестность точки х в этой топо­
логии, которая по условию 1) будет хаусдорфовой. 

Построим отображение А: 9 R 4 - * / ? 6 , сопоставляя каждой четверке (xf у, 
z,t) Е 9R4 точку (а(х,у)9 а(х, z ) , а(х, г), а(у, z ) , а(у, t),a(z, t) > пространства Л 6 . 
Пусть N-A (9R 4 ) есть совокупность всех точек в Л 6 , которые таким образом полу­
чаются. Мы будем предполагать, что выполнены еще следующие условия: 

2) множество пар (х, у)Е$Л2, для которых отображения аху: z E 9 R - > 
-+(a(z, х ) , a(z, у) )ER2 и аху: zE9R -><я(х, z ) , а(у, z) > E R 2 открыты, плот­
но в 9R 2 ; 

3) существует такая функция Ф: &->Л класса С 4 , определенная в некото­
рой области & С R6, что N есть открытое подмножество множества, задаваемого урав­
нением Ф = 0, т.е. 

Ф(д(х, у), а(х, z), а(х, г), а(у, z), а(у, г), a(z, f))= О 

для любой четверки (х, у, z, i) ESR 4 ; 
4) отображение A: 3R 4 -* N открыто относительно топологии в Af, индуциро­

ванной из Rb\ 
5) множество точек N, где все производные первого порядка функции Ф от­

личны от нуля, плотно в N. 
Смысл условия 1) состоит в том, что рассматриваются только те свойства 

пространства ЗЙ, которые выражаются посредством функции а. Назначение усло­
вия 2) - обеспечить тот факт, что 3R есть двумерное многообразие. Фактически, 
конечно, требование, содержащееся в условии 2 ) , слабее чем двумерность 3R, Усло­
вие 3) является основным, составляя содержание принципа феноменологдаеской 
симметрии, в общей схеме теории физических структур, предложенной Ю.И. Кула­
ковым [4] как средство классификации физических законов. Это условие выра­
жает собой требование: шесть расстояний между любыми четырьмя точками должны 
быть зависимы. Смысл условий четвертого и пятого - определенная невырожден­
ность отображения А. Условие 4) гарантирует, что ни для какой окрестности в9й 4 

ее образ при отображении А не будет иметь меньшую, чем у N, размерность. Усло­
вие 5) означает, грубо говоря, что существуют четверки, находящиеся в общем 
расположении. 

О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что ф у н к ц и я a: -+R з а д а ­
е т на м н о ж е с т в е 3R д в у м е р н у ю г е о м е т р и ю р а с с т о я н и й (фи-
зжескую структуру) ранга 4, если выполнены условия 1 ) - 5 ) . 

Две геометрии, заданные на множестве 9R функциями а и Ь, будем считать 
э к в и в а л е н т н ы м и , если Ь(х, у) = ф(а(х, у)), где ф — некоторая функция од­
ной переменной. 
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Т е о р е м а . Если функция а: 3R X 50? -+R задает на множестве 9Ю двумерную 
геометрию расстояний ран^а 4, то для плотного в 3JI X 3R множества пар (х, >>) w не-
которых их окрестностей Р(х) ХР(у) можно ввести координаты х ь х2 и ylt у2, 
посредством которых метрика а(х, у) с точностью до эквивалентности определяет­
ся одним из следующих выражений: 

(1) а(х,у) = (х^У1)^(х2-у2)2; 

(2) а(х, у) = cosx 2 cosу 2 cos(xx - ух) + sinx 2 sin j>2 i 

(3) a(x, у) = shx 2 shy2 cos(xx - Ух)- chx2 chy2; 

(4) a(x,y) = (xx-yx)2-(x2-y2)2-

(5) a(x,y) = c h x 2 c h ^ 2 c o s ( * ! -yi)-shx2shy2; 

(6) e f e ^ ^ x ^ - X a ^ i ; " 

(7) а(х,у) = (хх-ухГ(х2-у2У; 

(8) я(лг, j>) = (xx - Ух )l(x2 - y2) + In (x2 - y2); 

(9) а(х,у) = Щ(хг -ух)2 + (x 2 - д> 2) 2) + 7 arctg( (x 1 -Ух)1(х2 -y2))\ 

(10) ф , ^ ) = ( ( х 1 - ^ 1 ) 2 + § * * 2 + ЬуУХ)1хгУ2> 

где а # 0, 0 Ф 0, а Ф /3, 7 0; 5*, - постоянные для окрестностей Р(х) ,Р(у), при­
чем 6 * , 6 3 , = 0 , +1, - 1 . 

Выражения (1)—(7) определяют метрики хорошо известных геометрий: 
евклидовой плоскости (1) , двумерной сферы ( 2 ) , плоскости Лобачевского (3 ) , 
плоскости Минковского (4 ) , двумерного однополостного гиперболоида (5 ) , симп-
лектической плоскости (6 ) , симплициальной плоскости (7 ) . Метрики, определяе­
мые выражениями (8) - ( 1 0 ) , по-видимому, до настоящего времени в геометрии 
не рассматривались. Выражение (10) , заметим, задает геометрию на несвязанном 
множестве 9R, на связанных компонентах которого будет либо симплектическая 
плоскость (8Х = 8у=0), либо плоскость Лобачевского (8Х = 8у = +1), либо двумер­
ный однополостнойгиперболоид (5* = 6у = - 1 ) . 

По аналогии можно ввести систему аксиом для л-мерной геометрии расстоя­
ний ранга п + 2, однако к настоящему моменту полностью исследованы только 
одномерная [5] и двумерные геометрии. Есть некоторые основания думать, что в 
случае п > 3 имеют место только такие метрики, которые обобщают выражения 
( 1 ) - ( 6 ) , (10) . Метрики же (7) , (8 ) , (9) специфичны для двумерной геометрии. 
Обратим внимание на появление симплектических пространств нечетной размернос­
ти, метрика которых не может быть введена на базе линейного пространства [ 2 ] . 
Например, метрика трехмерного симплектического пространства определяется 
выражением 

а(х,у) = хху2 -х2уг + х3-у3. 
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