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Полиметрические геометрии, т.е. геометрии с 
более чем одним расстоянием, естественно возни
кают в теории физических структур Ю.И. Кула
кова [1], в частности при аксиоматическом обос
новании термодинамики. В этой теории метрика 
пространства понимается в самом общем смысле 
как числовая функция пары точек, и по аксиоме 
феноменологической симметрии все взаимные 
расстояния для некоторого конечного числа то
чек должны быть функционально связаны. 

Ранее автором было дано определение фено
менологически симметричных геометрий с одним 
расстоянием [2]. В настоящей работе определя
ются полиметрические феноменологически сим
метричные геометрии ранга m > 3 с s > 2 расстоя
ниями, а в случае минимального ранга m = 3 для 
5 = 2 и s = 3 приводятся их полные классификации. 

Пусть s>2, п>1иЖ- гладкое ^n-мерное мно
гообразие, точки которого обозначим строчны
ми латинскими буквами. Пусть дано функцио
нальное соответствие/: Ж х Ж —> Rs, сопоставля
ющее паре (ij) из области его определения @у с 
с Ж х Ж некоторую совокупность s веществен
ных чисел Дг/) =(f\ij), ...,fs(ij)) e #*. Функцио
нальным соответствием (ф.с.) ф: А —> В, как изве
стно, называется однозначное отображение не
которого подмножества из А в В. Ф.с. / = (f1,... ,fs) 
будем называть s-метрикой, не требуя, однако, от 
ее компонент выполнения аксиом обычной 1 -ме
трики. 

Для некоторого кортежа (к^... kj'e Ж длины п 

введем ф.с. / : Ж —» Rsn и/": Ж —» Rsn, сопоставляя 
точке ; е 1 точки (/№), ..., fijkj) е Rsn и 
(fijk^), ••-.Л&иО) е Rsn соответственно, если пары 
(îki), ..., (ikn) и (kj), ..., (kni) принадлежат Sy. Бу
дем предполагать выполнение следующих трех 
аксиом: 

I. Область определения &f(p.c.f: ЖхЖ-^R5 

есть открытое и плотное в Ж x Ж множество. 
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П. Ф.с./в области своего определения ^есть 
достаточно гладкая функция. 

III. В Ж плотно множество таких кортежей 
-п = " 

длины п, для которых ф.с. f ( / ) имеет макси
мальный ранг, равный sn, в точках плотного 
в Ж множества. 

Гладкую полиметрику, для которой выполня
ется аксиома III, будем называть невырожденной. 

Пусть, далее, m = п + 2 > 3. Введем ф.с. 
F: Ж"1 —> Rsm(.m-i)/2^ сопоставляя кортежу 
(ijk...vw) е Жт длины m точку (/((/), fljk), ... 
..., flvw)) e z?™^-1)/2, координаты которой в 
ßsm(m.-i)ß задаются упорядоченной по исходному 
кортежу у последовательностью sm(m - 1)/2 рас
стояний для всех пар его точек (ij), (ik), ..., (vw), 
если эти пары принадлежат <2у. Область опреде
ления введенного ф.с. F обозначим @ f . 

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что ф.с. 
f:ЖxЖ-:>Rs задает на sn-мерном м н о 
г о о б р а з и и Ж s-Mетрическую ф е н о 
м е н о л о г и ч е с к и с и м м е т р и ч н у ю г е о 
м е т р и ю р а н г а т = п + 2, если, кроме аксиом 
I, II, Ш, дополнительно имеет место следующая 
аксиома: 

IV. Существует плотное в Ж множество, 
для каждого кортежа которого (ijk...vw) дли
ны m = п + 2 и некоторой его окрестности U 
найдется такая достаточно гладкая функция 
Ф: % -*RS, что rangФ = se области % с Rsm{-m~ W 
ы,Р((/) = кегФ, т.е. 

Ф(№, №),-, А™» = 0 (D 
для всех кортежей из U. 

Аксиома IV выражает принцип феноменологи
ческой симметрии, согласно которому sm(m - 1)/2 
расстояний между точками любого кортежа дли
ны m = и + 2 из t/ должны быть функционально 
связаны, удовлетворяя системе s независимых 
уравнений (1). 

Пусть х\ ..., Xs" - локальные координаты в мно
гообразии Ж. Тогда для j-метрики / в некоторой 

22 



ПРОСТЕЙШИЕ ПОЛИМЕТРИЧЕСКИЕ ГЕОМЕТРИИ 23 

окрестности каждой пары (у) € <2у можно запи
сать ее координатное представление: 

/ (у) = f(x (0, • • ;XSn(i), х (J)',..., xsn(j)), (2) 
свойства которого задаются аксиомами II и III. 

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что 
г л а д к и е ф.с. fi Ш хШ ^> Rs и g: Ш хШ -> Rs 

с открытыми и плотными в ffll х ffîl областями оп
ределения © ^ н е э к в и в а л е н т н ы , если суще
ствуют такие локальные диффеоморфизмы X: 
ffi —> ffli и \|/: Rs —> Rs, что для открытого и плот
ного в (£»f множества пар (у) пара (k(i), X(j)) e ©g 
и имеет место соотношение Ду) = \\f(g(k(i), X(j))). 

Т е о р е м а 1. С точностью до эквивалент
ности существуют только две невырожденные 
2-метрики f = if1, f 2 ) , задающие на двумерном 
многообразии ffll феноменологически симмет
ричные геометрии ранга 3. В надлежаще выбран
ных в Ш системах локальных координат х, у эти 
2-метрики могут быть представлены следую
щими выражениями: 

А,--

f (Ü) = x(i)-x(j), f\ij). y(ï)-yU); 

fXij) = (x(i)-x(j))y(i), 

A, 

(3) 

(4) 
f\ij) = (x(i)~x(j))y(j). 

Т е о р е м а 2. С точностью до эквивалент
ности Ъ-метрика f = (f1, f2, / 3 ) , задающая на 
трехмерном многообразии Ш феноменологичес
ки симметричную геометрию ранга 3, в надлежа
ще выбранных в ЯЛ системах локальных коорди
нат х, у, z может быть представлена одним из 
следующих семи выражений: 

f\ij) = хЦ) - x(j), f\ij) = y(i) - y(j), 

f\ij) = z(i)-z(j); 

f\ij) = y(i)-y(j), 

(x(i) - x(j))y(i) + z(ï) - zij), 

(x(i) - x(j))y(j) + Z(i) - zij); 

Am 
f\ij) 

(5) 

(6) 

Aij) = (xii)-xij))2exp[iyii)-yij))/ixii)-xij))], 

(7) 
fiij) = Ш - xij))zii), fim = (xii) - xij))zij); 

f\m = т-хиъ^ут-уа)), 
(8) 

Am. = ixü)-xij))zii), Am = мо -*с/)Ш; 
Am [ixiï)-xij))2 + iyii)-yij))2]x 

yji)-yij) 
x exp yarctg xii)-xij)/ (9) 

zii) + arctg ЦуЦ) - yij))/ixii) - xij))], 
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Am 

fiij) = zij) + arctg [(^(0 - yiJ)Vixiï) - *(/))]_; 

fXij) = cosy(i)cosyij)cosixii)-x(j)) + 

+ siny(0sin>;0'), 

/2©> = * ) + s ig»( |f)x 

sin ( xji)-xij))cos,yii) 
x arcsin 

J i-(Am) 

(10) 

Aj) = zu)-sïg4d/m 
дуЦ) J. x 

x aresm 
sin (л(р-*(/)) cos y(/) 

; i - ( / « / ) ) 

fXm = m-xij))yd)yij), 
Am = zii) + i/ixii)-x(j))y\i), 
Am = zu)-i/(x(i)-xij))y2u), 

( I D 

где\р\< 1 U | Y I < ° ° -

В доказательствах теорем 1 и 2 используются 
групповые свойства полиметрических геометрий. 
Оказывается, что невырожденная s-метрика / = 
= (fl, ...,/0> задающая на «n-мерном многообра
зии Ш феноменологически симметричную геоме
трию ранга т = п + 2 (см. определение 1), допуска
ет snin + 1)/2-мерную группу локальных движе
ний, относительно которой каждая компонента 
«-метрики является двухточечным инвариантом. 
В частности, 2-метрики (3), (4) и 3-метрики (5)-(11) 
допускает двух- и трехпараметрические группы 
движений соответственно. 

Компоненты 2-метрики (3) и 3-метрики (5) 
можно, очевидно, интерпретировать проекциями 
вектора на координатные оси. Соответствующие 
функциональные связи (1) задаются системами 
двух и трех независимых уравнений: 

fa(ij)-fa№ + faijk) = 0, 

где а = 1,2 для 2-метрики (3) и а = 1,2, 3 для 3-ме
трики (5). 

2-метрика (4) и 3-метрика (6) допускают содер
жательную физическую интерпретацию в термо
динамике. Компоненты 2-метрики (4) в этой ин
терпретации суть количества тепла, которые тер
модинамическая система отдает внешним телам 
при ее переходе из состояния i в состояние j по 
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двум путям TS и ST, составленным из изотермиче
ского (Г= const) и адиабатического (S = const) про
цессов: 

Am = QTSm= (s(ï)-s(j))m, 
/\ф = QS\iJ) = (S(i)-S(j))T(j), 

(12) 

где Т и S - абсолютная температура и энтропия 
системы. Соответствующая функциональная 
связь (1) задается двумя независимыми уравнени
ями 

f\ij)f\mfl(jk) - f\ij)f\ik)f\jk) = О, 
f\ik)f\jk)f2{jk)-f\ik)f\ij)f\ij)- (13) 

- f\ik)f\ik){f\jk) - f\ij)) = 0. 
Первую компоненту 3-метрики (6) можно ин

терпретировать как разность температур T(ï) и 
T(j) термодинамической системы в состояниях i и 
j , a вторую и третью - как работы внешних тел 
над ней при ее переходе из состояния /'в состояние 
j по путям TS и ST: 

Ат = m-TU), 
fiij) = ATS(ij) = (S(i) - SU))T(i) - U(i) + UU), (14) 

/ ( y ) = AST(ij) = (5(0 -S(j))T(j)-U(i) + UU), 
где U,- внутренняя энергия системы. Соответству
ющая феноменологически симметричная функци
ональная связь (1) задается в этом случае тремя не
зависимыми уравнениями: 

f1(ij)?-fl(ik) + f1Uk) = 0, 

(Am-Amy Am - (Am - AmvAw+ 
+ (Ajk)-Ajk)VflUk) = 0, (15) 

. (AiJ)~Aik) + f2Uk))Aik)-
-(Am-Am/'uk) = o. 

В термодинамике можно интерпретировать 
еще и компоненты 3-метрики (8) при р = 0 разно
стью температур и работами по путям PV и VP, 
где Р и V - давление и объем системы. Вопрос о 
физических и математических интерпретациях 
остальных 3-метрик пока остается открытым. Их 
нетривиальные симметрии, групповая и феноме
нологическая, обусловливающие друг друга, да
ют основание надеяться, что такие интерпрета
ции будут найдены и для других 3-метрик. 

В заключение отметим, что с точностью до эк
вивалентности возможна единая форма записи 
первых компонент 3-метрик (7), (8) и (9) с помо
щью дуальных, двойных и комплексных чисел 
w = х + еу соответственно: 

/ (У) = k(0-H'(7)|2expyArg(w(/)-H'O'))> 
где у = 1, е2 = 0 для 3-метрики (7), у < 0, е2 = +1 для 
3-метрики (8) и |у| < °°, е2 = -1 для 3-метрики (9). 

Автор выражает благодарность А.И. Фету за 
постоянный интерес к работе и многочисленные 
полезные замечания. 
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