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$ Г. Нростейшие примеры. 

Прежде , чем приступить к подробному обсуждению темы настоящей 

работы, рассмотрим несколько простейших примеров из области элемен- 

тарной геометрии и физики, | 

Пусть ё,/›^ - точки эвклидовой прямой. каждой наре точек 

<{/> ставится в соответствие некоторое число (&// - расстояние 

между этими точками. Предположим, что на прямой выделено напраз- 
ление и расстоянию (2/) приписывается определенный знак в зави- 

симости от взаимного расположения точек 6,/ ‚ так что (6 =-(4/) 

Трем произвольне выбранным точкам Е.) будут при этом соответ- 

стзозать три числа: (4// , СЕК) ‚0, которые удовлетворяют 

уравнению | 

СЕ] = СЕК + (ук) =0. | (В. г) 

Можно таке сказать, что уразнение (в. г) задавт юзязь между 

тремя расстояниями. Осо-бенностью связи (В. г) является ее унизер- 

сальность,то есть эта связь имеет место для любых трех точек на 

прямой и не зависит от их взаимного расположения. 

Если же перейти к эвклидовой прямой 0ез выделенного напраз- 

ления с симметричным расстоянием (4// ‚ т0 универсальная связь между 

тремя расстояниями (2// , (ЕК), СЕ) будет задаваться с помощью 

определителя Кэли - Менгера четвертого порядка: 

о Ш Гаю 1 

к о Ы (В.2) |
 

[Ек® [ЮГ .0 4 

1 1 1. 0    



бы 

Рассмотрим далее эвклидовую плоскость, на которой любой паре 

точек <ё]> ставится з соответствие симметричное расстояние ( Е] ) в 

Произвольно взятым четырем точкам с ‚/ ‚А, будут при этом 

соответствовать шесть расстояний (5/7 , (2%), (Ё 6 ‚ (7) (76) ‚ ((б»связъ 

между которыми задается с помощью определителя Кэли - Менгера 

пятого порядка: 

    

о [6 [оф 9“ 1 

в 0 о п ШТ 1 3 
„8, . о - 

(«ЕК к" 0 ел? 1-0. 

Ге 7 ет [К О 4. 

1 1 {4 4 0 

Сзязъ (В. 3) также носит универсальный характер. Если никакие 

три точки из четырех С, у) А, Ё _не лежат на одной прямой , 

0 между шестью расстояниями никакой другой связи ‚кроме (8.3), 

Нет. 

Естественным обобщением определителей (В. 2) и (В. 3) является 

определитель Коли - Менгера порядка + 3 ( 21 ), с помощью ко- 

торого задается связь мезду всеми взаимными расстояниями для 

пт точекв Л - мерном ВЛИдОЗОм пространстве, Сзойства 

различных метрических пространств, ‘расстояния между точками которых 

удовлетворяют соотношениям типа (В. 2) И (В. 3) подробно изучал 

Д.М. Вбитеп [рай [1] в своей монографии. —— В 

Перейдем теперь к рассмотрению линейных векторных п пространств, 

в которых определено скалярное произведение , сопоставляющее кахдой.



- бы 

° паре векторов <&/> некоторое число (у) причем имвет смысл ска- 

лярное произведение вектора е на 660я: (6) . 

| _ В одноме рном пространстве любые два вектора 2, линейно за- 

висимы, что приводит к обращению в нуль определителя Грама второго 

‘порядка: | | 

(4) 2] 

„|290. (в. 
Чи ЧИ | 

В двумерном пространстве любые три вектора ,/, А линейно 

зависимы, поэтому определитель Грама третьего порядка обращается в 

нуль. 

(6) (С) СЕ) 

9 0 ОИ |=0. (8.5) 

(и) СКК) 

Соотношения (В.4) и (В.5) представляют собой универсальные связи 

между всеми скалярными произведениями дня любых двух и трех векторе: 

соответственно, Обобщение на случай — ./2 -мерного линейного 

пространства, очевидно, не представляет затруднения. Обращение в _ 

нуль определителя Грама Их. порядка является следствием ли- 

нейной зависимости любых вв] векторов. 

Скалярное произвидение ((/) есть,как известно, о ,билинейная 

форма, соответствующая, положительно определенной квадратичной фор- 

_ ме. Соотношения (8.4) и (8.5), ‚однако, будут иметь место и в том случае, 

когда (6/) есть произвольная билинейзая форма Г21. 

На эвклидОвОй плоскости можно рассмотреть еще одну простую



ке БЕ ны 

связь между плонадями треугольников. Пусть каждой тройке <(/К> точек 

плоскости ставится в соответствие площадь (с 7) треугольника, вершина 

ми которого являются точки 2»/, А „Площади (2/А) будем приписызать 

знак плюс или минус в зависимости от направления обхода точек &,/, 

( по часовой стрелке или против). Четырем произвольно ВЗЯТЫМ точкам 

2, д, в будут при этом соответствовать четыре значения площадей 

(ГК) 5), (СК в» СА)» между которыми существует связь, зада- 

завмая уравнением: 

С)- СЕ) + К) -ЦЁ) = О. (В.6) 

СвявЪ (В.6) выражает свойство аддитивности  паощадей на плоскости, 

что легко понять из геометрических построений. | 

Во всех примерах ‚ приведенных выше, точки 2, ‚/›А, Ё  принадлека 

ли одному и тому же множеству: либо прямой и плоскости, либо линейно- 

му пространотву. Ю.И.Нулаков [3] впервые обратил внимание на воз- 
можность рассматривать отношения между точками различных множеств. 

Следующие физические примеры могут проиллюстрировать это обстоятельст- 

во. — ОА В 

Пусть (,/ - материальные тела, а ©, В ускоряющие системы 

Каждой паре <(,Х> ставится в соответствие ускорение (4,/), которое 

сообщает телу 2 ускоряющая система & . Двум телам (,/ и о 

двум системам ©, будут при этом соответствовать четыре значения 

ускорения —(2,%/,С 2,8.) 20), Срд › М9ЖДу которыми существует 

сзязь, задававмая уравнением: 

(6х) С Е, 4) 

(/2Х) СВ) 

Соотношение (В.7) выполняется для любых двух тел и любых двух 

= 0. (В.7)
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ускоряющих систем и в этом смысле носит универсальный характер. 

Другой пример можно привести из области электродинамики постоян- 

ных токов. Пусть ,/›А - проводники ‚а я ‚р - источники тока. 

Каждой паре <«ё,х> ставится в соответствие величина (2,х), обратная 

току, текущему в цепи , состоящей из проводиника и источника © 

Трем прозодникам С,/, А и ДВУМ источникам тока @,А _ будут при 

этом соответствовать шесть значений зеличины, обратной току: (:,9), 

св, (/,х ‚(+ ‚СЁ, АР), между которыми существует связь, 

задазаемая уравнением: | 

0) (В) 4 

У Ч 1 |=0. (В.8) 

Св,в() (Ё о 

Соотношение (В. 8) выполняется для любых трех проводников И обых 

двух источников тока. 

Заметим, что если в первом примере. (В. 7) и ИЗ каждого множества_ 

бралось равное число элементов, то во втором примере эти числа бы- 

ли разными ( три и два ). Здесь сразу в обнаруживаются новые возмож- 

ности обобщения. соотношений (В. 7) и (в. 8) ‚отличные от схем. обобщения 

определителей Кэли - Менгера (в. 3) и Грама (В. 5) при переходе к прост- 

ранствам большей размерности. 
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$ 2.Принцип беноменологической симметрии. 

Все примеры, рассмотренные в первом параграфе вступления, доста- 

точно элементарны и взятые сами по себе не нредставляют особого мате- 

матического интереса. 

Одно из основных предположений Юл. Буланова [37 ‹ состоит в том, 

что выражения для связей являются следствием универсальности этих 

связей в том смысле, что соотношения ( В.1)-(В.8) должны иметь мес- 

то для любых наборов элементов ( точек прямой, плоскости, материаль- 

ных тел, проводников и т.д.) „Требование универсальности связей сос- 

тавляет содержание принципа фенологиче ской ‚симметрии [31 

Сформулируем некоторые простейшие задачи, руководствуясь прин- 

ципом. беноме логической симметрии. Предположим ‚, что между тремя 

расстояниями (17), сек) ъ 90.2) для трех точек на прямой существует 

какая-то связь. 

ФИ, С), ДАЛ =©, (8.9). 
которая имеет универсальннй характер. Задача заключается в нахождении 

всех возможных типов связи (В. 9) „При некоторых дополнизельных уело- 

виях на свойства функции ( однозначная разрешимость, дифферен- 

цируамость и т.д. ) эта задача приводится к простому функциональному 

уравнению 

ое, у) = УС, в), ДЕ, . 

Наиболее общее решение задачи (В.9) имеет вид [4] 

ЧЕЛ - ФЕЁЛ + Ру = 0, _ (в. ‚1о) 

где Ф (>) некоторая строго монотонная бункция одной переменной. 

Сравнивая результат (В. то) и соотношение (В. Г), замечаем, что для их
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созпадения достаточно положить Ист = ‚ Таким образом, | 

праннии феноменологической симметрии приводит к более широкому клас- 

су связей. 

Для плоскости задача формулируется _ следующим образом. Пусть 

мехду шестью взаимными расстояниями для четырех точек с, А,Ё 

существует связь: 

ОРС СЕК, Сев, СК, Сел, СКВ=О. 2 

Требуется найти все возможные виды связей (в. т) „Очевидно, что = 

соотношение (В. 3) является одним из решений поставленной задачи, одна- 

ко, наиболее общий вид Связи (В.Т) еще не найден. — 

Формулировка задач, соответствующих соотношениям (В. 4) И (В.5) 

также не представляет затруднения. Требуется найти все возможные И 

связей 

СР [(еел, Е 6// , (7621 =@, (В.12) 

ФФ [(ёе), СЛ САИА, СДЛ, ЕЛЬ СЕНЕ ИЬСК О, (В.13) 

° которые обладают тем свойством, что выполняются Для любых двух ИЛИ 

трех точек, т.6. свойством универсальности. | 

При некоторых дополнительных условиях решена также задача, 

соответотвующая соотнонению (В.6) [9] . Предполагая: существование 

_ связи между значениями четырех площадей треугольников 

Фе, И, СЕН, СИЛ =О, (в.14) 

удовлетворяющей принцину феноменологической симметрии, приходим к



обычному функциональному уравнению 

Усе, Ч, 57] = (1 ($1, %, С$, 4,9), СЁ, и, 271 . 

Наиболее общий вид связи (В.№4) задается соотношением 

ТЕЛ - У [ОТ + ФУГЕКеЛ - ИЛ =О, (В.15) 

В котором монотонная функция (2) выступает как градуировка 

шкалы измерений. Соотношение (В.6) является частным случаем наибо- 

лее общей связи (В. 15). | | - 

Задачи, сформулированные для отношений менду элементами од- 

ного множества, решены только в самых простых случаях, Иная ситуа- 

ция возникает при переходе к изучению связей и отношений между эле- 

ментами различных множеств. В этом случае наиболее полно разработа- 

на методика решения, предложенная азтором в работе [41 , и получены 

‚результаты не только для простейших вариантов, но и для самой общей 

постановки. | 

Для частного соотношения [2 7) задача ; формулируется © следующим 

образом. Предположим, что между четырьмя значениями ускорений ’ 

соответствующих двум телам Е, и двум ускоряющим системам хр ‚су- 

ществует некоторая связь 

Фа Я 4,9) р = =0, (8.16) 

удовлетворяющая принципу фономенологической 1 вимметрии . Нужно найти 

наиболее общий вид связи (В. 16). 

Эта задача была решена Ю.И.  Кулаковым [5] с помощью введенного 

им метода параметризации, Доказано, что самый общий вид связи 

(В.16) задается соотношением 

[ел ЧЕ 5. 

=О, (Выто) 
ФОНА ЧИ РАЗ
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причем остается, как и раньше, произвол в выборе функции ое . Соот- 

ношение (В.7) для классической механики является частным случаем сзя- 

зи типа (В. 17). | 

Задача (В. 16) решена автором и другим методом. , Принцип феномено- 

логической симметрии приводит к функциональному уравнению 

фсж,9, т) = 118,9, 5),3.7], 

которое может быть решено достаточно простыми методами . 

| | И, наконец, сформулируем задачу, соответствующую соотношению 

(В.8). Необходима найти наиболее общий вид связи . 

Ри С) Ор Д.В „СК „В = О (В.18) 

между значениями шести обратных токов, обладающей свойством универ- 

сальности, то есть имеющей место для любых трех проводников и любых 

двух источников тока. . | 

Эта задача решена автором [41 , [ 7] с использованием метода 

параметризация, предложенного В.ИЙ.Кулаковым [9 ] „Показано, что наи- 

более общий вид связи (В.18) задается соотношением, 

Чая  Фе,вЛ 4 

чл ЧО д |=0, | 
у У - (В.19) 

| УДК УВК 14 

причем попрежнему остается произвол в выборе функции Их) Ваше- 

чаем, что соотношение (В. 8) является частным случаем связи (В. 19) 

Задачи (В.16) и (В. т8) допускают естественное обобщение, ко- 

торое было предложено Ю.И.Кулаковым [5] . В общих чертах формулироз- 

ка задачи будет следующей.Имеются два различных множества 76 = 

=,» уче %..У, 7 = 19, ‚»...2т,...}  Произвольной природы. На



= = 

прямом произведении этих множеств //6х 7/6 задана числовая функ- 

ция, ставящая в соответствие каждой паре <2,%> © 7/6х76 неко- 

торое число (6,4) Ем . При этом кортену < 2/17, в}. > < 

Е 7178 "х 7” стде 1, целые числа, будет соответствовать 

числовая матрица ПК уе размерности /7х/е. Не- 

обходимо найти наиболее общий вид связи 

с (8.20) ы
 | ЧЕК „т, ву. 

мехду компонентами этой матрицы, удовлетворяющей принцину, беномено- 

логической симметрии, то есть имеющей место для любых кортежей 

Кох в 78" и < Е 78" длины 7 и 

и соответственно , . 

Основным содержанием настоящей работы я является разработка мето- 

дов решения задачи: (в. 20) для произвольных значений целых чисел #7 

и И „Более точная формулировка задачи (В.20) будет дана в первом 

параграфе ЕО части. 

В зар Чение выражаю благодарность моему руководителю 1. И. Кулакову 

за постановку задачи и многочисленные дисЕкуссии по теме настоящей раб 

ты.



СДновиЯ 9 206776



= Т5 = 

$ Т.Формулировка задачи и краткая сводка результатов . 

р. И. Кулаковым в работе [45] была предложена математическая _ 

МОДЕЛЬ ‘феноменологической симметрии, названная физической структу- 

рой. Эта модель приводит к особым функциональным уравнениям с двух- 

индексными переменными, методы решения которых рассматриваются в дан- 

ной работе. = | | | . 

Имеются два’ множества произвольной природы 178 =16.].К,... 15 9,.. 

и ут, ‚ а также некоторая функция 

Хо Хти ), определенная В ^ тя , где а» тя целые 

числа. Пусть на прямом произведении этих множеств задана числовая 

функция 7/6х76-7Л , ставящая в соответствие каждой паре 

<> Е Ех 76 действительное число (6,1) Е А’ „При этом 

кортежу < 2/4. ву. те Х 72 длины - тж будет соответст 

вовать числовая матрица размера /70х/т 

        

с ый 2. бл) 

0 ФР бр... 9 (т.т) 
к ИР р А. 

г)  С5Р о 0. 

Матрицу (Т.Г.) можно рассматривать как точку — /71 -мерного 
ти; мп . 

арифметического пространства К [9.1 . Преобразования К у 

соответствующие перестановкам строк и столбцов матрицы (Т.Г), называ- 
рт" . бы . 

ются каноническими перестановками _  « Точка ‚ полученна 

из данной с помощью некоторой канонической перестановки ‚, называет- я
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ся канонически сопряженной к данной. | 

Матрицу (Т.Г) в целях сокращения записи будем выписывать в 

одну строчку: ПСК. и, Чу. . 

Введем основные условия, которым удовлетворяют множества 776 , 

76 и функции 778х785, 42: р”"— А ; 

Т.для любого фиксированного набора различных элементов 

<), Е 776 72-1 («Ву Е 76 "-1 ) объединение (и е7% (ии, 

( Осет (Ву) ) образует открытое множество в 
` Ют-1(ю”-1) ° 

а, : 775 
_ 2.существуют такие два подмножества {22,/е, Карии,» 96 951 © 

и о, ре, о, „РС 78 ‚содеркацие 77+ и +1 элемен- 

тов соответственно, что в числовой матрице размера (7 +) х(и +1) 

КСЕ окос, Чо бо › (оо о ви. Торе) (1.2) 

все компоненты различны; 

3.для любой матрицы (Т.Г.) 

И (1.5) 
4 Функция 9 от /72И переменных достаточно гладкая и имеет 

не равную нулю производную по первому аргументу во всех 

спи)! точках  Д”” , канонически сопряженных к 

точкам, задаваемым произвольной подматрицей размера пхп 

матрицы (Т.2). 

Третье условие составляет основное содержание принципа фено- 

менологической сииметрии Связь (1.3) универсальна в том смысле, чтс 

выполнается для любой матрицы (Т.Г.) „Это означает, что в урав- 

нении (1.3) можно свободно переставлять элементы из одного мно- 

жества и заменять один элемент на другой. . 

Из первого условия следует, что элементы множества 76(778/ 
‚ могут быть заданы ( возможно, неоднозначно) с помощью, по крайней 

мере, 7-1 ( или Я- 1 ) независимых и существенных 

параметров. Обращаясь к примерам (В.7)и (В.8) ‚рассмотренным в 

первом параграфе вступления, замечаем ‚, что материальные тела 

характеризуются одним параметром - массой, ускоряюние системы 

силой, проводники - вопро -
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тивлением, а источники Фока двумя параметрами - электродвижущей 

силой и внутренним сопротивлением. С другой стороны ‚ примеры (В+?) 

и (В.8) входят в схему феноменологической симметрии с 7=в=а 

и Ш=п+1=3 , соответственно. 

Второе и четвертое условие в значительной степени носят техни- 

ческий характер, позволяя применять теорему о неявных функциях. 

Уравнение (1.3) в соответствии с четвертым условием можно пред- 

ставить в виде, однозначно разрешенном относительно (2,%) 

= ГО, рун), Свен) К. 9] (1.4) 

_в окрестности всех канонически сопряженных точек, где выполняется = 

четвертое условие. Функция /' _ От 17 й-1 переменных также 0у- 

дет достаточно гладкой. Связь (Т.4) удовлетворяет принципу феноме- 

нологической симметрии только в некоторой окрестности сопряженных 

точек. 

Легко МОЖНО показать, что в некоторой окрестности сопряженных 

‘точек все первые частные производные функций ф И Г" не разны 

нулю. Переставим в уравнении (Т.4.) элементы <, р 

О (1.4’) 

И продифференцируем уравнение (1.5) по переменной (2,5%) , рассматри’ 

вая Ч) как функцию (6,х) „‚ задаваемую соотношением (Т.4’ ): 

дру „Л + ФерИ СДК. 17 а ем т)]х 

. По уни ь СЕ, %..т), СК. Л = О,
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Поскольку Рег о в соответствии с четвертым условием во 

‚ всех канонически сопряженных точках, а следовательно и в некоторой 

их окрестности, то отлично от нуля произведение 9; вх Г! сд} -б 

другой стороны , ‚ бункции р и / “ достаточно гладкие ‚то есть 

Че) 2 ©° ‚(2 3 © „и потому необходимо должно быть 

Фар о ‚ Гир О о. Аналогично можно показать, что не 

равны нулю ° ` производные первого порядка и по всем другим пере- 

менным. . | в 

Предположим, что кроме функции ф существует еще одна функция 

9, , удовлетворяющая четвертому условию, и такая, что 

бо [СЕК ву = О (4.3') 

или В виде, разрешенном относительно 

Се, = [1 [№ т, в}... Се, 2), Кии 

Сравнивая этот результат с соотношением (1.4) получаем тождество 

Г. [СК ... 4 Ву, ©) (Е. ву,,, ®) СК... д Х) = «Кедр Сб руни 1 УЕ ил, 2] 
= {” рун , 

поскольку из первого условия следует независимость переменных 

о, руин) о Ду), (К. 1я, <) р 

Таким образом, уравнения (1.3) и (1.3) эквивалентны в том смысле, 

что они определяют одну и ту же связь между компонентами матри- 

цы (Т.Г). Эта связь задается однозначно соотношением (1.4). В 

частности, если в уравнении (Т.5) переставлять элементы, из одно- 

го множества, то все 2! И, ! полученных при этом новых уравнений 

должны быть эквивалентны. | 

Основная задача состоит в том, чтобы ан все возможные 

формы
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связи (1.5) в пределах эквивалентности. | 
Предлагаемый метод позволяет найти функцию [" ‚ а следователь- 

нои ° 9) с точностью до эквивалентности, в некоторой окрестнос- 

ти сопряженных точек, где выполняется четвертое условие. 

Легко убедиться в том, что не всякая функция ф _ является ре 

шением постазленной задачи.Следующий простой пример убеждает нас в 

этом. Предположим, что для /7 = 72 = # связь между компонентами 

матрицы /|‹ Е], || задается соотнонением 

Со НЕА) + у, + <, 8) = 0, 

удовлетворяющим принципу феноменологической симметрии. В этом случае 

можно выписать еще два соотнонения 

СЕ,4) + Св) + СК) + СИ, = О, 

Су) + в + С К) + (А,в) =, 

откуда следует дополнительная связь 

ору сд) — 6), = 0 

между компонентами матрицы [(/›® 87. Существование же двух связей 

приводит в данном случае к вырождению: СЕ) = Сей) ‚что противо- 

‚речит первому условию. 

Универсальную связъ(Т.3) ‚таким образом, можно рассматривать 

как особое функциональное уравнение, для которого существенен двух- 

индексный характер переменных в связи с возможностью переставлять 

индексы.Основной метод решения состоит в сведении специального функ- 

ционального уравнения (1.5) с двухиндексными переменными к обычным 

функциональным и функционально-дифференциальным уравнениям. При ре-
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шении последних широко используется методика Эйзенхарта [8] ,‚ при- 

меняемая им для исследования непрерывных групи преобразований, а также 

Я.Ацелемы [9] при решении простых функциональных уравнений. Мето- 

дика эта состоит во временном фиксирозаннии некоторых независимых 

переменных. 

Приведем краткую сводку результатов. В случае Ии=й= я уравне- 

ние 02/С/,ХАЛ = имеет единственное решение 

ИЕ, — Ее, в1 УЛ +9 ВЛ =О, (1.5) 

где ий (2%) некоторая достаточно гладкая функция одной переменной, 

имеющая отличную от нуля первую производную и (2) . Есть очень 

своеобразное единственное решение уравнения ДА, ХА/1 для слу- 

чая ит = Ито =А ; 

Че Фея Чреал Ч е,ВЯ 4 

Чит УШЛ  ФЮы Ф 1 

ФН ФЕ УНР 1 

    “ие УЕ 0 ФРИ ем 1 

В случае #т= П+1 3 функциональное уравнение 

 



  

= 2 - 

ен ЧИерЛ ›,  ЧвАл 1 

Фол ф Г р д... фол 4 

ФЛ ФУ 0. УбыЯ 41 |=0, 9 

    Фея ЧРИ с, ФЛ 4 

в то время как уравнение 92/64... 1, “ру. =О для т=и» 3 
имеет два решения, не сводимых друг к другу никаким преобразованием 

Первое из этих решений записывается в виде определителя, внешнее 

строение которого совпадает со строением определителя Кейли-Менгера 

п+4 — порядка: 

Че Фар ФЛ с Шаля 1 

Ул ФОР Чл . Юл 1 

ФК, УДЕЛ ФЕНА 0. У 1 (т.8) 

р 

Фор] Чо Чо, Уля т 

1 4 1 №  
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Второе же решение имеет внешнее строение определителя Грама порядка 
п: 

Уре  Чезл Че... Челл 

фл У УИНА ›.. Фрей 

Ил УК, ИЛ ,.. У |=0. (1.9) 

    Фок Ур ЧО ... о | 

Для всех других возможных пар значений целых чисел 2 и № „то 

есть для 1/71 > 919 =5 и тит & функциональное 

уравнение (1.3) решения не имеет.9то означает, что ДЛЯ 227% и+2=5 

И ть и+2 +57 условия задачи оказываются несовместными. Действите 

льно,как показывает дальнейшее изложение, требование существования 

универсальной связи для любой матрицы переменных размерности /72х/2 

приводит в последнем случае _ Е наличию связи также и мех- 

ду компонентами некоторых подматрин данной матрицы, что, очевидно, 

| противоречит первому условию задачи. | 

Заметим, что все имеющиеся решения (1.5) -(1.9) уравнения (Т.3) 

обладают свойством антисимметрии по перестановкам индексов ИЗ одно- 

го набора. Введем оператор альтернирования А ‚ действие которого 

состоит в антисимметризации выражений , стоящих справа от оператора; 

К (ел емЛ = енд ЧОряИ . 

Решения (Т.5) - (1.9), соответетвенно, можно записать более кратко,
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используя введенный оператор альтернирования : 

валы Ч Ем = О, (1.5) 

ВОДЕ Кв) Фе ЧТВ Е, ХУ Фр = ©, (1-6) 

(ЕК ‚.. 17) (А. С оф ЕК „„, ед о, (1.7) 

КСЕ. 1 В орут) Ф ГВ Ил ие авьл = ©, (1 .8) 

АЕ...) Ку У, Фив Фу... ед > ©. (1.9) 

Приведенные результаты были доложены автором на конференции по 

алгебре, математической логике и вычислительной математике, проходив- 

шей в г.Иванове (июнь, 1970).Опубликованы тезисы доклада [6] .
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$ 2. Решение задачи для Т=И=А и т=и+4=3. 

Прежде всего рассмотрим в отдельном параграфе наиболее простые 

задачи (8.16) и (8.18), представляющие частный случай общей зада- 
чи (1.35.) для п=Еа и /7=Н+1=3ь. 

Итак, предположим ‚, что между компонентами любой матрицы 

существует связь ‚, задаваемая уравнением (В.16) 

ФИ, «Л =О, _ (2.0) 

И что выполнены все четыре условия, сформулированные в первом параг- 

рафе . 

Уравнение (2.Т) разрешим в окрестности . канонически сопряжен- 

ных точек относительно переменной (2,%)/ : 

сд = ГЕ, . (2.2.) 

Запишем уравнение (2.2.) для «АЕ, р> ‚Ау? Е 7757 782, 

(4) = МИ (6,7, 

ря = Гр Св, Л. 

Приравнием правые части выписанных выражений 

ПС», СКС = Орвр, СД  , 

Согласно первому условию можно полонить ( Кв =Я оне 

налагая никаких дополнительных ограничегний на выбор элемента В Е7С. 

Вводя также новое обозначение | 

90 [487] = Гр, Ср, Се [рута 7
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получаем уравнение 

боев = 62 [,чАЛ . (2.3) 
Совершенно аналогично, используя третий элемент / 6 76 ‚ можно нолу- 

чить другое уравнение 

ам = >. (2.4) 

Разрешим уравнения (2.3) и (2.4) относительно переменной : 

(6,4) = 21421441, с6,Р)У, (2.5) 

Сы = Да Е.В, у, (2.6) 

откуда приходим к обычному функциональному уравнению 

12 рарвЛ, (6} = К: { 2 [(/» ВАТ, (ГУ (2.7) 

Продифференцируем уравнение (2.7) по переменным (/,р) и (Е, 

и разделим один результат на другой: 

д 152 ЗАЛ, вл и Дряр] = 

= Дер Гор, (6 ИДИ ар Керр (2.8) 

где ДА частная производная функции { по первому аргу- 

‚менту. 

Вводим новую переменную 

| = 5” 2. 

А = ® «РТ, (2.5) 

откуда, в соответствии с выражением (2.5) 

(4) = ЖЕЛ, <, ® 

Нодстазляя обозначение (2,9) и (2.10) в равенство (2.8) и полагая
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(рр) = 6 ,‚ получаем однородное уравнение в частных производных 

для бункции  У/А,ССАМ 5 

ХАЕА СЛ В (1) Е, [Ас] В. [<,ВЛ =0, 

которое может быть проинтегрировано методом характеристик. 

ДА, СЕЛ = Жа [7(4А) + ВЕЛ}. (2.11) 

Подставим решение (2.ТТ) в уравнение (2.5): 

се) = Да [АР + ВИЕВЯУ, 

где $0. р хА = В УХАЛЬЬ и разрешим результат относительно 

суммы $0 ,+ В ; 

в.в = - ВЛ + Фе,л (2.12) 

Запишем уравнение (2.12) для <ёА,хА> ‚<, > Е Ех 7"; 

бо, [Кв = - Вр + 9 Л , 

бор = Врат + 919 ,хЛ , 

откуда следует 

И У, = Веру - ВАБАЛ . (2.13) 

Если теперь результат (2.15) записать для <ё/,(у> <(/ву> Е 722 

то легко приходим к уравнению " 

ФЕСял — Фи = Фе, + 4 ВЛ = О. (2.14) 
Связь (2.18) й представляет решение функционального уравнения 

(2.Г). Функция. | и (2) достаточно гладкая и должна иметь отличную 

от нуля производную но крайней мере в девяти точках, задаваемых ком- 

понентами матрицы /(2/2 К°, %е .}е2И . Задача решена, таким образом,
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= 59 = 

только локально. 

Решение (2.14) имеет аддитивный характер.Переход к мульти-. 

пликативной форме (В.т7) можно совершить посредством потенциирозания. 

Решение (2. 1) веданственно в смысле эквивалентности. это 03- 

начает, что любая связь, задаваемая уравнением (2. т) и удовлетворяю- 

щая принципу феноменологической симметрии, может быть приведена 

к виду (2.14). бхема решения уравнения (2.Т) дает алгоритм такого 

приведения. о 

Нерейдем теперь к решению уравнения 

Чек, 4 = О (2.15) 

для случая = 7+1 =3 ›‚ Предположим, что для этого частного 

случая выполнены все четыре условия, сформулированные в первом пара- 

графе основной части. 

Уравнение (2. Р) в окрестности канонически сопряженных точек в 

соответствии с четвертым условием можно однозначно разрешить относите- 

льно переменной (26,х) : 

сд = ГК), ЙО (2.14) 

Заметим, что функции 9? и /” имеют отличные от нуля частные 

производные первого порядка по всем аргументам в некоторой окрестнос- 

ти сопряженных точек. 

Запишем уравнение (2.14) для < р СК, о (в> > <, 4р> : 

Се) = ГИС, (ЕО, 

(В.Д) = ПАС АТ. 

Приравняем правые части выписанных выражений»
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Гек, СЕ, = ГИК, Св, А, 2] , 

Согласно первому условию можно положить (6) =а ‚› Не налагая 

никаких дополнительных ограничений на выбор элемента ВЕ 76 „Вво- 

дя такке новое обозначение 

ЗРЕК,ААЛ = ГЕ, С, СЕА Л | ыза * 

получаем уравнение 

СОКР] = ЧР вв. (2.15) 

Легко убедиться в том, что уравнение (2.15) удовлетворяет 

третьему и четвертому условию „Кроме того, функция 62 не имеет 

особенностей, 

Далее запишем уравнение (2.14) для <, 2, < ук, {8> 

су) = Г, Е, АЛ, 

(2, > ГА», С), 

Приравняем правые части выписанных выражений : 

Ау Сел, вр = СВК] - 

Согласно первому условию можно положить (/А,/)= ( 6..6.) ‚ не. нала- 

гая никаких дополнительных ограничений на выбор элементов К ЕЕ. . 

Вводя также новое обозначение 

СКьол = ГА, 4), (6,9 А, нуу = Св, 6) ?
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получаем уравнение 

СЕК, = ПКК, , (2.16) 

которое также удовлетворяет третьему и четвертому условию. 

Разрешим уравнения (2.15) и (2.16) относительно переменной (6,4): 

(6,4) = ХК, › СЁ, с) 2 | (2.17) 

Ср = а КВЛ, о (2.18) 

откуда получаем обычное функциональное уравнение 

ДОУ, СК, ев} = ДК, Да) т (2.19) 

поскольку все переменные, входящие в равенство (2.19), в соответ- 

ствии 6 первым условием ‚независимы:. ``” 
`Продифференцируем уравнение (2.19) по переменным 97% и (68) 

ий разделим один результат на другой 

ХА 92, чв), СКВ), (6,в)у Ч, [Ав] = 

"Дер СА Сер Бе ев Я , (2.20) 

где/) частная производная функции Х по первому аргументу. 

Введем новую переменную 

А = 2,4, ееЫ 

откуда, в соответствии с выражением (2.17),



ра = ДЕЛ, а, ВУ. (2:22) 

Подставляя обозначения (2. т), (2. 22) в равенство (2. .20) и пола- 

гая (/.в)= # ,‚ получаем однородное уравнение в частных произ- 

водных для функции ЯГА, СЁ, р), (4 У: 

ДА [Лав Сов ВЕГА СК, + 

+Та ‚р ГА, (Кв), СЛ В.Гекв] =, 
э 

решение которого может быть найдено методом характеристик: 

Л ГА, (КВ), СЛ - 

= 7.4 [Асер + ВЕСЕ ВР „С цв) , (2.23) 

где 7 2 некоторая функция трех переменных. подонки решение 

(2.23) в уравнение (2, Г): 

С) = Да оу ВСЕ, УТ СК,ч 
тде 9240,48] = 46, Св,4р2, и разрешим результат под- 
становки относительно суммы 90. +В 

ОА, ВЛ =- ВЕЕКув + ОАК), СК, . (2.2%) 

Запишем уравнение (2.24) для «ЕЕК,» , «ИРА, > " 

соКеК,4вЛ = -ВЕЕК,вЛ + бе, м), СК, , 
——4
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Чо. ЕеКвл =- ВА, ВЛ + 9.1, СВ] 

откуда следует 

ВИССК,дЛ - ВГОК,ВЛ = 

= КСЕ, „СКВ О К, СКВ]. (2.25) 

Если теперь результат (2.25) записать для «К, > $ 

«ЕК, /7> Е 778 2х 78° ,‚ то легко приходим н уравнению 

ЕК, УЛ - ба, С, = 

= ОК, у - бе), УЛ - 

Полагая , наконец , ( К, //= @. и вводя новое обозначение 

бек = баре, ДЛ [кр=аа 
нолучаем следствие эквивалентности уравнений (2.15) и (2.16): 

ОЕА,щд би, = ФК, вЗ - ОИК, . (2.26) 

Переставии з уравнении (2.26) элементы / ‚К: 

_ ВЕ - бу] = ОВЛ 9 СКВ . (2.27) 

Уравнения (2. 26}и (2.27) в силу эквивалентности определяют неявно, 

например, С „2 как одну и ту же функцию неременной (2 '/р) .Сраз- 

нивая частные производные , выраженные по обычным правилам из неяв-



ПО р  ИЧИ-или,9 

(0Е-2) Иа ПОИ-ЗЛИЗ 9 

= Ир Е ЗИ9- 

    

: (82°?) зиненаяеах вонтохои я (62° г) зинно4 ничевотоП 

*ошАн енаяе@ он ‚б ЕВНИОЯеиоЧН ОтЬ «айиоко 62* 2) виножзаня 

ви # РИ у 2= [81929 Аччконэоп 

(62*г) 
СЛ + ИИ 9 о = 1899 

‚олонтобониозн винной отонтоеь и винзнаебА олонтобонто отепадахогоя 

—1009 БИНЭШОЯ отомоо нииАо отия я чтиявтотобн онхои олодовоя винаэшза 

Я = ЕБЕТ С 29) 

: (82/7) няннене@ен оп 

[79 ИИНУНАО БИ ХНИГОЯеиоби хянзовь я аиненаедлА Апонтодониовн я 

кигохиди 4 2) =(9°У> (2-2) затонечеЧ я ветекон * & ВЕ 

зиноняеаА эончаиеиннедэбфи? -ончивноипянА и000э вэвияетотедн эоботоя 

‚99 д [9 929 _ 

    

(вг*г) 

в р в) и рее 

обо либо 

ояхонзяева эзтадуеко изевАкон (12*2) И (92*2) иинетее ХЧн 

= < -



= Зы 

Положим в равенстве (2.50) (Е, =. и введем обозначение 

= Аерд, у = 9+ 

Р'(е- 4) = ЕСИ ГР - Е(УЛ. | (2.31) 

Из исходного равенства (2.50) заключаем, что (#0 , 

Реж) Ро. с 
Продифференцируем выражение (2.31) по переменным 2,9 и сло- 

жим результаты: т 

Е’ Е’) - ЕС) — 
ИВ (2.52) 

Ё (9) (2%) - Е'<У) т" 

Переставим в равенстве (2.32)переменные 5, Я . Правая часть при. 

такой перестановке не изменится . Сравнивая левые части получаем 

‚уравнение для функции @ : 

Е‘ (22) = СЕ) › (2.33) 

гд6 С — некоторая постоянная. 

Уравнение для функции Ё’ легко получить из равенства (2.32): 

Р’Сж) = СЁ(ж).* Са. | (2.4) 

Проинтегрируем уравнения (2.53 ) и (2.34): —_ 

_ Е (2) = Аежр С се) , | (2.35) 

РСК) = рехрСх - С/С = — 

= [41 +С:/С1ежрсж- С/С. _ (2.36) 
Подотавим общие решения (2.35 ) и (2.36) в выражение (2.51) 

ль, р . --4. 
Р (х-9) =А[ШежрСс (--Д| т. (2.57) 

Легко убедиться в том, что решение (2.37) удовлетворяет исходному
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уравнению (2.30) „Проинтегрируем решение (2.57) по переменной ©-9 

Рах-у) = КСЕ" тд ежр С(у-ж/-Ё}*С2. 

В соответствии с формулой (2.29) можно выписать наиболее общий вид 

для функции © : 

ВАЛ = Сг + ВАЛ + 

+КС “1 * ви {| ежр СИЛ, ехр С ПЕЙ - р}. (2.38) 

Из свойств функций /^’ и вытекает, что СДЁО , А&О. 

Подставим выражение (2.38) для функции @ в уравнение (2.27), 

введя обознаниние 

Фе, = 1/С=/ ехр СИДиый - С сё , 

ге С: постоянная, входящая в уравнение (2.34): 

Фал  ЧГ ЬАЛ 4 

$ [921 у [»вЛ 1 |=0., (2.39) 

$ [СК,Л у [Кв 4 

Результат (2. 59) и представляет ( В эквивалентном смысле) един- 

ственное решение уравнения (2. 2). 

В рассмотренных задачах были показаны основные приемы решения. 

В последующих параграфах этих приемы будут использованы при решении 

более сложной задачи (1.35) для произвольных значений чисел 7 и М. 
ри ь
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$ 3. Общие преобразования : /7»%иИзжо. 

Приступим теперь к решению уравнения (т.3) в общем случае 

т»п»й —. Возьмем некоторый элемент де 77Ё и запишем 

уравнение (т. 4) для двух кортежей <92%... А 

«9. ву. (тре 78” 787: | 

(9) обрел
и 

Се = Ги рун буи» „увел. 

Приразнивая правые части выписанных выражений, приходим к соотношеник 

КЕ Герут), рруеее ССК... 27,5] = О, (5.т) 

где для сокращения записи был использован оператор альтернирова- 

НИЯ Ю ‚введенный в конце первого параграфа. 

Согласно первому условию задачи в соотношении (5. т) можно 

положить переменные (9, „в. =(@ 1,2 ‚.... @и-1) ›не налагая никаких 

дополнительных ограничений на выбор элементов ору Е 78. 

Мы будем также записывать Св) = сет8Ё для кратости. Вводя 

новое обозначение 

2 [СЕ А... 1, Чу... = 

= Г ру.) С ,ру т), Сев [фуру = соль , 

получаем уразнение 

0) Ок. 5, чруеЕЛ = 0, и 

которое эквивалентно уравнению (1.3). 

Поскольку частные производные функции /’ отличны от нуля,
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также отличны от нуля м все частные производные функции р 

и кроме того, 92 достаточно гладкая функция ‚, не имеющая ника- 

ких особенностей. | | 

Покажем также, что производная левой части уравнения (5.2) 

по любому аргументу отлична от нуля ‚то есть выполняется четвертое 

услозие задачи. Сказанное очевидно при дифференцировании по 

каждой из переменных ( ву... =) ‚ поскольку эти переменные вхо- 

дят либо в функцию 92 (2..4 ву...)] , либо че ж.. ьчу.. Е. 

Любая же из переменных скиту. входит в обе функции и потому 

выполнение четвертого условия не столь очевидно, Продифференцируем 

уразнение (3.2) по переменной СД, ) ,› например, рассматривая (,5) 

как функцию. (т.д) остальных переменных: 

Ас) Ока ЕЕК... ору... + осно Ей... дву. «Лх 

| хору Киль аЛ = 0. 

Поскольку „как показано выше, бое [ЛО , (14 [1 +0, 

отлично от нуля также и выражение Коса, Л ‚кото- 

рое представляет собой первую частную производную левой части 

уравнения (3.2) по переменной (А,4) . Аналогично доказывается нв- 

равенство. нулю производной и но всем остальным неременным из 

СА, дву...) . 

Таким образом, в отношении уравнения (3.2) выполняются третье и 

четвертое условия задачи, определяющие свойства функции $. за- 

метим, что перестановка элементов ©, / оставляет без изменения 

уравнение (3.2) —_ | 

Возъием далее элемент рЕ? и запишем уравнение (1.4) для 

<. т>, «Крут > е 712 7х 787,



= 5 = 

(6) = ИО (ук. 5рЛ 2 

ору = ГОА, у... 5, . 

Приравняем правые части выписанных выражений, полагая (/к...1%,р)= сопзе; 

Кр) Аи] = О, (3.3) 

где введено обозначение 

ИА... 37, &... #7] = 

= ГИ. ау омуне) рее прриевуру= сепзй * 
Уравнение (2. 3) задает связь между компонентами матрицы (т. г и 

эквивалентно уравнениям (т. 3) И (5. 2). | 

В силу введенного обозначения, -' достаточно гладкая функция, 

имеющая отличную от нуля частную производную по каждой перемен- 

ной. Легко показать, как это было сделано в отношении связи (3. 2), 

что уравнение (3. 3) также удовлетворяет третьему и четвертому усло- 

виям задачи. Заметим, что перестановка элементов о, р не изме- 

няет уравнения (2. 3). 

Эквивалентность уравнений (3. 2) и (5. 3) „задающих связъ(Ть 3), ‚03=` 

начает, что они должны совпадать, еслы их представить в виде, раз- 

решенном относительно какого-либо аргумента. Эквивалентность приво- 

дит к дополнительным ограничениям на вид функций 0 и. 

Разрешим уравнения (3.2) и (5.5) относительно переменной (6,50: 

Соя = Ору ду) бору 24, (3.4. 

Я О О р (3.5. ) 

Если приравнять правые части выражений (5. 4) ‚(3. 5), то получим разен- 

ство
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лу ЕЛЬ СЁ, дру тру #4 = 

12%... ®, ву. Л, Св. уе ес... 4$ , (3.6) 

в котором все переменные независимы, так как они не составляют полной 

матрицы (т. т) из-за отсутствия компоненты ( Е,“ ). Равенство (3.6), 

поэтому , представляет собой обычнов функциональное уравнение для 

функций Х И И. ь | 

Продифференцируем уравнение (3.6) по переменным (ФР? и СЕ, р): 

ХА ф... осени, ару.. Л = 

= Х.Т...} ри рут , (3,7) 

Хер {...7 = 1 {...} Неер К. ору (3.8) 

где ХА , Хаь веть частные производные функций Х , д: но 

первому аргументу, а “0 (рё) @сть частная производная функции 

ЧГК... 6,484... 2] по переменной Ср . Заметим, ‘Что все первые част- 

ные производные, входящие в равенство (5.7),(5.8) не обращаются в 

нуль. | 

От равенств (5.7),(5.8) легко приходим к соотношению, в кото- 

ром отсутствует производная Дар ® 

А. речей сер УЕ ору] = 

=Х а, {.. р = „РЕ. 7, ру, ‚.. 27] . (3.9) 

Введем в соотношение (3. 9) обозначение 

А = РОК. 5, ру, (5.10)
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откуда после разрешения относительно переменной (|4) › В пожном 

соответствии с формулой (5. 4. ), получаем 

| (,) = =, К У руь. Е), рдуеЕЛ . _ (в.11) 

Подставим обозначения (3.10),(3.ТТ) в соотношение ‘5 — 

ЖА, (Е... вуду] = [9 Кеук... ур. #х 

Хор уе рр) ХАК дру рун 

С ое ув ву]. (3.12) 
а (5.12) относительно переменных А и ( 2, )предстаз- 

ляет собой. однородное уравнение в частных производных для функции 

ДИАС Вуее ° Все другие переменные, как 

входящие в функцию, Д ‚ так и не входящие в нее,могут рассмат 

риваться как независимые параметры. Уравнение (3.12) будем решать 

методом характеристик. Уравнение характеристик в данном случае сле- 

дующее: 

ЯА/ р) = СРК Ву] РИ СРК Кири 

ОР рун, Я [А СЁ... О (3.43) 

Легко видеть, что уравнение характеристик (5. 15) удовлетворяет ус- 

ловия м творвмы Коши о существовании и единственности общего реше- 

ния.В самом деле, правая часть уравнения (5.13) непрерывна и ограг 

ничена. Кроме того, непрерывна и ограничена также и производная 

правой части уравнения (3.13) по переменной А ‚ поскольку эта 

производная представляется в виде произведения трех сомножителей 

Се ЛИ 1 рву Ее › бор $ ХА... } 

каждое из которых непрерывно и ограничено.Ограниченность и непре- 

рывность множителя (рав {3 ‚ например, есть следствие 

достаточной гладкости функции 59 ъ 

Поскольку функция  Х в уравнении (3.12) не содержит 
переменных (/›4}..2/ , полагаем (//В».)= 2075Ё ‚ что очевидно, . 
не приводит к связыванию остальных переменных и ограничению на 
выбор элементов множеств 77 и 76 .„ Уравнение характеристик 

легко › интегрируется,



- 40 - 

так как разделяются переменные А и (2, . Общее решение исходно- 

го уравнения (3.12) можно выписать в следующем виде 

ДА, ру. сыру = 

= ЗИЛ ф.о ру. ВЕ рута сыры, (8-1) 

причем ое | у  произвольна в пределах ограничений. ‚налагав- 

ных условиями задачи. Поскольку Х достаточно гладкая функция, а 

й и В не имеют особенностей как интегралы гладких функций, 

22 ори), Л также достаточно гладкая функция по всем своим 

переменным. 

Подставим решение. (5.14) в уравнение (3.4): 

Се) = Д арку] + 

+ орут,ррьодиь4, = 929 
где введено переобозначение 

Чо... ву. ЕЛ = ИА. ру. Л „С ву. к}, 

и разрешим результат подстановки относительно суммы 42 4 + В: 

сот руе. Л -ВЕеК а, ву. + (3.16) 

уси] . 

Функция ЧоК. чру.и Л „ также как ибо. Зву. , 

достаточно гладкая ‚однако, не всякая первая частная производная функ- 

ЦИИ 2 отлична от нуля, что легко видеть из формы обозначения. 

В частности можно утверждать, что перзая частная производная по любой 

из переменных (райу. ‚5) отлична от нуля ‚, поскольку



= ДТ = 

ИА св... 5, дву Е О. — | | | 

Запишем уравнение (35.16) для керри 

ЧоК. бву, 1 = - ВИ, ру. Л + 

ОЕ ес , 

30а ву Л = - Ву. Л + 

рес 

и приравняем правые части ‚, поскольку левые совпадают: 

Ю(4// ВИА ру. 4] = 
| 

Г Е 
(3.17) 

= © (2/1 бе, функ) СА в] . 

Если теперь результат (5.17) записать для <. ру... У 

И < дру.. > ‚ то легко приходим к соотношению 

Кл В р) 6): (ЕЁ ...1з, Хит), СКи,р = О. 

Полагая (А,.®,р)= е?т5 , находим следствие эквивалентности | 

двух форм связи (3.2),(3.3): 

Р/В) ОИ ори = О , (3.18) 
где введено новое обозначение 

| Оеке У ку..еТ = ВЕКЕ уники иль) = сов * 

Уравнение (3.18) не изменяется при перестановке элементов с,/ и.
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Покажем, что связь (3.18) удовлетворяет третьему и четвертому ‘условиям 

задачи, Поскольку при получении уравнения (5. 18) никаких ограничений 

на выбор элементов из множеств. 178 и 78. не возникало ‚эта связь 

сохраняет универсальный характер бек... у. Л - достаточ- 

но гладкая функция, так как иена, дек си по построению не 

имеет никаких особенностей. Продифференнируем затем уравнение (2. 16) 

по переменной (/,) ›„ рассматривая (6,4) как функцию (т. 4) ос- 

тальных переменных: 

Сада - Вии] Гуно = ©, 
откуда вытекает 6/с:.0[..]%+0О , а следовательно и 

Фен Ель ду @ , поскольку Го [О и бро. 0 

В силу универсальности в соотношении (5.16) возможна любая переста- 

новка элементов и потому преизводная функции © по первому аргументу 

отлична от нуля при любой перестановке элементов. Например: 

лилии +О „Подставляя функцию (т) з уравнение 

(3. 18) и дифферёцируя по всем остальным переменным убеждаемся в том, 

что частная производная левой части по любой переменной отлична от 

нуля. Заметим, однако, что из этого заключения отнюдь не следует 

неравенство нулю производной бункции 9 по любому аргументу, кро- 

ме первого. 

В частном случае /Т= "= я результат (3.18) представляет 

собой единственное решение (1.5) функционального уравнения 

Ерин +0 . 

— Феи - ФСЕ - и + ФЕВ =О.
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$ 4. Продолжение: /7%3 . 

При последующем преобразовании результата (3.18) будем предпо- 

лагать ‚что /77>.3 „Переставим в уравнении (5.18) элементы /»К : 

КОЕК ВА ВДв,чу..а 0. (1.1) 

Уравнения (3.18) И (&.Т) по условию эквивалентны. Это означает, 

в частности, что ‘они неявно. определяют у» как одну и ту. же функ- 

цию переменной (6,7 „Выразим из неявных заданий (5.18) и(4.Т) чает- 

ную производную функции р) по переменной ФО: о 

ЗИ ВСЕ) = бер вру бор, ру Л, 

9.2) бер уе, ву, &/)] 

раииииаттииникгт-=* 

96) Фреди - бор) Ку ву..Л 
  - с 

Приравнивая правые части выписанных выражений , получаем равенство 

боров | бер. ру = 

> р  з ы * у,,. © х © ,,› #, „., т бери, рутЛ . Вр ду Л 
    = у . 

Ферре, ву, бор й,., т, рр. (4.2) 

которое представляет собой функционально-дифференциальное уравнение 

для © , поскольку 
  

все переменные ‚, входящие в равенство (4.2) не образуют полной матри- 

цы (Т.Г.) и потому независимы. 

В равенстве (4.2) никаких особенностей не возникает ‚так как 

производная функции & по первому аргументу отлична от нуля,



а именно такие производные стоят в знаменателях.Полагая независимые 

переменные (Куру. т) = -- ; проходим к неоднородному уравнению в 

частных производных для функции бе у ЕЛ по переменным 

Ср) 
бери рут ИЕ рут + 

+ бод]. ,ру.. 21 И. Ду ео, у. Л = ВУ. рут (4.3) 

Решение уравнения (4.5) можно представить в виде суммы общего ре- 

шения соответствующего однородного уравнения и частного решения неод- 

нородного. Заметим, что однородная часть уравнения (4.5) легко решает- 

ся методом характеристик и соответствующее уравнение характеристик 

удовлетворяет необходимым условиям теоремы Коши о существовании и един- 

ственности общего решения, поскольку функция И: +0 и не имеет 

особенностей. Если частное решение неоднородного уравнения взять не 

зависящим от переменных „ру. и достаточно гладким ‚то общее реше- 

ние исходного уравнения (4.5) можно записать в следующем виде: 

@ уе... с Л = Ве, ву... $7] + 

& РЕВ. ооруь-ИДРетруЯ бет ур 
Функция #7 в формуле (4.4) не имеет осо-бенностей и 

РерШ сб ву Л #0. Поскольку Де. 23, у , как было установле- 
но, достаточно гладкая функция, не имеет никаких особенностей и функ- 

ция Р. Продифференцируем выражение (4.4) по переменно9й С ›В) : 

бер Ши. т.р)... 21 = 01... ВИ сев [ее #.., У, ру. %)] , 

#7 

где б означает частную производную функции Р по первому ар- 

гументу. Из условия бес, в) 0 . Исёьв7 @’ как следствие вытекает 

РТ... = О и : .Это следствие ‚, разумеется, выполняется и для любых 

других наборов элементов.
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Подствим найденное решение ( +) в исходное функционально-диб- 

ференциальное уравнение (4. 2) . учитывая только что отмеченное след- 

ствие. 

РТИ руе Е ЛИР, руд, Суши 
  

Ре ееру И-П вьву.нЕЙ, симв), (рут 

РЕ. льву... 2-я ву... Ву) нЕ) | _ 7 ет дует 5) 
  

РАДУ, ву. РАКЕ ру.) Ср... 

_ РА Е ру. С, Кроу 22}. 
  

р Ив, ву. 5-е... ду Л, @. орут, у ‚57 

Полежим в равенстве (4.5) ( Кв...) = еот5ё и введем обозначение 

х= ВЕР рук оз 9 = Ве ду Л: 

Рх-у сено, ру. 8), с/у. р (4.6) 

ЕЕЧ,‹ Ё.., ру, Сер #)] 
  

Е’, СР, рун „Сор ЕЛ- Ру, т, ру, ть.)
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Заметим, что введение независимых переменных © и 4 возможно, 

так как Ис [Е ру О, Яр бич, ву.. ЛЕО. 

Свойства функций Е и /” легко вывести из исходного ра- 

зенства (4.5) и из условия Ю /›.]Ё@ . В силу обозначения 2 и Ё" 

достаточно гладкие функций , причем Е ЖО и н6 равна хвяне нулю 

разность РЕФ ру рии у ру еДотоящая в знаменате- 

пе выражения (4.6). 

Продифференцируем выражение (4.6) по переменным т, 9 и 

сложим результаты: 

| Все.) ИЕ = 

Ре, се... рут, СД Е Се дуб, ИС .) 
  

РКС ен рии -Р ру 

Переставим в равенстве (4.7) элементы 6, / ‚ учитывая , что при 

этом должны переставляться такие и переменные 5,5 „Правая 

часть разенства (4.7) при такой перестановке не изменитея. Срав- 

нивая левые части , приходим к следующему уравнению для функции Е . 

2/2, >, ру... Е), орет 

  = Се члу Л . (+.8) 

ЕЕ, биду.) И 

Уравнение для функции Е’ легко получить, подставляя в равенство 

{ 
(4.7) уравнение (4.8) : 

Рун, С, „ЕЙ = Сирил + 
(4.9.) 

+ СИбируие Л Гери сернеЛ , —
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где С и Са достаточно гладкие функции.Нроинтегрируем 

уравнения (4.8) и (4.9): 

Еву = (4.10) 

= Аборт), Лехр СЕ, ру, = Я", 

живу сует Уя — Саб рунтл/ С ру + 

| (4.тт) 

+ 1. [6., идите емр Си, ву Л, 

где 

Дерри = а Фвр, 

+ Са [со буи 
С евру $ 

Ограничения на коэффициенты А, следуют из основных свойств 

функций Ё и А’. Поскольку ЕО , не равен нулю также и 

коэффициент А . В области переменных , где произведение С1=0 з 

должна быть отлична от нуля и не иметь ососбенностей разность 

Де. „тру. „52, (2' „=, %. „ру. (27, „ЕЛ. Производная функции РЫ о В 

соответствии с выражением (4.11) имеет вид: ’’= СДежрсх , 

откуда следует , что предэкспоненциальный коэффициент С представ- 

ляет собой достаточно гладкую функцию. В области переменных 

(ё „в, ву. 2 ‚где С=о функция Да должна быть доста- 

точно гладкой и, кроме того, должен сбыть предельный переход 

бе Сре Еву уе ЕЛ = (4.12) 

= С.[С#... и,руг. и) ] э 

так как решение (4.ТТ) в этом случае становится линейным.



Подставим общие рещения (4.10) и (4.ТТ) для функций Е и КЁ 

в формулу (4.6): | 

Руис рут Л = 

АС... № ру... =), фут я 

х 11 [бе рутер а #Л(ж-ч) - 

арии, (+.15) 
Легко убедиться в том, что решение (+.13) удовлетворяет исход- 

ному уравнению (4.5). | | 

Проинтегрируем решение (4.135) по переменной (%-9) : 

Р/х-у, Руку 22] = 

А [СЁ... ду. 7), Су,’ 

Се... брут [ ель), уе Л 

  х 

хп и тву.. =), р.-Л ежр С (ее... Тулу. (у-ж)- 

О ЗИ хЛЁ+ Сг уе рруеЛ . 

(4.14) 

Используя выражение (4.14) можно выписать наиболее общий вид для 

функции бе „ду. =] в соответствии с формулой (4.4):



О вуе Л = ВР. ду + 

КГС, ру), Кру 

+ х 

Су рут ру (4.15) 

  

ор Свт вру 
  ха в. ры 

и! И ежр СИ ру. Пе ругЛ 

= (е.. фуру су} + 626. нЕ 

Выражение (1.15) имеет смысл во всей области изменения переменных 

(се и рут) ‚ В частности и там где произведение 

Се ру бир норло бы обращаться в нуль. В этом 

случае предельный переход в формуле (4.15) даст следующее выражение 

для функции 7 ге .” У, ру. #)] : 

Ору Л = Веру. хи * С об иль рут), (рек + 

АСЕ. гру. дут] АДЕЁБь и,’ „У (1 .Т6) 

  

Двум) (р) ие тв), т. 

Разность коэффициентов Деву ель ИРД, ее» у, И, 

являющаяся предельным переходом для выражения под логавифмом в формуле 

(3.15), не обращается в нуль и не имеет особенностей. 

| _Подствим выражение (4.15) для функции @ в уравнение (4.1):



Ки, у) 
ВЕК) х (ит) 

Сб, Л И, Чу 

  

х т 4 (Се... (у... 2), у. Лехр Сук / 

ехр СИ. ре ИЕ, ду, =] = ту... Е), (6, „ет 

+ КК) Саму... т), 627, }... 51] =О, 

В уравнении (4.17) переставим элементы у, Ё : 

И С... м, 4..2), СК,у..тЛ 

Керр) —_х 
Сбыт ЛЬ, Чу, 

  

хе ель рн) иу. т ежр Сб, чу.] ПЕК. [ 

2хр Сен, р ЛИ ё.., ту, ‚27-е, <, О г. дес +8 

+ РК Са иней, = 0. 

Уравнения (4. 17) И (4. тв) эквивалентны.8то означает, что они опре? 

деляют неявно ‹ (<) как одну и ту же функцию переменной С „р. 

Сравнивая частные производные функции ((,0/).по переменной (6) , 

выраженные ио известным правилам из неявных заданий (4.17) и (4.18) , 

получаем соотношение о о



© Юр) т Доу, срретд- 

ехр Се... ду Л ВЕ, чу’. =] ] 

Ее 
— | 

7 7 ехр Сре цу ЛИ 4,4) 

- Кое ва Киру = $ 6.19 

В соотношении (4.19) переставим элементы (,/ 

КСЕ 8 а) ие, Му СЕкуые] 

ехр Себу
 Ле „у, 

= 
  буке) : 

ехр Су ИЕ у] 
(4.20) 

- РКО) ба Аир] = 6. 

Заметим, что выражения под логарифмом в уразнении (4.17) ив 

соотношении ( 4.20) совпадают ( с точностью до знака). Используя это 

обстоятельство, преобразуем уравнение (4.17) с помощью соотношения 

(4.20) к следующему равенству: 

Ю(ЕЁ) А [С #... =, 5’), и 
х 

  

СРЕДЬ [бурь 2 #7] 

ох р. ут), ехр Сео ху.) / 

хр Себу И еле К и, (у... 7), (не +



= 52 =. 

+ Ю(ЕА ЮО) С2 ил, рее), у = 

КС 9, Вии, 
= @ (Е) КЕ 7 14 7 я 

(@716 42 и, Л... #,8}... 2), Ср #7] 

  

х ба ви), р ежр СИ, де, ау. | 

ехр Сира Ими, у =} (+.2т) 

Крут АСК К Г ТО 
= 

в 

Сич, ‚ру. ЕЛЕ [Се лв, в” бр 

  

Равенство (4.2Т ) представляет собой тождество, так как в нем 

‚отсутствуют переменные (К, „.Продифференцируем равенство 

(4.21) по переменной ( 1,9) и произведем в полученном результате 

сокращение на все мнохители , не обращающиеся в нуль: 

А [6 л, дереву, С, у. ЕД = 

СЁ с, ое Л у) 

Се... чу, УЕ ви, ву. у 

Соотношение (4.22) является универсальным, то есть в него вместо эле- 

  — 
(4.22) 

мента У можно подставить элементы (,А . Поскольку функция 

К*О , произведения СК уе Ио), ррыт ЛЬ 6 Деду 

керри И могут обращаться в нуль только одновременно. 

Покажем теперь , что на самом деле произведение С/, не может 

обращаться в нуль, поскольку обращение в нуль хотя бы одного из 

этих произведений приводит к противоречию с исходными условиями зада- 

чи. 

Предположим, что 

Су иЛ, тре = © , (4.23)
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СИ, Х}..ХЛЕ ие, ЕП ЕО, (4.24) 

Се. чует уе), СКу Л +0. (4.25) 

В соответствии с соотношением (4. 22), условия (&. 23), (4. 25} не 

изменятся , если вместо элемента о’ ‚ подставить А: 

ее, древние =, 

С Де. ву уе О, 

О О СК, ДО. 

Унизерсальное соотношение (4.20) в этом случае принимает форму 

| Дуку ее ру 
Кар) т _-0 

Ари, С, И | 
  

или, в развернутом виде, 

:/, ее, у, 1 (рн ЛЫ д [#,., 9..2), Ч. Л 

  х 

ГВ Де. ву., 2), (6). ®/] - 1. [ву ху 

Куси, Аи ри 
х— в Хх (4.26) 
Крут и Киру, — 

  
  

с. ри) СА ре би, диет), 
  

Ст руниефорееей иль ру Й
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Будем преобразовывать правую часть равенства (4.26) используя 

соотношение (4 .22) для раскрытия дроби Ки) рее] 

КСЕ, р у Ге: 

СКФ, хуле ариев 27 

СИИ ИТ 

Рив ри г ри.) (уе 7 _ 

Е у.— 2), уе Друо И 

— Сил рьИ реверсе РЕ ду не Ь С, у] _ 

Сиену еду, „те се}. БЬруеу Л 

ее Ду, рее КЕ. Ку (4.27) 
= ОИС ВЫ : ) + 

Дб ву к, ырети И вы), СК Л 

причем были использованы также условия (4. 25)- (4. 25) и соотношение 

  

  

  

  

(4.22) в обратную сторону . Воспользуемся ‘преобразованной правой частьк 

(4.27) и перепишем равенство (4.26) в более кратком виде: 

[1 [6.. 17, %у... #7, Сре [@., &, Ху... #7» И 

  

С, рр уе - рун, | 

(4.28) 
И И С ЗО Л В 

Напомним ‚, что в равенстве (4.26) ни одна из разностей коэффициентов, 

` стоящих в числителе и знаменателе не обращается в нуль и не имеет 

особенностей. Поэтому и правая часть полученного равенства (4.28) 

не обращается в нуль и не имеет особенностей. Из равенства (4. 28) 

следует, что коэффициенты бити), фе и 

Друиу. ‚#7 либо одновременно обращаются в нуль, 

либо одновременно не разны нулю. 

Рассмотрим отдельно эти две возможности в случае, задазаемом ус- 

ловиями (4.23),(4.24),(4.25). |



т. Ди, Чун) рр О. (4.29) 

Из условия (4.23) оледувт , что Сб, 4у.Л=0 ип, в соответ- 

ствии с предельным переходом (4. 12) Сев у Л =О . Но. 

функция СИЕ, 1; у ХЛ является предельной для всех произведений 

стоящих в условиях (4.23),(4.24),(4.25),поэтому все эти произведе- 

ния ДОЛЖНЫ о брацаться в нуль одновременно, что противоречит , ес- 

тественно, исходным условиям (4.23) - (4.25). 

2. ито. (4.30) 

Если С[(6.%,ХуЛ=О , то из условия (4.23) и предельного пере- 

хода (4. 12) следует Сиене, у, Л=6; Как и в предыдущем подолучае 

это автоматически приводит к нарушению условий (4. 2), (4. 25) .Поэтому 

возможно только СД, у. ИО. Из условий 4. 24), (4.25) вытекает 

достаточная гладкость коэффициентов Дб), Сене , 

Деве, ие и необращение их в нуль. 

С учетом отмеченных обстоятельств выпишем уравнение (4. 17) при 

условии (4. 30) ‚используя предельное выражение (4. 16) для функции 

в + в котором надо положить Ди, ду), уе ЛЕВ: 

АШ6... Зуи. | 

Хх   ВЕКИ (р) 

ие), 

о 19 0е.., О Л = ИЕ... , у тЛР = 

| (4.31) 
- АСК) К А) Сен), сру Лао. оС 

При тех же условиях выпишем соотношение (4.19): 

КО Ор) ва Кут руны +
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Де, 
+ ВВ) бп т —- 

ее СИЕ, реле ии ЕЛ 

  

Дебрь Сер 
  - Юр) вп _ 
ежр Себу Нч, 

Йо, в 
2жр СИ, ее, чу .^. 
  

Заметим, что условие (4.23) не накладывает никаких ограничений на 

изменение переменных ((/^,4/ . Легко видеть также, что частные 

производные уравнения . >Т) и соотношения (4. 32) по этим перемен- 

ным отличны от нуля... ` Эко означает, что как уравнение (4. т) ‚так 

и соотношение (4. 32) задают одну и туже универсальную СВЯЗЬ между 

компонентами матрицы (т. ь в области, где выполняются условия 

(4. 25), (4. 24), (“. 25), то есть уравнение (4. 51) ий соотношение (4. 32) 

определяют, например, (6,2) как одну и ту же функцию переменной 

(е ‚В ‚ Выражая обычным образом частную производную функцию С 6,9) 

по переменной ( с) и сравнивая их, получаем следующее равенство: 

Кр ба уе) Кри 
ор СИЕ ; 

хр Сре, у] © 
рр Аб), р, зи, ру р, 

| Се, Ир) (4. 33) 

В равенстве (“. 53) отсутствует зависимость от переменных С.В) 

  нЕ 

+ Кар) ет 

поэтому по переменным (СЁ, 9-7) . на которые условие (4. 25) не нала- 

гает никакого ограничения, равенство (. 33) долкно быть тождевтвом. 

Продифференцируем равенство (\. 55) по переменной Сё,%“) и произве- 

дем сокращение на ве мнохители, не равные нулю:



= 5% - 

Сб уеееЯ ие) уни =, 

что, очевидно, противоречит исходному условию (4. 24) „Перестановка 

элементов (,К в равенстве (1. 53) ‚ не нарушающая условия (4.23), 

вналогичным образом приводит к обращению в нуль произведения 

ОГ у ХС, у.е ‚что в свою очередь противоре- 

чит условию (4.25). 

Таким образом» было показано, что обращение в нуль хотя бы од- 

ного из произведений ‚входящих в условия (4.23)- (4.25), влечет 

за собой обращение в нуль и всех других ` произведений» Однако, 

обращение в нуль всех произведений одновременно в свою очередь 

противоречит основным условиям. задачи 

Действительно , предположим ‚что. 

Се ду ие, = 6, (4.34) 

Суре = 0, (4.35) 

| Ся, иеЛЬ, Де.) , Ч о (4.56) 

й аналогично при замене ‘элемента < элементом в ‚ Возможны сле- 

дующие два случая, при которых могут выполняться условия (4.34) - (4.36 

т. Сие, ук =О. 

В соответствии с предельным переходом (4. 12) в этом случае все три 

условия (4. 4)- (1. 56). эквивалентны единственному условию 

С: [с 6... и, (у, #11 =@ я 

которое не. налагает никаких ограничений на переменные ((7Е „=. 

Равенство (4.26) по этим независимым переменным представляет со-
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бой тождестве „Продифференцируем это равенство по переменной (4) 

и произведем сокращение на неравные нулю множители: 

[. др, у). ЕЛ = О, 

то есть коэбфициент /. [46% %, Пре рие] не зависит от перемен- 

ной (/,{) ‹ Точно также можно показать, что этот коэффициент 

не зависит ни от одной из переменных (/›//.. 2) : 

[Се 2, 5..2), рт - ДД Физ, Ху... 

Поскольку в равенстве (1.26) возможны перестановки элементов с, ./ д 4 

фто можем ‚, кроме того, записать 

[. Ен у. „(р = Даев, у, „27|. 

Однако, тогда обращается в нуль разность 

Дени), С „ее - Дея, прерии , (4.37) 

стоящая в знаменателе выражения (1. 16) для Функции в . Необращение 

в нуль этой разности требует достаточная гладкость функции © , 

которая в свою очередь является следствием исходних условий задачи. 

2. СВ. у. ЕЛ ЕО 

В этом случае, согласно условиям (4. 34) - (4. 36) все три коэбфициен- 

та одновременно равны нулю и, следовательно, разность коэдфи- 

циентов (4.57) обращается в нуль, в противоречие с основными условиями 

задачи . __ 

Итак, мы показали , что принципиально возможен и удовлетворяет 

всем условиям задачи только тот единственный случай ‚когда ни одно 

из произведений СЁ не обращается в нуль :
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Се чу] | ноу Су] З О, 

Е, [<г... 5, у, унии ри Е О 2 

Со уе уе КуиеЛ 0 

и аналогично при перестановке элементов р . 

Теперь ‚когда ни одно из произведений СД не обращается в нуль, 

универсальные соотношения (4. 12) И (“. 20) представляют собой две 

эквивалентные формы связи между компонентами матрицы (т. т). Действи- 

тельно, легко ‘проверить, что любая первая частная производная соот- 

ношений (4.19) и (4.20) отлична от нуля. Эквивалентность универ- 

сальных связей (1.19) и (4.20) означает, что эти уравнения опреде- 

ляют, например, <А,%4) как одну и ту хе функцию переменной СЁ, | 

Сравнивая частные производные функции (К,{) — по переменной (Ар) , 

выраженные из неявных заданий (4.19) и (4.20) по обычным правилам, 

получаем уравнение. - 

ООД Феи), ск | 

ехр Сие. ео ИЕ ве ри 

Ди рнт Л -) _ 

ежр С(Ё.. 5, ху... ПАДИЕ,., ху...) 

- РОД а ва Сильвии уе) Крита. (4-38) 
Введем новое обозначение 

Пи, ил = 

_ етр {- С... 1, ху.еЛИ [6 Ё.,, 15, у’ 7 _ 39) 

Се. дут Дин), СЕ, уз. о 

  КерЮО т $ 

  

СЕР, т, Ху Сок Чо, 1“ 2
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где сои, и О достаточно гладкая функция, совпадающая с 

Са, рее] в области переменных (6...) , в кото- 

рой СДУ. ТЛ=О и такая ‚ что 

Св ауие Л = бе, и, 4. „Я 

бт 
С?зо СЁ 2. са, #7 

В той же области произведение СДО в соответствии с пре- 

  аа 

дельным переходом (4. 12) „равно Сл и потому 49. 

Функция (4. 39) так же каки ее производные, в области из- 

менения переменных оби, риЕ) не имеет никаких особенностей 

В частности, предельный йереход для функции (4.359) в область, где 

Сени] = © ‚ дает выражение 

И (Её... у. т] = 

ПЕ. И Су ‚ЕЛ [1 уни у] 

я 

Сев, 2, уе Са, 27, ху. г] 

которое не имеет особенностей, так как СО и ( -доста- 

  
жж». ‘р = 

точно гладкая функция.Легко видеть, что производная 

Лазарь нигде не обращается в нуль.так как в: 

выражении для нее: 

Д (а) [26 
27, Му — 

Ва вциеа Св еИовое =. 
о   

С... т, унЕЛИ, ре сурнн ЕЙ 

не равен нулю ни один из сомножителей. 

Перепимем уравнение (4.58), воспользовавшись обозначением 

(4.39): 

АС окр) И Алу, дви, дуиеЛр = (4.40)
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ИЛИ В ПОЛНОСТЬЮ бсИмметризованном виде: 

ФСО ево Дб и рукей = 0 (4.41) 

Заметим, что разность функция Деб ду ДИ уитЛ , 

стоящая под логарифмом в уравнении (4.40) ‚не обращается в нуль. 

Не обращаетця в нуль также и производная левой части уравнения 

(4.40) по переменной (6,5) : 

Л С Ев, &, ху. Л 

  ЕО 

ПЕ у-ва 

Легко показать, что любая первая частная производная левой части ^_ 

уравнения (4.10) отлична от нуля. 

аким. образом, уравнение (4.40) для /733 удовлетворяет 

всем услозияи задачи и представляет собой одну из эквивалентных 

форм связи (1.3) ‚о В которую развноправно входят элементы 

с, /, КЕ. и ХР Е7Е о. Перестановка любой пары элемен- 

тов из из (./,А оставляет без изменения уравнение (4.40), что 

явно выражено в записи (4.4Т). о 

Для частного случая. ип = 8 ‚ ПЗ. связь (4.41) уе 

задает решение уравнения «ФА, «р = : __ 

Асса) ЮВ) (мл ФЕДЯ = © 

или в виде определителя: 

| Фе» Че 4 

км У 1] =0. (4.42) 

ФГ» Ч [ув 4 |
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Дальнейшие преобразования результата (4.40) Можно вести по двум различным направлениям в зависимости от значения числа п ® Специфика изучаемой теории приводит? к следующим вариантам: 
И. == 2 и п> >3 з
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$ 5. Частный случай И? =а , 

Для И= 0 перепишем результат (1.41) в виде определителя: 

Ау. 9] Печ, 1 

Або АЮбрытря 4 |=0- 
| Лени] ДАКер. вл 4 

(5.Г) 

Если #27=3 , определитель (5.Г) переходит в решение (4.42). 

функционального уравнения АА, АЛ =@ „поэтому будем предпо- 

латать, что /27/4 переставим в определителе (5.1) элементы 

А, : | 

ЛЕ. 6] ЛЕС. ВЛ 4. 

(5.2) 

Ареал  АИииьяя Е] =0 с 

Лео Аки 4 

В силу эквивалентности, уравнения (5.1) и (5.2) определяют неявно 

(/;В) как одну и ту же функцию переменной (6,5) . Сравнивая 

частные производные, найденные из неявных заданий (2.Г) и (5.2) 

приходим к равенству 

Аа рик Ау Лель = 
  

Лори Лет Пер. 
(5.5) 

Л (6+9) ЕК}... 1,4] / уу ВИ - Л КОК. рЛ ` 

  
9 

Порево И инд]
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Равенство (5.5) представляет собой тождество по всем вхо- 

дящим в него переменным, так как отсутствует зависимость от пере- 

менных (68) ‚ (/›=/) » Полагави в равенстве. (5.3) 

В: и, р/=ееи.5ё : 

Дария Иер] - АВ, я 
® 

== “, . 

  

^ СЕК Л Лев. ч,- Ле... 9,0] 

причем @ о г. Полохим дополнительно в уравнении (5.4) 

СЁ) = ебикЁ  ; 

Лещев ИДе врея Вер, = 

а Дер ер ий - Перно 
откуда после элементарного интегрирования получаем выражение для 

функции А з 

Л еее, И] = Ве, + 

(5.5) 
Др - Дия". 

Заметим, что функции в выражении (5.5) не имеет особенностей 

и, кроме того, 7/6, 421 О „Дер ДреИО. 

Подставим решение (2.5) в исходное уравнение (2.4) : 

Ар ый - Дори" Ар. Дион 
Арии] - др“ 1 В - АЕ. У“ 

„1 Де - Ари 

енд Дрбриоы* 
Равенство (5.6) есть ‘уравнение для числа @ . Перепишем 

  

  (5.6) 

это уравнение ‚, вводя обозначение
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х = Дер е, Ду ьИ , 9= Ар - 
-ДЕву в, «Л: 

ВА . _ . од 5-4. 

[74 -сх-у)“ Ту“ * = аук и” р (5.7) 

Переставим в уравнении (2.7) переменные 2,И, что равносильно 

перестановке в равенстве (5,6) элементов 74 : 

О аитея-УИУ 9“, (5.8) 

Перемнохая празые и левые части уравнений (5.7) И (>. 8), нахо- 

дим ‚ 410 (°=1., то есть Я =: „ Непосредотвенной подста- 

новкой легко убедиться в том, что @ = +2 не удовлетворяет ураз- 

нению (5.7) и, следовательно, это уравнение имеет единствеиное 

решение а=-4 . 

Выпишем точное и наиболее общее выражение для функции 

ЛЕ. %,х)] ‚полагая в формуле (5.5) (=-4 : 

ЛЕЕВ 8, 0 = Вбр. в, + 

+ Иер... м, {А О ‚ (6.9) 

Напомним , что в силу обозначения, производная Деле, 2] 

нигде не обращается в нуль. 

Если теперь функцию 5.9) подставить в определитель(>.тТ) . то 

получим выражение для связи (т. 3), которое является следствием 

эквивалентности уравнений (5. г) ‚(5.2), задающих эту связь:



И 

ТА. ДИбинШ (АЕ фи. зАЛ-А бед} 
15. (5.10) 

душой -А бровей ЧА ди рЯ- Приор 
Для случая /п=4 определитель (5.10) уже задает единственное 

решение функционального уравнения РДУ © :. 

ГИел-Фивийу* ПО ВЯ- Февр 4 

бкы- Фен" Те 4 |=0. 
- ° . . 774 

филе ему *{ ИИА Иер) 1 

Это решение после некоторых элементарных преобразований можно 

(5.11) 

представить в более вимметричной форме (т.6). 

При последующих преобразованиях результата(5.10) будем 

предполагать, что /225 .„ Переставим в определителе (5.10) эле- 

менты е, 7 : о 

ареал быоиозь Ааб в-орбытно,вА 4 (5.12) 

, -1р,. 1. = 
Аи лад Диеты А вр би, рА 4 |= 0. 

Або бы Т 41 би д-р ив} 4! 

Уравнения ‘5.10) и (5.12) определяют ‚, в силу эквивалентнос- 

ти, (9) как одну и ту же функцию переменной (6,%/ „ Сраз- 

нивая частные производные , выраженные по известным правилам 

_ из неявных заданий (5.10) и (5.12), получаем равенство:
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Арно [ера 8,9] о, рии, ПР 4 

Е 

й ери,в -Д Перш. лувлу” 1 

И 

и 

До, дрон, 

    

  

[А брир- Вера РЛН Ч 

` (5.13) 

Джо виниый [Або рд-А оби ву 4 

№ 

{Абрис Перис мт 

  
: - Х з _ 

Або - рб" |8 бил В урон) "1 

Дерби мл АГебиз ира обилии 
— 
— 

      * 
Дуб о-в оАЛУ | Авив Пин орду 4 

Воспользуемся дополнительно уравнениями (5.10) и (5.12), 

чтобы исключить элемент / из равенства (5 .13): 

Дела [СЕ , Т/Д С, ре, ] 

Ди. г В, 9) |- ДЕ, 4] Д [рис пр Дебрь 

Д[ерав- 9, 2] - ДК, и, РУ Дер #,4)]- Дбриаие 1,01] 

. (5.14) 

=Д 62) [Сев 19, о /Д (ух 19 ни, оны: 

Два, 17, 21-м] 
д Гоби, 2 - Две. 9,51] 

Дб, 4 -Д би, Деве Л -Д[евие.... и, о/)]
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Все переменные в равенстве (5.14) ‚очевидно, независимые «Полагая 

(6 '6,%() = ст и вводя удобные обозначения, получаем выражение для 

функции ДЕ ч, 4] : 

ДЕК = ИЕ пы а + (5.15) 

> 

Иа [изн 421 / Ире Вии, 217 , 

причем о.как легко понять из вводимых обозначений 

Вер ас, о Е О „а также Иа ори ИЕО и +В ЕО 

Прежде чем подставить функцию (5. г) в уравнение (5. 10), 

перепишем, последнее в виде определителя четвертого порядка : 

ДЕсрия ФЛ ДЕ ри... в] Дема Дер, 4 

Арии вД Дея] Дорон к АО фоеке ВЛ 4. (5.16) 
” — ” =0А2* 

АЕ ия, 9,9] ДЕ увл ДЕЁЕил ах АЕ вв] 1 — 

| Дкб Дерини, У ДГеиее. 0, А Кери] 1 

Похдставим теперь функцию (5. 5) в уравнение <. Те). После выне- 

_ сения из каждого столоца. общих множителей ‚, не равных нулю,и про- 

ведения некоторых элементарных преобразований, приходим к уравне- 

Ни 

Д/с ?., #51] В <, „Л В 29,1, 421х В ий, ив, 1 

Рив рн Вов] «Вр, 4 

Вии, Л Ре. ВА зад Ви] 1. 

    ВЕ, м7 Вебче,ВЛ Ве. ик ВИС, ВЛ 1 

в котором отсутствует зависимость от переменных ору) ‚ Поэтому 

‚ уравнение по всем входящим в него переменным должно быть 

тождествон . Если провести последовательное дибференцирозвание
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тоядества (5.17) по переменным (4,5), (6,8) › (74), СА, , 

то в результате получаем ^ 

Ве, бедре ,ВИ й 

Вора ине, аЛ Фев ВЛ =, 

что противоречит необходимому условию Ве си, Л в. 

Уравнение (5.17) на самом деле задает связь между компонен- 

тами матрицы ПСК ба, 9,9 ВИ ‚ которая представляет собой | 

подматрицу полной матрицы И(Е]К Грим, 48)! „что проти- 

воречит первому условию задачи.Таким образом, в случае 7225, 

И=0 уравнение ОРИеЕуА . ль4ВИ =0 решения не имеет.
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$6. Общие преобразозания: /72 »/ »3 

Перепишем промежуточный результат (4.4Т) в виде определите- 

Ав, чудиЕЛ Ач вуде 4. 

Ле. 9,0 ЛЕВ. б,вубиитл 4|=0. (0 

АКС. барби ея АК. о, руб. Л 4 р 

Переставим в определителе (6.1) элементы /, р 

ГЛ, вое. АЕ, увб (Ло 4 

И 6.2) 
Лео, рбниЕИ А. о ЕЛ 1 = 0 ( ) 

ЛЕК. бтЛ ЛИ быеЛ 4 

В силу эквивалентности уравнения (6.1) и (6.2) определяют, напри- 

мер, ( 2х ) как одну и ту же функцию переменной (6,5) „Как 

следствие из сравнения частных производных получаем 

Лен. Хуб. "5 ИДуе. „руб. 7-Е вуб. „ЕЛ 6. 3) 

Ао иеув Л Ле. НА, Вуб 2] ПЕ орубиьЛ 

Лезвие Пури Петь роет 

Л бро бет Дел убив ур бе 
В равенстве (6.3) отсутствует зависимость от переменной С, 

и потому по веем остальным переменным оно должно быть тохдест- 

вом. Равенство (5. 3) представляет собой функционально-дифферен-
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циональное уравнение для Функции Л ‚ Положим в уравнении (6. 5) 

куб’ т) = 075 „(Кудубнит)= СПУ, (Уд) = ОПЗ Ё 

ЛЕ... 6, “уд... #7] = 

Иерии в бита ув ЛИВИИ „льуб ей. (6-9) 
Заметим, что из первого столбца определителя (6. Г всегда 

можно вынести множитель (и (у, «ув. "ЗУ 0, а из второго столбца 

‘множитель Ди, ду ЕДЕ Поэтому в целях сокращения записи 

удобно провести переопределение функции Л ‚ ЧТОбЫ ИСКЛЮЧИТЬ 

множитель /// 0.0 учетом сделанного замечания для функции 

ее, уд Л после интегрирования соотношения (6.4) по 

переменной (2,4) получаем следующее зыражение: 

ЛЕ. фубЛ = Сие, Хуб] + 
(6.5) 

РЕВ ЕРи в Л 

Для нахождения функций 0 ‚В,С , подставим выражение (6.5) 

в исходное уравнение (6.3), помня , что Ве ,уб. ЕЛ 0, 

ВЕ. убиЛ ЕО ‚а С - достаточно гладкая функция : 

ВСЕе.. ув] сАтдубна -ЛЕЁ#.. ‚$дуё.. „ел. 
  = (6.5) 

ВР уе ЛЕ. оду’ 5-е руд г] 

Веб. орбее  АИрбььррбе 5-Е лу 
—=5 
—   

Ве... дб. Ав уад Л -/ Аб увб Л 

Полагаем 5 уравнении (6.6) (Ауд. = сот
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Веб, убеол Кель бык д- С, еизвубьеДу = 
аудит В/Ее,.. дб 

ЛР, 8,6: „#2 - са втьурби 1 

где коэффициент ©/С в „ве: „ И] и введены обозначения 

  , (62) 

СФ, руби Л = КР. ву] | сК,руб. и =еемЁ 2 

(2 ви, рб] = Ав рбее Сруб. и) =еемзЁ = 

Подставим в равенство (6. 7) выражение (6.5) для функции ; 

СЁ 2,16 2) вурудихЛ- Свит, 2/5... 
  

Де... 6,00. „)] р 

_ 

| Ве, уф] (6.8) 

Арену [т бб, Во.) Савве 7 р 4 4 
  
  > 

ре. 17, уу 6. Ро 20...41. г Веб, в6етЛ 

Из равенства (6.8) ‚полагая С 2,7 =еот8® ‚получаем связь 

_АЩЕЕ.. суб Иа изруб Л + Ее бе, вуд, ®Д = 

  

С [уфе к), (Ф. 5,вуд Л- Са [Се ,вубе. Л (6.9) 

Вуди Л 

Воспользуемся связью (6.9) ля некоторых преобразований 

выражения (6.5); 

Леру] = Сруб + 

+ ВИСЕЁ... уве ЛКЕЬ, 6 бир] + 

ИЕ рб + ИЕ дея ььруд. УТ. 

Введем для сокращения записи обозначение 

(6.10)
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Ре, вубиеЛ = ЕЕ, бе), И] «ЕЛ 

Е врви И ПЕ ьуои авылрубиед 6.1) 

и подставим функцию (6.10) в уравнение (6.6) 

РЕ дрд Я Е руб... ИВР. у. я 
  

Ре. руб.. А ВИИЕ., Вуд руд. гЛ/ВЕе.. 2,0’ г 

(6.12) 

М 
  

. Ребе обе ир в. РИ рб] рб 

Продибференцируем равенство (6.12) по переменной С») 

— 
= 

Ре. ‚В бе ДВЕ, „иудеи - РК оубе АГ ВеЕ. уд, о] 
  

Рори, рб АВ би 
— (5.13) 

Рева уро: АИ ВЕК рб. ЗАКИ ур б.Л/ВЕ иво. 
й 

И ‚дб. ЕЛ РИС в, 9, и 

аб урб.. Л ВЕ Ву, (Тв) 

  

  
  

причем результат (6.13) представлен так, что числитель и знаме- 

натель в правой и левой части переставлены местами . Легко по- 

нять, что ни один из знаменателей не обращается в нуль. 

Продифференцируем дополнительно результат (6.15) по пере- 

менной (6)



Иер О 2, ли /орануе.. 8, би = 

  
  

бери рбти И РИ вби. } 

Оби, обет Вир] Веб вби < 

у   Я 

- #   

Формбильявие [Рибера } 
Отрада ТИ ВбиьрогиеА 2 

откуда легко получаем равенство 

  

Р/с... рб] 1 

з Пери, #/] ты) (6.14) 

Рея, ув] { | 4 

_ бормуеявияй ВИбввбе ОЛ ьв 

Дифференцируя далее равенство (6.14) по переменной СА, ‚ полу- 

  

чазм дифференциальное соотношение между фуннциями ИЕе.. дд, 

И ВИ, ОИ] . 

Ив бит] = 

(6.15) 

  

1 { 1 

Порри Вир д =] (6, р) 

откуда после интегрирования по переменной (6,А) , устанавливаем 
. и 

СВЯЗЬ



Веб нии) = Ден, вби Л ДЕ, в о ЕЛ + 

то ий > у (6.16) 

+ Небе), Ст, д Л 2 

Напомним ‚ что ВДЕЙни „96. и =@ - достаточно гладкая функ- 

ция, коэффициент Ее. ие „во“ 2/] и слагавмов АДе,6.= вн, вое „/] 

не имеют особенностей.В области переменных ( 6..8 6.7), где 

Ве, .1, би @, слагаемое // не должно обращаться в 

нульо 

Продифференцируем равенство (6.13) по переменной (с „Г » в06- 

пользовавшись соотношением (6. 15): 

аи, рубит ВЕК вллубил- в убикЛ Кв ио,вуб. И _ 

АВЕ, уб | 
1 Ве вби (6. :17) 

ИЕ. урон: ВИви, ребе] -вЕб, бе прое 

Раскроем полностью результат (6. 7), подставив в него обозначение 

(5. 1) и связь (5. 16): 

  

  

об ИК, рб ЕЕ, бе, рбиекИ ук 

К, убьет Ив аубий + НК брт, Суде = 

= = 16. „рб. ЛИ у. Л ЕДЕ, би), си урбе. “ак и 

кедр лрбиа , рб} 

ео... Ед руб «Ле 

вебе НЕЁ, бе), лу г.в... т] ‚
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Если равенство (6.18) продибференцировать по переменной 

(Ау) ; учитывая, что производная Ир (и, ЕД+О ‚то легко 

получим следующую связь: 

Вива рбытл Вибе Еве руб ее = 
- (6.19) 

= 6 [ё..,вб. „Л ИА, буди вудн Л + 

уве Ибис „и $ 

Связь (6.19) выполняется также и в случае перестановки элементов 

В, у ‚в чем можно убедиться „дибференцируя равенство (6.18) 

по переменной сур) в —_ 

Из установленного соотношения (6.19) вытекает такое 

следствие Пусть в некоторой области Вибе, рб =О „Тогда 

соотношение (6.19) упрощается: 

Е... 9, убив), (би, вв] = с о 

Выше ‚однако, было отмечено, что при вер дее ки = 9 

функция ИК, би сбив ди ЕИ 0 и потому коэффициент 

в 2. уб ии также равен нулю. Верно также и обратное ут- 

верждение, что при 6/2... уб.х)] = @ ‚коэбфициент 

6 бро *2] обращается в нуль. 

Таким образом ‚коэбфициенты в 6. Руд. и 

Ве. “, 6,„, =] либо одновременно равны нулю, аибо одно- 

временно отличны от нуля. В соответствии с этим обстоятельством 

можно отдельно рассматривать такие два случая: 

т. ве... г.рб ит = Веб уйиеЛ — О 5 (6.20) 

©
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2. Ви роиер+ О, Ве удикИ #0 (6-21) 

Если соотношение (6.19) подставить в исходное равенство 

(6.18) то автоматически получаем вторую связь: 

беби И веба ЕЙ = 

"еб Е, бы увби 

Роберто аи уве] ‚х (6.22) 

ув Ев итвуб - 

Ибн уфеик | арии ру} . 

Третью связь,необходимую для дальнейших рассуждений, можно получить, 

дифференцируя равенство (6.13) по переменной СК, ‚вл „При этом на- 

до заметить, что знаменатель правой части равенства (6. 13), не за- 

висит от переменной СА, „7 ‚ в чем легко убедиться , если восполь- 

зозаться выражениями (6.ТТ) и (6.16): 

Вер / Вену = 

ЗИбрбел ВВ вр:. *Л- Г Л Еее ч 596 Л 

|   

106. ребе 6ё. "Р- ВИ. орб Ив ируб: т 

или. после подстановки выражений (6.11) и (6.16): 

ево виубит ее, свувикЛ р 

«1 ве... обе Иудеи Еф, рб иИк



—- 79 = 

(6. д. и ИА, би), С... ордера, вби} 

= уд убььИ вьр в бе 
(6.23) 

хе. 2,85.. ., Ве. уд ЛНЕШЕ, 5 ий], сео! „Лк 

«Обо роге Небе бб рабу. РД} . 

Равенство (6.25) можно значительно упростить, если дополнительно 

воспользоваться соотношением (5.19): 

бьеф, бир, ТЕ, бен убеиЛ 7 

—- [ И У | гг ее @ Сина, 9...) = р НЕ, бк) фроте} 6.2 

= ИСК, 6 «Е (би деи, ЛЕ. 5, ва, беби д. в 

= Нео биАарвьури #1} # 

Полученная связь между функциями справедлива, разумеется также 

и при перестановленных элементах В, 4 . Вообще говоря ‚все 

три соотношения (Б. 19) ‚(6.22) и (6. .24.) носят универсальный 

характер, то есть имеют место при любых наборах элементов, так как 

при выводе этих соотношений никаких ограничений на выбор элемен-. 

тов не возникло. ° 

Напомним, что полное выражение для функции Ав „Зуи 

согласно формулами (6.10) и (6.16) будет следующим 

ЛР... м, уб.ЕЛ = С [ё.., ай, о, + я кира (6.25) 
{АЕ б к] ев убеД Ч[се руб + 

т ЕСС, с бр РЕ хх 

> и . . . -4 

х {8 6... бб ву дик Е, Явы Сб убиик)] э



= 2 - 

нричем между функциями, входящими в выражение (6.25) имеются связи, з 

задававмые соотнощениями (6.19),(6.22) И (6.28) .Как мы видели, 

СВЯЗЬ (6.19) приводит к четкому выделению двух ненересекающихся 

случаев (6.20) и (6.21). 
Рассмотрим сначала более подробно первый из них: 

т. СИ б..ЕЛ= Венере кЛ = 6 . (6.20) 

1 

В этом случае соотношение (6.19) превращается в тождество, а две 

другие связи (6.22) и (6.24) принимают более простой вид: 

ао, рубе ЕЛ Янв, уро ЕП =1, (6.26) 

Неву ик ДНИ бе 6. Л = 

— СЕ, 0.» 8), С бит НЕ, бубен 7] с (6.27) 

Подставим условия (6.20) И (6.27) в равенство ( 6.13): 

Ребе вуб Л = РСК, вубе ]х 

х НИКЕ, бт) (вв 9. ЛИН, 6..2), серое, =] = 

(6.28) 
= Оруро РЕ 9,урби Л РИСК, “ур Я] 

НЕ, бе (в, бе Ни), рб. КДУ 

В полученнное соотношение подставим выражение (6.11), имея ввиду 

связь (6.26): | 

Ее беиь в руби С уро Ее, деи) Си урбее = 

Небеса вия рдиезА ух (6.29)



«ДЕК, б.руб аи вби ТИЕ Аб. 9, 5х. 

В соотной 

  

ние (6.27) полонам СК,бе. у) = сот, сви) сетз 

Ме бен бр ... 2] = 

(6.50) 

= Ни [СС 6..,99, в] На [в 6..5) 7 

причел бункции На а На в рассматриваемой области в нуль 

не обрадаются. 

Полатая тенерь в равонотве (6,29) СЁ, К) = ств „ получаеа 

некоторое свойство функции но перестановкем элементов В,у: 

Сеня, урон ЕС бек, ув де ®Д = 

(6,31) 

= Е [Се, би, рудькЕ + Сб оби Иен, д... 

Для буниции [26 „руд в рассмазриваемом случае, з 

соотвествии с нредетозленаяыа (6.25 } и (6.30), можно выписать 

такоз выразенио: 

- .. (6.32) 

Свирь А ебу би е На еб, убы 

где для сокращения занаси введено обозначение 

| АЕ. ч,рубеькД = | 

В СЕ рудеи ЕД + 

+Е се, 9. т), Суб Иво, ел. т 

в Фуннции (6.38) порвотавить элементы 2,у и воспользоваться 

сзонезваы (©.31),т0 лерно мощно установать , что буннция 

Де т урб т зыразается через 

2
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Пен рубе ЕЛ без переставленных элементов /,) следую- 

щим образом: 

АЕ уроит = Са ррбтиеЛ + 

Овна дуби ЛИ еб руб вби + (6.34) 

+ Че, ду вн И сборов наб . о 

После этого подставим выражения (6.32) и (6. 54) в уравнения (5. р 

Ави, {уб..еЛ ЛЕ Ё.. 9,’ 77 Л 4 

ВТ Аб уб Л 4 = О 

ре = .55 
ДЕ. учу. кл Ану, рубл 11 ©.) 

и в уравнение (6.2): 

ЛЕВ ЛЕ. и,вуд Л 4 

А [46.5 двд. ЕЛ пит 1 | =0, (6.36) 

А [сКе.., п’ дрб’е 9] Л [в „уд: =) 1 

Заметим, что в определителях (6.35) и (6.56) совпадают вто- 

рые и третьм столбцы. Вычтем уравнение (6.56) из уравнения (6.35), 

пользуясь известным правилом сложения определителей;: 

А ево ЛИ еб ебиеИ Дебор 4. (6.37) 

Абауди А-П бабе Дни 4 | =0. 

Побит ПШ обе ПИ бееЙ 4 
Как можно заключить из введенного обозначения (6 .25) ‚разность 

ЛЕЕВ, (уд. А [СЕ 6..9, 486.5] не содержит переменной 

(2,0) и потому результат (6.47) представляет собой тожде-



- ва 
ство по переменным СЕК ‚ Вуд.) ‚ Поскольку условие (5.20) 

не надагает никаких ограничений на область их изменения. | 

Продифференцируем тождество (6.57) по переменным (в) и 9 : 

= ЕЕ 4 

/ а О, 

Че ув ав, 9... 77] 

где было использозано перестановочное свойство (6. ‚26).Полагая 

(6119,5) = е075 , находим выражение коэбфициента (/ё. 6:86 „77: 

Я, ред = Руб Чин - 6:8) 

Результат (6.28) теперь продибференцируем только по переменной 

СА: ани, раб иЕ] 4 6 

Аб, Чуб Пи, рб Аруба 4. - 3 

ПЕ, б < - Пия арб Л Леру 4 | 

Умнохим второй столбец определителя (6.39) на коэбфициент 

ав, да 6.„т/] и прибавим к первому столбцу: 

Деве, вби Кубниавнай + 

+ арии бе руде, = ЛЕК. уд. тЛ- 

Авиа би кА + аля, рб втуб и . (6 40) 

В полученное равенство (6.10) подставим обозначение (6. 33) Для 

функции Й и выражение (6. 38) для коэффициента а : 

Евы Еву Д-р, бе, рб] + 

+а[е. де Л Еве вита, "ИНЬ. и, бе .АТ) 

ДЕДА, бесов Е быв ебите = 
та. ДЕДА бир пуб) Дия, би Л. 

Полагаем в равенстве (6. чт) СЕ, бик]= сои (ён и, у/= сои:
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Вии, авс Е убив бе [Ну еиа, бе я 

[бы
в + (6.42) 

Ен 
и, вби 

. . 

Воспользуемся результатом 6.42) и представим функцию (6.53) 

в следующем виде. 

АКев.лярубией = Зоб 

х ов Пер И Ева, бен = 

= Пе уб Л Пе ву И/ НЕ би А + 

Е. [Себе уро. 2] а, бит), (би, уфы + 

+ б.руб та . 

фсли ввести новое обозначение. 

ПЕбьи, деи] = Е, (2, б.н =), би, 6,„т/] + 

= Я [сви бег Иер" И, ен, би], 

то для функции Пе. руд. ‚.2/] можно выписать такое выра- 

А [е. идут = {Я /се,. ‚реф ” х 

«Пе, в6Л- Пт убеыз  еирудити}, (6. 44) 

Напомним , “что, согласно связи (5. 52) между функциями Л и А > 

(6 .45 ) 

жение: 

их. свойства совпадают.Йз обозначения (6. 43) следует отличие от 

нуля производной П Ве, бы. Подставим выражение (6.44) 

функции я в уравнение (6. 55): | 

Пере Пери ‚бе ПЕ иубиье] 4 

Пе 46. 5 Пу буро По чуби.Л 4 

Пе, 48. ПКЕ}. р 5. ПК}. „уд 4 

4 4. 1 0 

(6.45) 
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В исходном оприделителе (6.35) были озличны от нуля раз- 

ности Ев, 9..2] Л нивы. В построенном опре делителе 

(6.45) это автоматически приводит к отличию от нуля любого минорё 

третьего порядка, окаймленного столбцом из единиц справа и стро- 

кой из единиц снизу. Поэтому производная левой части уравнения 

(6.45) по любой из переменных СКАТ) не обращается в 

нуль. 
Основным свойством определителя (6.45) является равноправие 

входящих в него элементов Ы/,Ё Е и др, 76 —„ Переста- 

новка любой пары элементов внутри этих групп приводит только к 

`несущественной перестановке строк и столбцов ‚ ие изменяя самого 

уравнения. 

Уравнение (6.45) ‚таким образом, в рамках ограничений, зада- 

ваевмых условием (6.20), представляет одну из эквивалентных 

форм универсальной связи (т. 3) между компонентами матрицы (т. Г) 

Перейдем к рассмотрению второго более простого случая (6.21) 

2. Та О, вби убит 0 (6.2Т) 

а также, очевидно, и дб, О. 

В этом. случае соотношение (6.19) можно переписать в несколь- 

ко иной форме: 

ЕТ, 6. <), (в в,рубитЛ = 

, (6.46) 
= ИД, деи бери] ВИ я, вбь 7 + : 

+ НЕ, бил (в 9, убе. авт, дуб д В ро Л]. 

Заметим, что условие (6.46) автоматически удовлетворяет соотноше- 

ниям (6.22) и (6.24).
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Выражение (6.25) для функции Л при условии (6.46) запи- 

сывается следующим образом 

Л [её.. 9, руде = С [< вре. 

АЕ бит, бе ИФ, $. г/аее,., рудуби Л + 

ИЕ, бить 5. / вби вби с] + 

Е бы буден а вирей убее, г Ёх 

х1 66... уб ПЕС. 1 Убе еНИа, бе, Фи, уб.гду. 

Вели теперь ввести новое обозначение 

Е биоадиек = Ди, 6... 30] + (6.47) 

+ И (СЕ, О, би, ИВ. уро] у 

то выражение для функции Л будет более коротким: 

Ле ббуруб.и = Сани рубее 2] == (6.48) 

Те... #86... )] Руби авиа рубее РЯ] 
  = 

и убк] ИЕ, удчи Л 

& . а ‚ ‘ 
Подствим функцию (6.48) в исходное уравнение (6.1) 

Пебрие, 6] ебу ри] Гебен, убне — 
(6.49) 

раде Губина бич убнее =, 

брови. рб Кии бед
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Напомним, что функция 7’ не обращается в нуль и произ- 

водные ве по первому аргументу отличны от нуля. Из основных 

свойств функции д следует ‚, что любой минор второго порядка 

в определителе (6.49) отличен от нуля. Поскольку. не обращается в 

нуль также и сама функция 7’ ‚ то можно сказать, что миноры 

любого порядка ‚кроме третьего, в определителе (6.49) отличны от 

нуля. | 

Уравнение (6.49) выступает как второе возможное следствие 

эквивалентности связей (6. г И (5. 2) при дополнительном условии 

(6.21) 

Взаимоотношение между выражениями для связи, задаваемой 

уравнениями (6.45 ) И (6.49). зависит от значения числа /7 . ‚ Бали 

т-=3 , то коэффициент _в ‚ стоящий в условиях (6.20) и 

(6.27) не содержит переменных и потому никакого разбиения на 

области, где какдое из условий (6.20), (6.21) либо выполняется , 

либо нет, не происходит. Два. случая (6.20), (5. т) четко разде- 

ляются и не смешиваются ни при каких перестановках элементов. 

Несколько иная ситуация возникает ‚ если /72>3 . Хотя переста- 

новка пар элементов внутри групп 6, , К Е 776 и хр, Е 7 

пере водит каждое из уразнений (6.45) и (6.49) само в себя, пере- 

становка, например, элементов А ‚„# моет привести к их взаим- 

ному переходу. Действительно, если Фив, дит =0, 

то не обязательно обращается в нуль также и коэффициент. 

ВД и,{0..кЛ, Может оказаться, что Ву в, би О. 

В случаев /7=7 =3 определители (2.45) и (6.49) задают 

два независимых решения функционального уравнения 

СЕК, дру] = О:



ТИ р “У 

08| бд 9 бд 
(егэ) о бьеф 

0 т у р 

5 МА А 

(05°) го Мо о 06 

го А МФ [РЗ   
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$ 7 Продолжение: /2249 . 

Как было уже отмечено, в случае /72>3 может оказаться, 

что перестановка ‘элементов К, @# призедет к взаимному перехо- 

ду между уравнениями. (6. ‚15 ) и (6.49). Та или иная ситуация воз- 

о никает в зависимости от значения коэффициентов вер. 9,6. )] 

и 6/44.5,40.. 5 

Возможны следующие четыре варианта сочетания значений этих 

коэффициентов: 

г. Вбр, 6 ==, фри. е; о (4) 

2. ВО, Верди т@; = (7.2) 

3. Обри бо, Вии =0у (7.3) 

а. Обри ие 0, Вр дькД 0; (9.4) 

Напомним , что каждое из условий (т)- (7. 4) имеет место 

при замене элемента о на любой другой элемент из множест- 

ва /6 ‚ ПОСКОЛЬКУ „например, как было доказано в предыдущем 

параграфе, коэффициенты Абв и ВЕ биде | 

обращаются или не обращаются в нуль однозременно.Это означает, 

что, на самом деле, условия (4т)-(? (7 .4) никаких ограничений на 

изменение переменных Си, 481) не налагают. 

В первом варианте С? .Т) уравнение (6. 45) при перестановке ин 

дексов К, Ё сохраняет свою форму, то есть переходит само в себя. 

Во втором и третьем вариантах (7.2), (7. 5) происходит взаимный 

переход между уравнениями (6. 45 ) и (6. 49).в последнем четвер- 

том варианте ('.4) остается неподвижной форма уравнения (6.49) ‚то 

ВСЕ ОНО НерахОдит само в себя при перестановке элементов к, е: 

Перейдем к более подробному рассмотрению каждого из этих



случаев в отдельности. | 

т. бб оидиер = О, Вии =е. — (7) 

Уравнение (6.45) переходит само в себя при перестановке элемен- 

тов А, : 

Пути отетА Пи вбееД Пруд Й 4 

ПЕ... =] ПК. о рб Л ПЕ о,удее 5 1 

Пу, 94 бил И ритрин ув {|= 

1. | 4 О 
Условия (7.Т) не налагают никакого ограничевия на изменение пере- 

(7.5) 

менных СЕ, „Поэтому уравнения (6.45) и (" .5) определяют 

(6,8) как одну и ту же функцию переменной (,%) „Выражая 

обычным образом частные производные функции С 6, по переменной 

(4,4) из неявных заданий (6.45) и (7.5) ‚, приходим к следую- 

щему равенству: 

Пир», 9] Побьуд. Л 4 

Пера р. 9,49... Перв. Публ 4 

| 1 | 4 о 
И   

Пре хвтЛ ПбубеЛ 4 

Пе бр ирби ПКЕ „2 Пе „уд 4 

Е о



Плеве Пылубытй 4 

По Киви] ПК о,вд ПИК, уд] 4 

1 1 0 | 

  = . (7.6) 

ПК. 9 9] ПК, убе Л 1 

| Пере ивб] Пека Пр убь®Л 1 

1 1 0 

Равенство (1.6) продифференцируем по переменной (р 

ПО био, иди По ериьуб. и] 4 

Перри, вд Пери.) | Публ 4 

: О 
т? 4 4 и 

— 
—   

Пе био, дб Порри, рб ел 

ПЕ, 6..2] ПО муб 1 

Пере, рб.., ХЛ П абы Л (ЕК. 0убееЕЛ 4 

| 1 1 О 

Е Поррормрд и] 

дополнительное дифференцирование равенства (7.7) по пере- 

че 
— 

менной (у) приводит к соотношению
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Пар ри, рб Пора ельув ел _ 
—   

П Саар о, Х6.,,У/] Порв [уё}... о, рб. *)] 

  

— Пере Крии, вби Пер куб] , (7.8) 

Пе еку. 4 Л Пр ии, вбе 

_ В полученном результате полагаем ЧИ, = сом , 

Оке, у) = соп5Ё ‚(вби Е) = еои5Ё , 

СК, б.н К) = Соник Ё . 

Пере. ид. ХЛ = Де, а) [Е }. и, 9.„тЛ ВСЕ о, 0..%] 2 

откуда после интегрирования по переменной (‹,х) получаем выра- 

жение для функции П 

Пу, бе = Сбт) сбриидиеД + (7.9) 

р ВЕ}. С, (0. УВЕ &, б.„®Л 2 

Заметим, что в силу введенного обозначения 

Песен, ве И О И Верин, д. Зе [) . Далее про- 

дибференцируем равенство (7.7) по переменной СЁ, " 

Пара бивни 
  

Пес [бред ЕЛ П вое}. орде] 

. Пур у бел 1 

Перв Кир Л 

[] Ку) [Ед 4 

  

Пер ииьф Л Пре ир бил
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и подставим в результат дибференцирования выражение (7.9) для 

функции // : о 

О Ив. о, бел = 

4 Сербии де 4 (7.10) 

ВЕ, 6. Л Скуби уве Л 1 

Полагаем переменные (4,6.../ = ©9м5 Ё 

  & 

СекуЩ ‚би т), Се, иде тИ —— С чув — 

Вр бе Во, бы уу СТИ 
  

Вау. 2, бе Л 

и подставим выражение ((.Т1) для производной 

Сурка] в предыдущее равенство (“.10) 

= ВК}. 21, де В [УК и, тн ИВ 6 #7, б.н.) — 

=- В: Ди, бр 9, бб. би ЕЛ + 

борьбе бр в ИВ, в , 

где было введено обозначение 

(7.12) 

У би = Вбр, бе 2/7 [(4,6'.. #)= сопсЁ 

Полгая затем в результате (7.12) переменные Сб, би) = сом5Ё › 

получаем 

8, [ен бт Фе Дит, бе В и,0.иЛ =, 

что противоречит необходимому условию Вей, 9..0. 

Таким образом, было показано, что при перестановке элемен-
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ТОВ А, 6 определитель (6.45) не может сохранять своей формы, то 

есть вв, Хб. 1] @ „Но с другой стороны элемент 

А взят произвольно из множества ЙЕ „ Поэтому для всех 

других элементов ‚, кроме, возмокно, элемента ё ‚ коэффициент 

в не обращается в нуль. Перестановка элементов К,ё пере- 

водит уравнение (6.45) в уравнение (6. 19),точно также как и пере- 

становка элементов рй ‚ поскольку ви. и, (6. ЛО . 

В свою очередь это означает, что уравнение (6 .19) с переставлен- 

ными элементами К, 6; 

ел дб] ГЕ 2 9 Пере, у6.®Л 

Пу, Пур б5Л Пи уб 

одне Гери, р Л и уде Л 

инвариантно относительно перестановки элементов ›& ‚ Задача 

второго варианта С '.2) ‚ следовательно, совпадает с задачей 

четвертого варианта (7.4) ‚ К рассмотрению которого мы приступим. 

4. би, ТО, Ве, ЕО, (7.4) 

когда уравнение (6.49) при перестановке элементов к, 6 сохраняет 

свою форму: о 

КУ, и.“ в», 21] Тек. ибо, Л 2 уд Л 

Пу диеЛ Гриеувби т Пиауи |= (о. :13) 

Е, 465 био бис Л уд]
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В силу эхвивалентности, ‚ уравнения (6. 49) И (7. -13) опре- 

деляют (2 ,В) как одну и ту же функцию. переменной (5. 4) . отку- 

да, сравнивая частные производные ‚, легко приходим к равенст- 

ву: 

| Ррибреитй Пбиьнубы Л 
Гери д. 7 

| Гриб: ке иуон ел 

  — (7.14) 
По бриаядг] При ув — 

ТТ . Е = 
Горное     Пили ион 

Пр, вбекЯ "ГЕ уб 

сено бе, 06. 7 л у 7 

убил "Тулу 
  И 

. 
ТД Ги, бин Л ТИ А р ©, 8.2] 

ору увб 5] й пед     ира ЕД убеы 

Полагаем в равенстве 7. г) все переменные ‚кроме 

ор а, {8...7) , некоторым постоянным: 

Усы бр. ®, 6. #)] = 

= Ас Е... #,х@., 57 9. СЕ 6 и, ет Выиври, «0... т), 

‘причем 500, В.*0 , В2+0. Поскольку в определите- 

ле (6.49) из каждой строки можно вынести ненулевой множитель 
“ 

6. .о а из каждого столбца множитель В2 .50 после несу-
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щественного переобозначения и интегрирования по пеоеменной полу- 

чаем следующее выражение для функции "Г 

ебу, бет = | (7.15) 

= АЕ... (0..7 = СИСЕ, бер, д. Л в 

Заметим, что функция (7.15) обладает следующим очевидным свойством 

, _ , _. 7.16) 
евр, 49 = киа ид. г ( . 

Продифференцируем равенство (7.14) по переменной (р) ‚учитывая 

свойство (7.16): | 

1 79 бит Туи, уд. 

вуз. 111 ви, 46,9] би иубиы (7.17) 

| 

4 еее Пи буб 

    р дубыяЯ ера удел 

и после этого по переменной (/›/ : 

Ино Период. (7.18) 
  

  || 

би  ТАииудне Я 

В последнем результате (7.18) полагаем Сб, у) = сбит й: 

. ‚- , , 9.19 бей = Обл би А Риби , 

причем коэффициент ЯДА бич, (0... не обращается в нуль. 

Воспользуемся свойством перестановки (7. 19) и перепишем равенство 

(7. 17) в таком виде:
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у уб ДГ. чб - Туи, 46... , 
| | (2.20) 

— Перв уд. Л = ПЕ уд е} р ` 

Соотношение (7.20) продийференцируем по переменной ( р: ,)) : 

7 ПЕ 6... и, (0... #1] ед. ‘ “Л = 

(3.2Т) 

= Ре ри убит РИДВ и, Л- ПА, и, 46... ед} ° . 

В силу свойства перестановки (7.19) производная Теру, {5 Л] 

не разна нулю, так как 

Пере убии И = 

= арии, деки иудеи + О, 

Полэгая в равенстве (7.21) переменные Срудние) = вот , 

СК...) = 6075 , получаем более точное выражение для 
7. : 

функции /: 

Пери, = 
(7.22) 

— @ДКерни, бу. и, 20.,, #Л- Верни, 46,5. 

—^ 

Коэффициент С’ и разность, стоящая в фигурных скобках ,не обращают- 

ся в нуль и не имеют особенностей. Введенная функция Р ше 

имеет ососбенностей и производная ее по первому аргументу отлич- 

на от нуля. 

Подставим функцию (7.22) в определитель (6.49):



= бе = 

Рери.., 46,5] РЕ дб [ро убиел 1 

Рура... и, (д. Л Руфи в,рб. 2] Рф, %уб. 1 (7.23) 
=— 

ВАА од. РА рб РЕ. „д 4 

    ОД в. Л РАбфиио би Ри убиеЙ 4 

В определителе (7.23) отличны от нуля миноры второго и третьего 

порядка, содержание. столбец из единиц отак как не обращаются в нуль 

ниноры первого и второго порядка в определителе (6.49). 

Уравнение ( «23) является естественным следствием эквивалентнос- 

ти уравнений (6-19) и Е ЕАОЩНИЯ ‚ что задача второго варианта 

(7.2) совпадает с задачей варианта (7.4) ‚так как ВИК, ЛЕО, 

ори, (оО , Из результата (7:23) следует, что также 

Вера. +О, то есть варианты (7.2) и и (7. 3) невозможны. 

В случае 7=4 , П=3 результат (7. 23 ) задает единствен- 

ное решение ( в эквивалентном смысле) уравнения ДО / А ,аАуД=0 : 

Чек] Шер Че 1 

Фор ЧО УШЛ 1 
У и ивр ФИКИ 1 

фл УМ УК 1 
Прежде чем ‚приступить к доказательству для произвольных значе- 

=0 (7.24) 

ний М и Ю@ „остановимся кратко на частном случае т>й=3 3 

чтобы сравнить результат с тем, который был получен в пятом пара- 

графе . — 

Перепишем уравнение (7.23) для П=3 :



    

Р/еф Руд Орие чи уН  1 5) 

Вороне, Рей ру 1 

Р/с, Руфи иувЛ РЕЙ 1 =. 

Риби, Реми РАёри.. ил 4 

Переставим элементы 2,Х 

Ре аа Л Рае. орд Ребено 1 

Рубин КАубаноевИ РЕЯ 4 | 

Хевбизонй РЕАбеиа РИбоер 24| 

Робер РбинуИ 4     
Поскольку уравнения (7.25) ий (7.26) эквивалентны, они определяют 

( 2, В) как одну и ту же функцию переменной (6,х) . Отсюда уже 

легко прийти к следующему равенству: 

о бро дероьяй без 

Вс 2 [Серая а у, вл Р [сре 4,81] 
  

(7.27) 

Ре е бы кИ РЕ, Л 

где через р обозначены алгебраические дополнения к соответ- 

  

ствующим элементам определителей (7.25) и(7 .26). 

В равенстве (7.27) полагаем Сук бд) = сол 81 , 

(УК Ч и, = сот5 з серии, в) = СО 5Т „то есть бикоируем все 

переменные ‚кроме (2... ,х) : 

Весь ересь = Феероеииль а ВЕория. т» , 

Откуда после интегрирования по переменной (6, получаем звыра-
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жение для функции Р/ери,..ч, 0] : 

В... 17,02] = СИфи.. я, 0] + 

(7.28) 
АЕ КЛ бр «Л р . 

Произведная — //66,0 [2 0,«  и коэбфищиент ВД}. . 0, 

не обращаются в нуль. 

Подставим функцию (7. 28) в уравнение (7.25 ), вынося, из 

первых трех столбцов ненулевой мнокитель В: 

Рено, Песьвл  ПренЛ 1 

Ваз] И Во Л 4 д | 

Ими Прееив ДЕКыииЯ 41| "(29 

Ибн о ПВ буд 4 

В полученном уравнении (7.29) отсутствует зависимость от пере- 

менных 81) : Продифберенцируем это уравнение последовательно 

по переменным (2,%) , (7 СК) : 

Иса. 2 ра. гл Ау К и. #,)] = О, 

что противоречит условию (76,0 (69. 9, ЛО В дойствительнос- 

ти, уравнение (7.29) задает связь между компонентами матрицы 

СК ео, Ву 

ИК, вуоИ и, следовательно ‚функциональное уравне- 

ние ФИА ву, ХРУЛ=О в случае 7125 решения не имеет. 

Заметим, что уравнение РД А 2,8] =0. для /7=и+2=4 

имеет единственное решение (1.6), в то время как уравнение 

ФАК ев] =: @ для И =И2=5 не имеет ни одного 

решения. Из дальнейших исследований станет ясно, что уравнение 

‚которая является подматрицей полной матрицы 

(1.3) не имеет вовсе решений ‚ если /2-М =. Исключение состав- 

ляет единственный случай /И=И+2=4,что дало повод рассмотреть
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феи врио, А] 20 в пяток 

более детально уравнение 

параграбе .



  

$8. Метод индукции : дл» и' 3 

= 

В предыдущем параграфе было показано, что в случае 724 

только уравнение (6.49) удовлетворяет всем условиям задачи и 

может задавать связъ между компонентами матрицы (Т.Г).Форма (6.49) 

обладает тем свойством, что элементы с, е ПЬ_ и дуру 76 

входят в нее совершенно равноправно, то есть перестановки внутри 

этих троек оставляют без изменения уравнение (6.49). 

Далее ‘доказательство будем проводить методом индукции .Возь- 

мем произвольное число №’, удовлетворяющее условию й»п'»3. 

Предположим, что последующие преобразования результата(6.49) для 

случая /277'’*+1 приведут к определителю порядка р’ ‚имею- 

щему точно такое же строение, как и определитель (6.49), в кото- 

рый равноправно будут входить /2’ элементов из множества 776 и 
из 7%. | 

столько же “множества . : 

ГЕрд... ах. см. ®Л / ред. х) р, и] 

Ура р орден а Гру. 2, Еее, 7 

8 зезез о у зв е у за 2 аз 

р. а руин рр. ай 

  Пери При дин Ш тре, Ем] 

Перестановка элементов внутри подмножеств 

778 '= 6/» К, ни $ и 7/8 = 4, Я аки @3 ЕТ, содержащих по 

П’ элементов каждое ‚оставляет без изменения уравнение (8. р. 

Предположим также, что миноры любого порядка до /2’-{ вклЮчи- 

тельно отличны от нуля и не обращается в нуль производная 

Тем Ира, „®, ний: „#1 „Последнее предположение есть обобще-, 

ние свойств определителя (6.49).
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Докажем, что в случае /) >» /2’+{1 преобразования результата 

(8.1) приведут к определителю того же типа, порядок которого 

равен /2’+/ и в который равноправно будут входить /'+1 

элементов (,/, К, (,..›5,7, РЕЙ и п’ элементов 

4,6, Е 78 „Свойства этого определителя будут точно 

такие же, как и свойства определителя (8.Т). 

Приступим к доказательству. Перёставим в определителе (8.Т) 

элементы 2,/? : 

Е т4. буди Л 7 ИЕ гри. „97, „Гете В.Е, ФЛ 

Теории о 
в ао ро уч чо ех 

Ге. ям. „ДИ 1 Пири, ‚„ПЕзт9. ри 

_ (8.2) 

    рен, Предметные, Е 

Уравнения (8.1) и (8.2) определяют, например , (4, как 

одну и ту же функцию переменной (2,5). Из сравнения частных 

производных функции (6,8) по переменной (6,%) ‚ выраженных 

обычным образом по неявным заданиям (8.1) и (8.2), приходим к 

такому соотношению: 

Тору транс Г рфень,и Л 
  — = (8.3) 
о рфрири на РЕ ори о 

а) (174... #, дд Ета. г, у... Л 

— Я 
ГевИеди. ЛЯ П/еа4. иди 
  

/
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где через Г обозначены алгебраические дополнения к соответ- 

ствующим элементам определителей (8.1) и (8.2). 

В соотношении (8.3) фиксируем все переменные ‚ кром 

ра чине) 1 

её еря 29 хм „2 = 

ео и] Сорри ши Собрав Л о 

причем производная сё) ий коэффициенты С . С2 не имеют 

нулей и особенностей. Заметим, что в определителе (8.Т) всегда 

можно ввести несущественное перегопредедление функции 77 ‚ выно- 

ся из каждой строки множитель С:+0 › а из каждого столбца мно- 

китель (20. 

Интегрируя последнее соотношение по переменной (2,4) с уче- 

том сделанного замечания, получаем выражение для функции 7. 

(ера, а 
В 

| 

(8.4) 

= оорией+ Сритрьвииь 
Поскольку в этом случае Тео р9 иди. = ДЕ Е „ии 

И &, 24... 22] ‚соотношение (8.5) можно переписать в 

следующем виде: 

Тре... и. П ее] = (8.5) 

= Рети Тр норми - 

Будем понижать порядок алгебраических дополнений, входящих 

в соотношение (8.5). Продифференцируем сначала соотношение (8.5)
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Иродифференцируем сначала соотношение (8.5) по переменной (,4) . 

Эта операция на единицу понизит порядок алгебраических дополне- 

ний Перри дин и ГА и, ди ‹ Затем 

продибференцируем результат по переменной (/›,/) ,‚ что приводит 

к понижению порядка алгебраических дополнений Пери] 

и еее. м ‚ По такой же схеме продибференцируем 

сначала полученный результат по переменной (А) ‚ & затем 

(А,6) . Будем повторять этот несложный процесс понижения до 

тех пор, пока в соотношении (8.5) не останутся алгебраические до- 

полнения всего второго порядка: 

Проди неИ рено, МКЛ 

| Парри т’ тру, рр 

И   

рб] Грн ме 

    дерби. "Герд, Бин] 

(8.6) 

7$ 2 ыы Пята, ии 

Пребедие] "При дни 

Й 

Ито. ‚, 1, би Гот, р Ее] 

    Пре бр Л [бра в, в]
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Если в соотношение (7. в) подставить выражение (7. 15) Для 

функции "Г ‚ то результат будет совпадать с равенством (8. 6) С 

точностью до переобозначения элементов. Поэтому для функции 

ами можно выписать выражение (7.22), поз- 

торив все предыдущие выкладки: 

Пед, ия 

(8.7) 
= Я ету. и уу О 

Как и раньше коэффициент `@%+О , не имеет особенностей и, 

кроме того, 5. ии О. Подставим функцию (5.7) в урав- 

нение (8.Г): 

Рееиир ее ий... Фероиаи] 

Ред еиьди ии Риби и Рррдеии 2 

еоеоебеыо о о в в Хх © Боро уз 3 то 

Обри РИФ. „о бмии .„.. Род ,бмй 2] 

Ред. ЕШИ ит Ро Е Бир. „Л .. ‚Орде, бий? 

1 4 {в 1     
В определителе (8.8) отличны от нуля. все миноры до поряд- 

ка /^’ включительно. содержащие строку из единиц. Заметим 

также, что в определитель (8.8) равноправно входят /2 ‘+. эле- 

ментов И, Е776, Перестановка любой пары элементов 

из эчой группы приводит только к перестанозкам столбцов опреде- 

лителя и потому оставляет неизменным уравнение (5. 8). 

Дальнейшие преобразования результата (8. 8) будем проводить 

по уже хорошо знакомой схеме. Перставим в определителе (8.8)
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элементы Е, ; 

Ре ЕРЫЕЛ Рене 1,,, Рен ВЕТ 

Ин ие .5] РИ ее и, ен 

ехссвы се хх 

(8.9) 
ош 

Е би ,.,, ры 

Рен иЕр и Роу. уиЕИ. „Л, ‚’ ВДрде МЕХ И 

1 4 ... 4 
4 

  
В силу эквивалентности уравнения (8. 8) и (8. 2) определяют, напри- 

мер, (/›>х/) как одну и ту же функцию переменной (2,=) „Сраз- 

нивая частные производные ‚легко получаем 

Ре 9. ‚‚ 6, ии. „Л Ру... рии 

сео 
  

= (8.10) 

Фора Рив ыы 

Ре. ИЕР Л Рау... Е. 

|   

Роли Рф ЕРИЕИ 
где через Р обозначены алгебраические дополнения к соответствую- 

щим элементам определителей (8.8) и (8.9).Полагаем в равенстве 

(8.10) все переменные ‚кроме и ии...) ‚ некоторым постоянным: 

Вело (4, ми, = 

- Ве поли и дир ВЕ д г И. т] > 

причем //С2,9) О, И.О, Р+О, Поскольку из каждой 

строки определителя (8.8) можно вынести множитель И:%0 ‚ удобно 

провести несущественное переопределение функции Ре и после 

интегрирования последнего соотношения по переменной (6›Х) запи- 

сать такое выражение для бункции р
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Р/сеч... аи о САБиу о), вии 

  

(8911) 

+ Пей АВЕ ги , 

Используя выражение (8.1Т), перепиием равенство (8.10): 

В/е и, чи.. Л Нек. — —_ 

_— И Ри ии о Руфи ЩЕ РД = 
А 

(8.12) 
В/ед. и, Е.Л] 
  х Ва. ие ИЛ Ру... 8, арии] , 

Ва, ЕЙ Ш 

Будем понижать порядок алгебраических дополнений, входящих 

в равенство (8.12), следующим образом.Продифференцируем сначала 

равенство (8-12) по переменной (у, ‚ Это приведет к понижению 

на единипу порядка алгебраических дополнений 

Вени И и Рени . 

Затем результат продифференцируеи по переменной сАзв) ‚ что при- 

ведет к понижению порядка алгебраических дополнений. 

бий. и Си, ЕР, „Далее дибференцируеи по- 

лученный результат сначала по переменной СА,у) ‚ а потом Фу) 3 

что приведет к понижению на два порядка всех алгебраических 

дополнений. Продолжая этот несложный процесс понижения, приходим 

к такому промежуточному равенству:



Н 

© Веди] 
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Руди бир 1 РВ а, ии.=Д 1 

Од бру Варе вириз 4 

О Е 
  

о ВДяб. вм ит 

ВИ, Е и ЕЛ 

  
Ре биреь Рави] 4 

РИ бийетИ Рафи вирт 1 

РАрд о буи] РЕрфены, Ему. 4 

Ре, ЕЙ Ки ив 4 

Рио, еЕУ 5] Федриви и 1 

Вр. бер РАриЕРееЛ 1 

  
= (813) 

  

Вс. вии еЛ   
речи, бек Рим 4 

Р/седи и, бе ь.. Л РДеди ив 4 

Рронии би Ру, мЕ. Л 4   
Продибберенцируем равенство (8.13) по переменной { 5, 6” ):
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| Реебн, би] Рив иЙ 4 

Ред, бу... Ре, ЕШЬ. 4 

РЕру. в, бу 5Л Вр МИЛ 4 | 

4 

4 

  И 

| Рад, ‚1, БИ 
ВИСб ими, 

тии Врач, ии 

  

(8.14) 

Ри ОЕ Вл МЕРИН 4 

Рио, беееИ рЕтфеиивииы] 4 

Вр, би РАрд. УМЕЛИ 4 

1 

4 

Вт 9 МЕРИ 

Веру мЕЙ 
Й, наконец, продифйеренцируем разенство 8.14) по переменной (2,67); 

Вань ИЯ   

  

Вии ВАТ ЕДУ = вии. 
  

Вед ВумУ. Л. РГО #, би. РРв ен #, Е 

| (8.15) 
Верь БУЛ Вени и Ри ри ° ` ° 

  

Веди, ВИ. Референт 

Сравним выражения (6.5) для функции ДИ иудеи и (8. ТТ) 

для функции Ве, хм а также уравнения (6. 6) и (8. 15) 

Замечаем, что обе задачи по нахождению функций Л и Р совер- 

шенно эквивалентны ( совпадают с точностью до переобозначения 

функций ). Для р` имеют место два выражения, Первое из них 

можно выписать в соответствии с формулами (6.52 ) и (6.253):



РЕ $1, Ед. Л - Са [Сб Ем УЛ + 

+, и] Керр Е  + 
| (8.16) 

+ С /СЕ, Бик, (бе, Бир. 1 И’, Дефеи ре [9 дли /= 

= Сан 2% Уи, 2+9, &, бе а мии / 

причем выполняются дополнительные условия (6.26) и (6.31): 

Чери, БМР Е Я [Се МЕ РЕД =, (8.17) 

Ее), (феи, ШИ. ии Со ИЕИиЕ д Ден и, УЛ = 

4 э8. 7 ^ д, г а мм}, (8.18) 
Ом Е РИ И офи 211 . . , 

Кроме того, коэффициент Вир представляется в 

виде произведения (6.30) : 

Вии = Не ДИ нии] ‚(8.19) 

Подставим функцию (8.16) и выражение (8.15) в равенство (8.14):
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Ве и, були. Речи, в.) 4 

Ре буи Веер, Ем. 1 

Ррди и, м У Р/ре.. 27, Е ХЛ 4 

|   

Ре... гриле Е 

Ре „1, бе. тЛ Ве МЕЙЛ 4 я АИТ (8.20) 
Рефери Рени, МЕР КИ 1 

Рру. и, бЕм.. Л Пример 4 ° 

172 иорериа- Рим. ‚Л 

Функция бе4, ‚9, Е] ‚ как легко понять из обозна- 

чения (8. 16) и дополнительных условий (8. 17) И (8 18), связана с 

функцией . РАМЕ с переставленными элементами 

Е следующим соотношением ; 

Ред м Е. 2] == ав. 27, Бр Рея 2, Ему. + 

+ ЯД 9..5, Бор РЕ 27, БИ 27 е 

Равенство (8.20) В этом случае может быть преобразовано к виду: 

Веди, бир.. 2 - Иди, бЕИ. Л Вим 4 р 

Рреобыи ие - ребру, Ред вмии У 4 |=0. 

Пре. бий. Р/рв. на, бе, Вера. д, ‚Ему. Л 4 |
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Уравнение (8.21) совпадает с уравнением (6.57); совпадают также 

выражения для функций Л и Ю ‚что видно из обозначений 

(6.33) и (8.16).Таким образом, 008 задачи эквивалентны и можно 

использовать результат (0.44) уже решенной задачи: 

Рено, Ем, И = фио,ври 

«ПЕ. 2Л- Пер + Ен, ее}, 

где, в соответствии с обозначением (6.43), 

ГСС ее, УЗИ = БТ фе БУЛ + 

+4 [9 , Е ТИ, Е ИЛИ ИЛ 5 

причем ее, Ери И © ‚Полное выражение для функции 

РЕ еКИ]  „согласно обозначению (8.16),будет таким: 

РА ео, Ем. (|= Сиам, Би. Л + 

Ге, ии фи а [бен БМ ыТ. (8. 22) 
+   

Веди, КА Нан ид 2/7 

Подставим функцию (8.22) в исходный определитель (8.8): 

Пре о Порри Пров ионьей 4 
Ри АинТ,- ,,., ‚Ирербиуии 9 рул т. 1 
оесье ебибебх во рее ес |0. 

При ЕЛ ,.. прай. „ЕР ров. ЕР ый 4 (8. 25) 

Пей р]... ИДей и вуир И Пра И ими 4 

4 ,, 1 1 О    
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В определитель (8.23) равноправно входят п'+4 элемент 

А ЕЙ и ‘+4 Элемент 44/0, у, 0,416, Е, © 76 Ве 

Перестановка любой пары индексов внутри этих я рУНи оставляет без 

изменения уравнение (8.23) Строение определителя (8, 23) совпадает 

со строением опре делителя (6. 45). Любой минор в определителе 

(8.23), окаймленный снизу строкой из единиц, а справа столбном 

из единиц ‚отличен от нуля. | 

Второе выражение для функции Ре, ЕД. 

можно выписать в соответствии с формулой (6.48): 

Ре. &, И] = Сани, Ем А+ 

ПЕ. Л иди г/в, ЕАО 

  

  

——. ‚(8.24) 
КРАЩЕ ии 

где согласно обозначению (6.47) 

ве, ЕЙ: #7 = ИЕ, М... #7 + 

///СЕ, и), Суеи 9, ЕЛ ВС И, ЕУ. ит), 

причем Бо, ит ЕО И ТД“ 24 о, ЕР ЕЛ О. 

Подставим функцию (8.24) в определитель(8.8): 

Гейне аЯ „,, Тай рик Три Л 

ГИСоИ рун тит Пай др] Грай на ‚У. и] 

Фу орз чбууууу о обе буУу розу ое асвц (8. 25) 

Ги, р аа ИД ии? Л Урай &, Е Л 

  СЧ, б,мр., т] Разг е Гей нии Ирой и



- Ин - 

Строение определи-телей (8. 25) и (6.49) ‘одинаковое. В уравнение 

| (8. 25) равноправно входят /2’+{ элемент СА, 4,.,.›5, 7, © ПЪ 

и И’+4 элемент ХР, ›у»6» ревия бу, Е 78 . Легко понять, что 

всё миноры определителя (8.25) до порядка Я‘ включительно от- 

личны ят нуля. 

Напомним , что задание связи между компонентами матрицы 

(т. Г) с помощью двух различных уравнений (8. 23) и (8.25) за - 

висит от значения коэффициента ВАЙ ки, кин. 

Если Фа, хи. ШМ=0 ‚то связь задается уравнением (8. 23), 

если же еде, Хр ЛЕО, то уравнением (8.25). Однако, 

легко показать ‚, что в рассматриваемом случае /7>7 /1'*1 

коэффициент ВИЙ. ии, (р... т)] не обращается в нуль. 

Предноложим, что Вий Л =О ибррйииау О. 

Тогда при перестановке элементов /7,4 уравнение (8.235) пере- 

ходит само в себя: 

Первое, „рвы ГА. ил 1 

Приду]. Перй рр При в. ву, И 4 

чаазаска ух ив стевевоасаикьакяй в чек «к ачькк бас чак каскялаль бах ааа - (8.26) 

(рИ ву. БЛ... арен Е Пре ЕРиЛ 1 = с 

(Иер ди .., Пери му ит Прими 4 

1 | $. 4 0. $97 
    

В силу эквивалентности уравнения (8.23) и (8.26) определяют 

(в) как одну и ту же функцию переменной (2,%) . Из этого усло- 

вия легко получаем равенство:
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Пао и, ду. Л ПЕЧИ 7 (у, 

  

П СорИЕЧ И. „ВУ „иЛ ПИЯ #1 Ви Л 

  

(8.27) 

Пса ерй ии #, Кид ИИерА >. 2, хи„тЛ 

= 2 

Пер ерв = в дут ПЕРИ 9 Ут 

где через П обозначены алгебраические дополнения К со0т- 

ве’тствующим элементам определителей (8.23 ) и (8.26).В равен- 

стве (8.27) полагаем все переменные ‚кроме Ссдйни, Жи.) , 

некоторым постоянным: 

Пе ай #27 #, ди — 

= Де СЕВ рр иг 27, ИИ, 7, хи. г |, , 

причем Иерей и, УИ О, а также ЕО ‚ РУО. „После 

интегрирования по переменной (6›х) получаем выражение дия 

функции // А и: 

Геи. ви Л = ОД, у. /,(9И ги ТН (8.28) 

ДЕ ни, ИЕ, пере И неги . 

Перепишем равенство (8.27) в более удобном для дальнейших рас- 

суждений виде:
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Печ... #, (у, Пер... Э,вУ.ТЛ 

  

С Расе р У) (0 (6 А.Л Пери] Пел @Р вЫ) 

Пей „рун Л Пеерй ен, 27, дул 

® 
  

П сор рй 8, Ву’, ЛП СЯ ге ых, жи, 2. *Л 

Используя выражение (8.28) для функции Педру] ‚ будем 

понижать порядок алгебраических дополнений, входящих в равенст- 

во (8.29) по уже знакомой схеме .Продибференцируем равенство (8.29) 

сначала по переменной (/,*). Эта операция приведет к пониже- 

нию на единицу порядка алгебраических дополнений 

Пейн ру. и Дер. и,ви..'Т. Последующее диф- 

ференцирование по переменной ( ‘#0 уменьшит на единицу поря- 

док алгебраических дополнений ПИ, Кр, и 

ПГерй ни, Л .Далее дифференцирование по переменным 

(№7) и (Ё,6) приведет к уменьшению на два порядка указан- 

ных алгебраических дополнений. Повторяя этот простой процесс 

понижения порядка , приходим к равенству, в котором останутся 

только алгебраические дополнения третьего порядка: 

Пеле Ирой, ре 

Пей иь, Е Л Пей иими и] Пройирире 4 

| 4 з о 
  =(8.50) 

Пей, ЕЙ ГПДрф йе, Е. 1] 3 

Пре иди ева (При уирие 1 

| | 4 4 0



И 

— 11% — 

Пере ее Приди 4 

О Пери. бут Пар. вий 4 

, , , 

  

Перерва ЕЙ 4 
(8.30) 

Перри ру Птрй-н р При 11| 

1 1 0 

Легко убедиться в том, что равенство (7.6), которому удовлетворя- 

ет функция Пери, бк ий равенство (8.30), которому 

удовлетворяет функция Пн, ЕР] `, совпадают. То есть 

066 задачи тождественны, поэтому можно использовать результат 

первой из них.состоящий в следующем.Если Вии. о, 

то необходимо должно быть Фрй но, ри + о, Не существу- 

ет функции Иды, ЕИ. (ГЛ , удовлетворяющей разенству 

(8.30) ий исходным условиям задачи. Коэбфициент 

о бр отличен от нуля для всех элементов 
РЕТЬ „кроме, может быть, элемента $ . 

Таким образом, уравнение (8.23) первстановне элементов [2,9 

не сохраняет своей формы и переходит в уравнение
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Г[@рй „УЛ Гери, иду Л Прив. Л фатт 

Г[ерй ге 8, рр. Л ти Герй „ви. Л Прем вр. 

- (8. зТ) 
2 

фбукоео ро ао оробг ооо ев ууехйк оу фо нев ее Бероева ка ево 

Гери, ЕЙ, Я : Терри , Ен При и 
Ч: & 

  Прием ..,, рии, Порно уиииИ 

Поскольку коэбфициент Чей уму ,м] ео зУРавнение (8. 51) 

сохраняет свою форму при перестановке элементов %,р „Эта 

задача в свою очередь совпадает с другой задачей, когда урав- 

нение (8.25) при перестановке элементов /,4 сохраняет свою 

форму ‚то есть переходит в уравнение (8. 5Т) 

В силу эквивалентности, уравнения (8.25) и (8. 51) определя- 

ют (6,8) как одну и ту же функцию переменной (с, “) ‚ откуда „сра: 

внивая частные производные , приходим к равенетву: 

ео йе и. ай Я 

  |] 
ев и ВИЛ Е суб (8.52) 

Те Серии К" РЕ, 9,54] 
==> 
—   

Те [(ёрё... м Пер... ив. 7 

Г’ 

где через обозначены алгебраические дополнения к соответст- 

вующим элементам определителей (8. 25) И (8. 51), 

заметим, что задачи (8.3) и (8. 52) совершенно одинаковы. 

Поэтому для функции ПА ищу. Л сразу можно выписать 

выражение (8.7): 
^ 

ей дук = 

= РИА ии - рб. Ку , 

которое следует подставить в уравнение (7.25):
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Вес и, РА Рив] 

Рей ву ВМ Прииири и Ррииирии 

что гово ча селах чека за а вт ата зе го 

РЕЙ, ЕЙ] ПИ у: ИЛ Рина, Г) — 9 

—_ (8.33) 
Ор... вии (аа, РАри эми РИ ии] ` “^ 

4 | 1 4 : 
ба 

  
В определителе (8.355) отличны от нуля все миноры до порядка 

‘"'+т{ включительно, содержащие строку из единиц. Порядок 

определителя (8. 35) на единицу больше порядка определителя 

(8.9). В него равноправно входят /2’*@ элементов 2/9 А,(,... 

35, р, д © ИБ и 7”; элементов #6, 5... Ем ЕТЬ 

Рассматривая переход уравнения (5. 23) в уравнение (°. 51) 

при перестановке элементов /2, $ и инвариантность последнего 

относительно перестановки 7, можно, очевидно, прийти к 

тому же результату (8.35), который инвариантен такие и отно- 

сительно перестановки элементов р, 4 Это означет , что, на 

самом деле, должно быть др © и уразнение(8.25) 

является единственно возможным выражением связи между компо- 

нентами матрицы (Т.Г) в случае /7>и'’+{. 

Итак, методом, индукции показано, что для любого Я’, 

удовлетворяющего условию 2 2/’>3 , уравнение (1.3) запиеы- 

вается единственным образом в виде обращения в нуль определите- 

ля \8.т) ‚В уравнение (8.Т) равноправно входят /2’ элементов 

из каждого множества И и 76 , воли 779, Кроме того, 

единственно возможным является уравнение (8.8), в которое раз- 

ноправно входят 7'’+{ элемент из множества И и ”’ эле- 

ментов из множества 7 . Единственность уравнений (5.Т) и
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(8.8) понимается В эквивалентном
 смысле + 

<
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$ 9. Варианты 72 =И’. тЕП>?И'ЕЛЯ-1 

Если /22И=И’ , то в соответствии с единственно возмож- 

ной записью (8.8) ‘связь (1.5) будет задаваться уравнением 

  

Оден и, Ру. и], ДД туй... 2.0] Прив 

пара вЛ Юбер ВЛ о Рае, ОИруйн, АЛ | — “АТР и ‚... 9 ПР т) 

рису, ‚8, Л РД д ‚„›, Л. ‚ар ‚8, Л рва 

1 1 и 1 4 

Для  учая т=иИ+1 результат (9. р уже задает един- 

ственное решение (12) функционального уразнения (т. 5) .йсли 56 

ттп+Т , необходимы дальнейшие преобразования. 

Переставим в определителе (9. р) элементы /7,$ф : 

Рег. ни, Л ВД ри, .. В И 

ИИ И При И АЛ реет 
ро рее ееее стезевескеке сс сссес 

рой ты рН. ‚и, ‚‚ Оерй и, т Ррарв 7 

1 4 ра 4 1   
(9.2) 

== 

  
Уравнения (9. Ли (3.2) в силу эквивалентности определяют (р) 

как одну и ту Же функцию переменной (6,х) ‚ откуда следует обыч- 

ное равенство:
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Рае чй „‚ 9, Л ВД дни, д] 
  

Вей вв Рейд 

Ре ерй. ив, Вер 
  = , (9.3) 
_Рериаре есь ВЯ РЕерь р 

зевая 

где через р _ обозначены алгебраические дополнения к соответ- 

ствующим элементам определителей (9.1) и (9. 2). В равенстве. (9. 5) 

полагаем все переменные , кроме с. (9, х) ‚ некоторым постоян- 

НЫМ: 

Е Л = ДеаШЕЙ ии, аЛ ВИ. Л, 

причем Ис) 0 и ВО. Интегрируя последнее соотношение по 

переменной (6,5), получаем выражение для бункции ©. 

Р/Ечй 211 2,1] = 

АЕ, ВИ, + Син, , (9 4) 

Подставим функцию (9.4) в уравнение (9. г) ‚ВЫНося из каждой 

строки ненулевой мнонитель | 

ДЕ „Л ИА и, Фе Пер, ИИ %, х)] 

ПеАиьвЯ И „„., Идей сьвЯ Инн, || (9.5) 

ВДВ ыхИ Ире... Пре 5Л ПЕРА 

4 1 4. 4  
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В и (9.5) отсутствует зависимость от переменных 

(9,4... : . `Продибберенцируем это уравнение последова- 

тельно по переменным (2,х/) , ине СТ : 

Пе, Иру ив] ее 9, О. 

Это противоречит необходимому условию ее, и, ЛО. 

Уразнение (9.5) фактически задает связь между компонентами под- 

матрицы матрицы (Т.Г) „Поскольку такая связь невозможна , уравнение 

(1.5) для случая. т>и+1 >24 решения не имеет . 

о Рассмотрим теперь другой случай, когда #72 =/ >/2*= п-т 

Уравнение (8.8) записывается в следующем виде 

Рае ВЛ о Рей Юре 

Вертел Ре ..,, РЕЁ 2 В ре 

сесхесск чё Селе есске ге ехкеж ет ксс ее 

Ри»Зл Ррел ..., рее би, ел |=. 

РЕЛЕ РЕЬАЗЛ .... РЕБАЗЛ РЕ, АЛ 

1 1 лет 4 1     
В уравнение (3. 6) равнойравно входят 7/72 элементов из множества 

77 

зования результата (9,5) обычная.Сначала переставляем элементы 

А» : 

и 77-1 элементов из множества 76 . Схема преобра-
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РекАЛ РЕМ .., ВЕЛИ  РЕЗчАН 

РевАЯ РЕВ 0... РАМ РЕевМ 

вру бару ОБЕ сЕКСкКвЕ С ессессс ссс 6Е бе ЕЕ 

Ре,» АЛ Вира АЛ „., РЕжАЛ Ре, еАЛ 

рехАл РЮреАл .... ОЮБЗАЯ РЕАЛ 

1 в ие 1 4 

(2.7) 

    
В силу эквивалентности уравнения (9.6)и (9.7) определяют (Я) 

как одну и ту же функцию переменной С. Из сравнения част- 

ных производных, выраженных по обычным правилам из неявных зада- 

НИЙ (9.6) ий (9.7) ‚легко получаем: 

Рееиеел Ред бери АЙ РЕСЕАЯ = 
= 2 (9.8)   

Вор [ря Ри] р со ГорА АЛ РЕС,ЧАЛ 

* 
== 

где через 2 обозначены алгебраические дополнения. Полагаем в равен. 

стве (9.8) все переменные ‚, кроме (6,7) , некоторым постоянным: 

Рес еик = еее ФЕИ , 

откуда после интегрирования по переменной (6,х/ получаем выражение _ 

для функции РАС.



- 125 - 

РЕ = И Ве, % С (СЕЛ . (9.9) 

Производная ее, СЕ, х)/ И коэффициент Все, Л 

отличны от нуля . Используя выражение (9. 3) ДЛЯ функции С/С, {Л 

будем понизать порядок алгебраических дополнений, входящих в ра- 

венство (2. 8). Схема понижения повторяет ту, которая была при- 

менена к равенству (8. го). результате получаем следующий аналог 

равенства (8. 14): 

| О/ег, №] РИиЁхеЛ ВКЛ 

Рие,.АгЛ РЕАЛ МАЛ 

1 и 1 (9.10) 

Весеа рр, Аыл- Ред _ 
Н 

  

Р/е,жАЛ ркБжАЛ РЕАЛ 

Резо РКЕХАЛ Ре АЛ 

4 11 

ВЕЛ -АЛ- РАД? 
и после дифференцирования по переменной СЁ, ) 
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ВСЕ, = Ри, АЛ - РЕАЛ 
  

ве РЕ Льй-оьдьй (9.11) 

_ ВЕЬ БВ бе АЛ - Рем 

_ в с РИС АЛ - РЕАЛ 

  

Задача по нахождению функции ОЕ, АЛ ‚ удовлетворяющей равенст- 

вам (2.10), (9.ТТ) аналогична, задаче по нахождению функции 

Ра, Ем», о удовлетворяющей равенствам (8. 14) и (8. 15) 

Поэтому сразу можно выписать два выражения, не сводимые друг 

к другу › в соответствии с формулами (8.22): 

РАеьеАЛ = Фе - ЕЕДЛЛ — (9.12) 

и (8.24) | 

Юре, АЛ = Феи ел . (9-13) 

Подставляя функции (9. 12) и и (9. 13) в определитель (9. ‚6), полу- 

чаем два независимых. решения (т. 8). и (т. 9) функционального ураз- 

нения и 5).



Зилрюгение
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Некоторые следствия и замечания 

10 В основной части данной работы найдены все возможные 

решения функционального уравнения (1.5) для 71=7028 з 

т=Ии+1 23, т=Ика= и доказано отсутствие решений 

для других пар значений /2 и № «Используемое соотношение 

7 > 7 ‚вообще говоря, несущественно и введено для исключения 

многочисленных оговорок. Результаты естественным образом могут быть 

распространены на  вс6 возможные значения чисел 17722 „пП22. 

. Для наглядности полную сводку решений уравнения (Т.3) 

удобно представить на следующей диаграмиые: о 

      

  

На диаграмые точной отмечены единственные решения ( в эквивалент- 

ном смысле), крухочком с точкой в центре - двойные решения. В заш- 

трихованной области решения отсутствуют. | 

20. Результаты, полученные в работе, могут быть использованы 

для аксиоматического построения эвклидовой и симплектической геомет 

рии, а также геометрии постоянной кривизны [10] „Для этого вы- 

пишем решения (Т.8),(1,9) при дополнительном ‘условии совпадения 

множеств /6 и 76 , полагая, например, (=9./=В,.,. = :
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| @& 4: ,, и 1 

и Ч... Ч 1 
така жае аа зожьния Бали пач ники 9 =0 

Ч Су & вгу Язи 1 

{ 4 ева! 4 О 

(с Че 5.,,, СЕ 

(ИР Я; або Чу 

=о р 
песке сь кессс сос е ТЯ 

бе бо... @9% 

где и = ФЛ ‚ Основные соотношения для эвклидовой гв0- 

метрии и геометрии постоянной кривизны получаются из выписанных 

решений если С/ = Суг  ,‚ Че =@ ‚В случае же Су=-бус, 

СЧ :Г=0 эти решения задают основные соотношения для симплектиче с- 

кой геометрии нечетной и четной размерности соответственно. 

30.В настоящей работе принцип феноменологической симметрии 

рассмотрен на двух множествах Иби 7 . Этот случай являет- 

ся одним из вариантов логической схемы, предназначенной для ма- 

тематической формулировки основной идеи теории физических струк- 

тур - идеи „равноправия“. На нем можно увидеть и понять характер- 

ные особенности излагаемого математического формализма. Однако, 

для того „чтобы описать с единой точки зрения все возможные 

. но 
физические теории беномелогического типа ‚необходимо рассмотреть



= 
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исходный принцип беноменологической вимметрии в его наиболее 

общем виде [ 31. 

В обобщенной формулировке задана числовая функция, определен- 

ная на прямом произведении не двух. а . вообще говоря, р 

множеств: /76и^ /162к..к716х> К, то есть каждому элементу<4и (2... (к> 

_ из 112,776 К. х ИВ К ставится в соответствие действительное 

число ` ба бе) ь Кортехжу из прямого произведения 

каких 778/”“ будет при этом соответствовать чис-- 

лозая матрица размера 1/7. х/72гх...х к ‚ между компонентами 

которой существует связь ‚имеющая универсальный характер, то есть 

выполняющаяся для любого кортежа. Необходимо найти наиболее общий 

вид такой связи. 

В работах, не включанных в данную диссертацию, удалось пока- 

зать, что пи К=3 ( тернарные отношения) физические структуры 

существуют Лишь как  привиальные аддитивные соотношения. Это поз- 

воляет понять исключительность бинарных отношений ‚рассмотренных 

в данной работе. 

40 „Как известно, в настоящее время понятие симметрии прочно 

воило в современные физические теории. Так, например, физический 

аспект теории представлений групи состоит в учете и использовании 

соображений симметрии, связанных с разлиными физическими процес- 

сами. Рассматриваемые в настоящей работе структурн представляют 

`в060й математические объекты, выражающие суть нового типа симмет- 

рии - симметрии относительно выбора конечных подмножеств. Этот. 

тип симметрии позволяет ввести в физику понятие физического зако- 

на. Физический закон есть функциональная связь между измеряе- 

мыми на опыте величинами. Среди различных функций, возникающих 

при описании физической реальности, можно выделить такие, кото- 

рые задают соотношения , обладающие феноменологической симметрией
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вид которых не зависит от выбора физических объектов. Эти соот- 

ношения и задают физические законы феноменологического типа. . 

Возникает вопрос ,‚ насколько разнообразными могут быть 

соотношения обладающие феноменологической симметрией?, Оказызвает- 

ся ‚, что требование беноменологической симметрии является настолько 

общим , чтобы охватить многие разделы физики, и в то же время 

настолько цестким ‚чтобы при заданном ранге симметрии ( значении 

т и Я ) привести почти однозначно к конкретному выраже- 

нию физического закона.
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