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О тзы в о книге ’’П олим етрические геом етрии”

Метрическая точка зрения на геометрию, возникшая в 19 веке в ра­
ботах Гельмгольца и Пуанкаре, тесно связана с групповой концепцией 
геометрии Клейна. Принципиально важная теорема автора книги уста­
навливает эквивалентность обоих классических подходов к геометрии. 
Другой традиционной чертой геометрии всегда была симметричность 
расстояний (как в случае евклидовой, псевдоевклидовой и гиперболи­
ческой геометрий) или антисимметричность (как в случае сиплекти- 
ческой геометрии). Теория феноменологической симметрии Ю.И.Ку­
лакова, создавшая достаточно общую концепцию расстояния, позволила 
автору доказать, что с точностью до естественной эквивалентности все 
метрические геометрии симметричны или антисимметричны.

Далее, с точки зрения теории Ю.И.Кулакова, метрические геоме­
трии вообще составляют частный случай его ’’физических структур” , 
охватывающих все ’’элементарные” законы физики. При этом Ю.И. 
Кулаков заметил, что в основании термодинамики лежат две метри­
ки, к которым Г.Г.Михайличенко прибавил третью. Полученные та­
ким образом три метрики позволяют дать геометрическую аксиомати­
ку термодинамики, принципиально отличную (и, как я полагаю, более 
простую), чем известная аксиоматика Каратеодори.

Автор книги, Г.Г.Михайличенко, дал в свое время полную класси­
фикацию ’’однометрических” физических структур, представляющую 
выдающееся достижение исчерпывающей математической классифика­
ции. Полиметрический случай гораздо труднее, и пока имеются лишь 
первые результаты, составляющие основное содержание рассматрива­
емой книги: изучаются простейшие двуметрические и триметрические 
структуры. Одна из последних составляет логическую основу термоди­
намики.

Аспирант Г.Г.Михайличенко, В.А.Кыров, написал приложение об 
алгебрах Ли, связанных с трехмерными геометриями.

Книгу Г.Г.Михайличенко можно смело рекомендовать к изданию 
как по ее содержанию, так и по математическому мастерству.

Доктор физико-математических наук А.И. Фет.
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В ведение
Для иллюстрации феноменологической и групповой симметрий в гео­
метрии, а также связи между ними, рассмотрим сначала однометриче­
скую плоскость Евклида. В декартовой прямоугольной системе коорди­
нат (х,у) квадрат расстояния p(ij) между любыми точками i =  (x(i), 
У(i)) и j =  (x(j),y(j)) задается функцией

f{ij)  = P2{ij) = WO -  W ))2 + (W) -  vU))2- (!)

Возьмем четыре точки i, j, к, l и запишем для них шесть значений 
метрической функции (1): f{jk),  f (j l) ,  f(kl).  Хорошо
известно, что шесть взаимных расстояний между любыми четырьмя 
точками евклидовой плоскости функционально связаны, обращая в нуль 
определитель Кэли-Менгера пятого порядка:

0 1 1 i 1
1 0 /(*i) /(W №
1 /(*i) 0 f ( jk ) m )
1 f(ik) f ( jk ) 0 f(kl)
1 m m ) f(kl) 0

Геометрический смысл соотношения (2) состоит в том, что объем 
тетраэдра с вершинами, лежащими на плоскости, равен нулю. По тер­
минологии Ю.И. Кулакова [1] соотношение (2), справедливое для любой 
четверки <ijkl>,  выражает феноменологическую симметрию евклидо­
вой плоскости.

По метрической функции (1) можно найти множество ее движений, 
то есть таких гладких и обратимых преобразований

х' = \{х,у) ,  у' = <т(х,у) (3)

плоскости, относительно которых эта функция сохраняется. Действи­
тельно, если преобразование (3) является движением, то для функций 
Аист получается функциональное уравнение

(А(г') -  A (j ) )2 +  (<r(i) -  <r(j))2 =  W O  -  W ) ) 2 +  ( W )  -  V(J) )2 >

все решения которого могут быть найдены чисто аналитически:

\{х, у) =  ах -  eby +  с, 1
сг(х, у) =  bx +  say +  d , J ' '
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где а2 + b2 = 1, £ = ±1.
Множество всех движений (3) с функциями (4) есть, очевидно, груп­

па, выражающая групповую симметрию евклидовой плоскости. С дру­
гой стороны, трехпараметрическая группа преобразований (4) коорди­
натной плоскости (х,у) задает на ней по Ф. Клейну [2] евклидову гео­
метрию.

Выясним теперь, имеется ли связь феноменологической и групповой 
симметрий для плоской геометрии с метрической функцией

Д О  = f (x( i) ,y( i ),x(j ) ,y(j )) ,  (5)

обобщающей выражение (1). Жесткая фигура на плоскости при любом 
разумном определении понятия движения имеет три степени свободы. 
Возьмем фигуру из четырех точек г, j , к, /, каждая из которых задается 
двумя координатами, а вся фигура, соответственно, восемью. Шесть 
значений функции (5) для этой фигуры должны быть зависимы, так 
как, иначе, при ее движении число степеней свободы будет равно только 
двум: 8 - 6  =  2. Таким образом, для любой четверки < ijkl  > должна 
существовать функциональная связь

®{f{i j ) , f{ ik ) , f{U), f { jk ) , f{ j l ) , f{kl ))  = 0, (6)

выражающая феноменологическую симметрию плоской геометрии с ме­
трической функцией (5).

Аналогичные простые соображения приводят к выводу о том, что 
если имеет место связь (6), то существует трехпараметрическая группа 
движений метрической функции (5):

х' =  \{х, у, а1, а2, а3), 1 .
у' =  СГ(х, у; а1, а2, а3) , /

относительно которой она является двухточечным инвариантом, удо­
влетворяя уравнению

f { x '{i),y'{i),x'{j),y'{j)) = f{x{i),y{i ),x(j) ,y(j )) .  (8)

Множество всех движений (7) определяет групповую симметрию плос­
кой геометрии с метрической функцией (5).

Заметим, что приведенные выше соображения о связи феноменоло­
гической и групповой симметрий применимы не только в отношении
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плоскости Евклида, но и в отношении других плоских геометрий (плос­
кости Лобачевского, плоскости Минковского, симплектической плоско­
сти, двумерной сферв1 и т.д.).

Г.Гельмгольц в его знаменитой работе ”0  фактах, лежащих в осно­
вании геометрии” [3] высказал предположение, что метрика п-мерного 
пространства не может быть произвольной если в нем твердое тело 
имеет п(п +  1)/2 степеней свободы. Но в таком случае между всеми 
взаимными расстояниями для п +  2 точек твердого тела должна суще­
ствовать функциональная связь, так как при ее отсутствии число степе­
ней свободы (п +  2)-точечной жесткой фигуры с общим расположением 
точек, движение которой однозначно определяет движение всего твер­
дого тела, уменьшится ровно на единицу. Поэтому естественно было 
предположить, что и феноменологическая симметрия п-мерного про­
странства невозможна при произвольной метрике. Для п =  1 и п =  2 
это было показано в работах автора [4] и [5], а для п =  3 -  в работе 
В.X.Лева [6]. Заметим еще, что задачу определения всех плоских (п =  2) 
геометрий, в которых ’’положение фигуры задается тремя условиями” , 
впервые четко сформулировал А.Пуанкаре в его известной работе ”06 
основных гипотезах геометрии” [7]. Классификация таких геометрий с 
невырожденной метрической функцией (5) будет проведена в §6 основ­
ной части.

Задание метрической функции определяет геометрию простран­
ства. Действительно, по этой функции можно найти полную группу ее 
движений, относительно которой она является двухточечным инвари­
антом. Групповая же симметрия лежит в основе ” Эрлангенской про­
граммы” Ф.Клейна [1], согласно которой геометрия есть теория инва­
риантов некоторой группы преобразований данного многообразия. Тем 
самым метрическое и групповое определения геометрии оказываются 
эквивалентными, что отмечено автором и G.P. Wene в работах [8] и
[9] соответственно. С другой стороны, в геометрии обнаруживает себя 
так называемая феноменологическая симметрия, на которую впервые 
особое внимание обратил Ю.И.Кулаков [1], сделав ее основным прин­
ципом своей теории физических структур [10]. Сущность же феномено­
логической симметрии п-мерного пространства состоит в следующем: 
имеется функциональная связь между (п +  1)(п +  2)/2 взаимными рас­
стояниями для любых п +  2 точек.

Рассмотрим, далее, множество состояний некоторой термодинами­
ческой системы. Каждой паре состояний < ij > сопоставим два числа
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Т(О') и Т(О'), равные двум количествам тепла QTS(ij) и QST(ij), ко- 
Topnie система отдает внешним телам при ее переходе из состояния г 
в состояние j  по двум различнв1м путям T S  и ST,  состоящим из рав- 
новеснв1х изотермического (Т =  const) и адиабатического (S  = const) 
процессов:

Т(О') =  ТО) “  О Т Т О ), 1 , ,
Т(О ') = (x(i) -  x(j))y(j)  , J

где x =  S  — энтропия и у = T  — температура системы.
Двухкомпонентная числовая функция /  =  ( Т , f 2) с выражениями 

(9) для ее компонент задает на плоскости (х, у) двуметрическую геоме­
трию, которая, подобно евклидовой геометрии на плоскости с метриче­
ской функцией (1), наделена феноменологической и групповой симме­
триями.

Возьмем на плоскости три произвольные точки г, j, к. Тогда допол­
нительно к двум расстояниям (9) можно выписать еще четыре: J 1 (г/г), 
f 2(ik) и Z1 (j k ), f 2(jk) для пар точек < ik > и < j k  >. Из этих ше­
сти расстояний можно исключить все шесть координат ж (г), у (i), x(j), 
y(j), х(к), у (к) трех точек г, j, к, в результате чего получаются две 
функциональные связи между ними, задаваемые двумя независимыми
уравнениями:

0 - / 2(*i) -Т О О
f 1(*i) 0 - Т  0 0 = 0,
f 1(ik) TO O 0

(10)

f 1(*i) TO O -Т О О
f 1(ik) 0 -Т О О = 0.
/ 1(ik) -T(O') - Т  0 0

Соотношения (Ю), справедливые для любой тройки < i jk  >,
выражают феноменологическую симметрию двуметрической геометрии 
задаваемой на плоскости (х, у) двухкомпонентной функцией (9). Плос­
кость термодинамических состояний (S , Т) является одной из интер­
претаций такой геометрии. Возможны и другие интерпретации.

Группа движений метрической функции (9) состоит из всех тех пре­
образований (3) плоскости (х,у), которые удовлетворяют следующим
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двум функциональным уравнениям:

(А(г') — А(у))сг(г) =  (ж(г) -  x{j))y{i), \  . .
(А(г') -  A(i)V(i) =  (x(i) -  x{j))y{j) , J

являющимся следствием инвариантности ее компонент. Решения этих 
уравнений легко находятся с помощью дифференцирования и последу­
ющего разделения переменных:

А{х,у) = ах + Ъ, сг(х, у) =  у/а, (12)

где а ф 0.
Множество всех преобразований (3) с решениями (12) является 

полной группой движений метрической функции (9), выражая группо­
вую симметрию двуметрической геометрии, задаваемой на плоскости 
(х, у) этой функцией.

Легко установить, что феноменологическая симметрия любой дву­
метрической геометрии, задаваемой на плоскости некоторой двухком­
понентной функцией

f { i j ) =  f{x{i),y{i),x{j),y{j)),  (13)

где /  =  (J1, / 2), выражается соотношением

®(f( i j ) , f ( ik ) , f ( jk ) )  = 0 , (14)

где Ф = (Ф1 , Ф2 ). Групповая же симметрия этой геометрии выражается 
полной группой движений функции (3):

х = А (х,у;а ,а ), у = а(х ,у ;а  ,а ),

зависящей от двух параметров (а1, а2), причем обе симметрии, как и 
в случае плоскости Евклида, рассмотренной выше, взаимно обуславли­
вают друг друга.

Первые два параграфа основной части посвящены формулировкам 
достаточно общих и строгих определений феноменологической и груп­
повой симметрий полиметрической геометрии, в рамках которых дока­
зывается их эквивалентность. Эта эквивалентность дает возможность 
построить полную классификацию двуметрических геометрий на плос­
кости (§3) и триметрических геометрий в пространстве (§5). Предвари­
тельно для решения второй задачи в §4 были найдены все трехмерные
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алгебры Ли преобразований пространства. А поскольку при этом авто­
матически получались и трехмерные алгебрв1 Ли преобразований плос­
кости, оказалось возможным найти все феноменологически симметрич- 
HBie геометрии на ней с однокомпонентной метрической функцией (§6). 
Последние два параграфа основной части посвящены изложению неко­
торых естественных следствий идеи феноменологической симметрии. В 
§7 решено простейшее функциональное уравнение

<р{х,у) = <p{<p{x,z),<p(y,z)),

что позволило найти расстояние для однометрической феноменологиче­
ски симметричной геометрии на прямой. А в §8 поставлен и в некотором 
смысле решен вопрос о симметрии расстояния в геометрии, если пред­
положить, что расстояния f ( i j )  и f ( j i )  функционально зависимы, то 
есть

ф (/(у ),/С н )) =  О­

Все результаты, изложенные в Основной Части настояшей моногра­
фии, опубликованы автором в центральных математических журналах 
(см. список литературы перед Приложением).

Приложение ’’Шестимерные алгебры Ли групп движений трехмер­
ных феноменологически симметричных геометрий” написано моим аспи­
рантом В.А.Кыровым. По известным каноническим выражениям для 
метрических функций f ( i j )  этих геометрий он находит базисные инфи­
нитезимальные операторы А =  A(x ,y,z)dx +  <т(х,у, z)dy +  т(х,у, z)dz 
шестимерных алгебр Ли, рассматривая соответствующие дифференци­
альные уравнения инвариантности метрики X( i) f ( i j )  +  X ( j ) f ( i j )  =  О 
как функциональные уравнения на их коэффициенты А, а, т.
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Основная часть

Обычную однометрическую геометрию можно рассматривать как физи­
ческую структуру на одном множестве, наделенную одновременно фе­
номенологической и групповой симметриями, связанными между собой, 
как зто было показано во Введении на примере плоскости Евклида. Гео­
метрические физические структурв1 допускают всевозможные обобще­
ния, если на метрическую функцию не налагать стандартных аксиом, 
считая ее просто некоторой числовой функцией пары точек, не обяза­
тельно даже однокомпонентной. Такие обобщения могут иметь содер­
жательные физические интерпретации, что было проиллюстрировано 
во Введении примером плоскости состояний термодинамичекой систе­
мы, двуметрическая геометрия которой, подобно плоскости Евклида, 
наделена феноменологической и групповой симметриями. Таким обра­
зом, полиметрические геометрии, как естественное обобщение обычных 
однометрических, имеют право на точное определение и подробное ис­
следование.

§1. Ф еноменологическая сим м етрия  
полим етрической геом етрии

Пусть имеется множество 9Л, являющееся sn-мерным многообразием, 
где в и д -  натуральные числа, точки которого обозначим строчными 
латинскими буквами, а также функция /  : —У R s, где 6 /  С 9Jt х 9Л,
сопоставляющая каждой паре < ij > £ некоторую совокупность
s вещественных чисел f ( i j )  = ( / 1(*i), • • •, £ R s ■ Функцию f  =
(J1, . . ., ) будем называть s-метрикой, не требуя, однако, положи­
тельной определенности ее компонент и выполнения для каждой из них 
аксиом обычной 1-метрики. Заметим, что в общем случае 6 /  С 9Jt х 9Л, 
то есть, возможно, функция /  не всякой паре из 9Jt х 9Л сопоставляет s 
чисел, но в последующем изложении удобно в явной записи s-расстояния 
f ( i j )  подразумевать, что < ij > £ &f. Обозначим через U(г) окрест­
ность точки г £ 9Л, через U{< ij >) -  окрестность пары < ij > £
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Ш е Ш и аналогично окрестности кортежей из других прямых произ­
ведений множества 9Л на себя.

Для некоторого кортежа < к\ Е 9Jtn введем функции / п =
f [ k i . . . k n\ и / п =  f[ki . . ,кп], сопоставляя точке г £ точки 
[f{iki), . . ., f{ ikn)) Е и (/(/?i*), . . ., f(k„i)) Е i?sn соответственно, 
если < ifci > Е б /  и < Ддг kni > Е б / .  Заме­
тим, что области определения введенных функций / п и / п могут не 
совпадать друг с другом и с самим множеством 9Л.

В отношении пространства Ш с s-метрикой /  =  (J1, . . ., f s) будем 
предполагать выполнение следующих трех аксиом:

I. Область определения б /  функции /  есть открытое и плотное в 
9Л х 9Jt множество.

II. Функция /  в области своего определения есть достаточно гладкая 
функция.

III. В Шп плотно множество таких кортежей длины п, для кото­
рых функция / п ( / п) имеет максимальный ранг, равный sn, в точках 
плотного в Ш множества.

Достаточная гладкость означает, что в области ее определения не­
прерывна как сама функция / ,  так и все ее производные достаточно 
высокого порядка. Гладкую s-метрику /  =  (J1, . . ., f s), для которой вы­
полняется аксиома III, будем называть невырожденной. Заметим, что 
ограничения в аксиомах I, II, III открытыми и плотными множествами 
связано с тем, что исходные множества могут содержать исключитель­
ные подмножества меньшей размерности, где эти аксиомы не выполня­
ются.

Пусть, далее, т =  п +  2. Введем еще функцию F, сопоставляя кор­
тежу < i jk . . . vw > длины т из 9Л™ точку (f ( i j ), f(ik),  . . . , f(vw))  Е 
p£sm(m-1 )/2 , КООрдИнаты которой в д г!т(т - 1)/2 определяются упорядо­
ченной по исходному кортежу последовательностью sm(m — 1)/2 рас­
стояний для следующих пар его точек: < ij >, < ik > , . . . , <  vw >, 
если все эти пары принадлежат б /. Область определения функции F 
обозначим через &р. Очевидно, что область &р есть открытое и плот­
ное в Шт множество.

Определение. Будем говорить, что функция /  = (J1, . . ., f s) задает 
на sn-мерном многообразии 9Л полиметрическую феноменологически 
симметричную геометрию (физическую структуру) ранга т =  п +  2, 
если, кроме аксиом I, II, III, дополнительно имеет место следующая 
аксиома:
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IV. Существует плотное в &р множество, для каждого корте­
жа < i jk . . . vw > длинв1 т =  п +  2 которого и некоторой его окрест­
ности U(< ijk . . . vw  >) найдется такая достаточно гладкая функция 
Ф : £ —т• R s, определенная в некоторой области £ С ^ sm(m_1)/2; 
содержащей точку Д(< i jk . . .vw >), что в ней rangФ = s 
и множество F(U (< i jk . . . vw >)) является подмножеством множества 
нулей функции Ф, то есть

ф(/(и)> • • • > f ( vw)) = о (1)

для всех кортежей из U(< ijk . . .vw >).
Аксиома IV составляет содержание принципа феноменологической 

симметрии. Эта аксиома выражает требование, чтобы sm(m — 1)/2 
расстояний между точками любого кортежа длины т =  гг +  2 из 
U(< ijk . . .vw >) были функционально связаны, удовлетворяя систе­
ме s уравнений (1). Условие rangФ = s означает, что уравнения Ф = О 
(то есть =  0, . . ., Фз = 0) независимы.

Если х =  (ж1, . . ., x sn) -  локальные координаты в многообразии 9Л, 
то для s-метрики /  =  (J1, . . ., f s) в некоторой окрестности U(г) х U(j) 
каждой пары < ij >Е можно выписать явно ее локальное коорди­
натное представление

f ( i j )  = f (x{i) ,x(j ))  = f ( x 1( i ) , . . . , x sn( i) ,x1( j ) , . . . , x sn(j)), (2)

свойства которого определяются аксиомами II и III. Поскольку в соот­
ветствии с аксиомой III ранги функций / п и / п, равные sn, максималь­
ны, координаты х(г) и x(j) входят в представление (2) существенным 
образом. Последнее означает, что никакая локально обратимая гладкая 
замена координат не приведет к уменьшению их числа в представле­
нии (2), то есть не существует такой локальной системы координат, в 
которой оно может быть записано в виде

f ( i j )  = f i x 1 (г), ■ ■ . , х п‘{i), x^ij), . . . , x n"{j)),

где или п' < sn или п" < sn. Действительно, если, например, п' < sn, 
то для любого кортежа < j i  . . .  j n > £ (U(j))n длины п и для любой 
точки из U{г) ранг функции / п =  f [ j i - . . j n\ будет заведомо меньше 
sn, что противоречит аксиоме III. Заметим, однако, что существенная 
зависимость представления (2) от локальных координат ж (г) и x( j) не 
гарантирует выполнения аксиомы III.
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Используя выражение (2), запишем локальное координатное пред­
ставление введенной выше функции F:

f{ij)  =  f{x{i),x(j)),  
f{ik) = f (x(i) ,x(k)),

f(vw) = f (x(v) ,x(w))  , 

матрица Якоби которой

d j ( i j )
d x ( i )

d j ( i j )
d x ( j ) 0 0 0

d f ( i k )  
d x ( i )

0
d f ( i k )  
d x ( k )  '  '

0 0

0 0 0
d f ( v w )  

'  d x ( v )
d f ( v w )
d x ( w )

(3)

(4)

имеет sm(m—1)/2 строки smn столбцов. Здесь через d f / d x  кратко обо­
значена матрица Якоби для s-метрики /  =  (J1, . . ., f s) по координатам

э/1 m L
д х 1 '  '  '  d x sn

d f 8 d f *
д х 1 '  '  '  d x sn

Представление (3) задается системой sm(m — 1)/2 функций 
f ( i k ) , . . .  зависящих специальным образом от smn координат
ж1 (г), . . ., x sn(i), . . ., x 1{w)) . . ., x sn(w) всех точек кортежа < i jk . . . vw > 
длины т =  п +  2. Поскольку число функций -  компонент полиметрики 
/  -  в системе (3) не больше общего числа координат, наличие связи (1) 
является нетривиальным фактом, не имеющим места для произвольной 
системы (3).

Функция F, согласно ее локальному координатному представлению
(3) , отображает окрестность U(< i j k . . . v w  >) С & f  в д г>т (т - 1)/2. 
Функциональной матрицей этого отображения является матрица Якоби
(4) системы функций (3), а его рангом называется ранг этой матрицы.

dj_
дх
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Теорема. Для того, чтобы функция f  =  (J1, . . ., f s)), удовлетво­
ряющая аксиомам I, II, III, задавала на sn-мерном многообразии 9Л 
полиметрическую феноменологически симметричную геометрию (фи­
зическую структуру) ранга т =  п +  2, необходимо и достаточно, 
чтобы ранг отображения F был равен sm(m — 1)/2 — s на плотном в 
& F  множестве.

Докажем сначала необходимость условия теоремы о ранге отобра­
жения F.

Лемма 1. В функциональной матрице ()) отображения F с коор­
динатным представлением (3) имеется квадратная подматрица по­
рядка sm(m — 1)/2 — s, определитель которой отличен от нуля.

Выделим в матрице (4) квадратную ступенчатую подматрицу, диа­
гональными клетками которой являются следующие квадратные ма­
трицы Якоби: для sn функций f(ik),  . . ., f(iw)  по sn переменным х(г), 
для sn функций f ( jk) ,  . . ., f ( jw)  по sn переменным x(j), для s(n — 1) 
функций f{kl), . . ., f (kw)  по s(n—1) переменным из x(k), . . ., для s функ­
ций f(vw)  по s переменным из x(v). Из аксиомы III, очевидно, следует, 
что для любого г <i sn в матрице Якоби функции / п обязательно най­
дется минор порядка г, который не обращается в нуль. Поэтому ранг 
выделенной выше ступенчатой подматрицы для некоторого кортежа из 
U(< ijk . . .vw >) оказывается равным sn +  sn +  s(n — 1) +  • • • +  s = 
sn(n +  3)/2 =  sm(m — l)/2  — s, где m =  n +  2. Лемма 1 доказана.

Следствие. Ранг функциональной матрицы (4) не может быть 
меньше sm(m — 1)/2 — s.

Согласно аксиоме IV в любой окрестности произвольного кортежа 
из &р найдется такая его окрестность U(< i j k  . . . vw >), что множе­
ство значений F(U(< i j k . . .vw >)) будет удовлетворять s уравнениям 
(1), причем rangФ = s в точке F(< i j k . . .vw >). Поскольку функция 
Ф достаточно гладкая, можно, без ограничения общности, считать, что 
rangФ = s для всех точек области ее определения £ С ^ sm(m_1)/2 и , 
конечно же, на множестве значений F(U (< i j k  . . . vw >)). Тогда множе­
ство нулей функции Ф, но не обязательно множество F(U (< i j k . . . vw > 
)), будет гладкой без особых точек поверхностью в д г!т(т - 1)/2 кораз­
мерности S.
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Продифференцируем уравнение (1) по каждой из smn координат 
ж1(г), . . ., х вп{г), . . ., x 1{w)) . . ., x sn(w) точек кортежа < i jk . . . vw >. В 
результате получаем smn линейных однородных уравнений отно­
сительно sm(m — 1)/2 производных от компонент функции Ф =
(ФЬ ...,Ф ,):

дФ„  _ d f ( i j )  . _ . дФ„  _ d f ( i w )  _  ~

d f ( i j )  d x ( i )  ' ' d f ( i i u )  d x ( i )  ’

(6)

дФ„  _ d f ( i w )  . _ . дФ„  _ d f  ( v w)  _  „  

d f ( i i u )  d x { w )  ' ' d f ( v i u )  d x { w )

где a = 1 , . . . ,  s, дФа/ д /  = ||дФа/ d f 1, . . . ,  дФа/ д / 11\\, a d f / d x  есть ма­
трица Якоби (5). Матрица же самой системы (6) с точностью до транс­
понирования совпадает, очевидно, с матрицей Якоби (4) системы функ­
ций (3).

Л ем м а 2. Ранг матрицы системы уравнений (6) не может быть 
больше чем sm{m — 1)/2 — s.

Предположим противное, то есть что ранг матрицы системы (6) ра­
вен sm{m—1)/2 — s' , где s' < s. Но тогда система (6) будет иметь всего s' 
линейно независимых ненулевых решений, число которых, как извест­
но, равно разности между числом неизвестных в системе (= sm{m — 
1)/2) и рангом ее матрицы (= sm{m — 1)/2 — s'). Однако уравнения 
системы (6) имеют, по крайней мере, s таких решений в некоторой 
окрестности U(< ijk . . .vw >), так как по аксиоме IV rangФ = s в точ­
ке F(< ijk . . .vw >). Установленное противоречие и доказывает лемму 
2 .

Из леммы 2 и следствия леммы 1 однозначно вытекает, что ранг ма­
трицы (4) для некоторого кортежа < i i j ik \  . . . viWi > £ U(< ijk . . . vw > 
) будет равен sm{m — l)/2  — s. Легко понять, что множество таких 
кортежей плотно в &р, так как плотно в &р множество кортежей 
< i jk . . . vw >, о которых говорится в аксиоме IV. На этом завершается 
доказательство необходимости условия теоремы 1.

Перейдем теперь к доказательству достаточности условия теоремы 
1 о ранге отображения F.
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Лемма 3. Ни для какого кортежа из &р ранг матрицы (j), то 
есть ранг отображения F, не может быть больше sm(m — 1)/2 — s.

Действительно, если для некоторого кортежа из &р ранг матрицы 
(4) будет больше чем sm(m — 1)/2 — s, то он в силу гладкости функций 
системы (3), будет больше того же значения и в какой-то его окрестно­
сти U С 6 р . Но тогда в этой окрестности не найдется ни одного кор­
тежа, для которого ранг отображения F  был бы равен sm(m — 1)/2 — s, 
что противоречит условию доказываемой теоремы.

Пусть для кортежа < i jk . . . vw > из плотного в &р множества, о ко­
тором говорится в условии теоремы 1, ранг отображения F, задаваемого 
системой функций (3), равен sm(m—1)/2 — s. Из леммы 3, очевидно, сле­
дует, что для любой окрестности кортежа < i jk . . . vw > ранг матрицы 
Якоби (4) не больше sm(m—1)/2—s правей для него этому значению. По 
известной теореме математического анализа о функциональной зависи­
мости для некоторой окрестности U(< ijk . . . vw >) существует такая 
достаточно гладкая функция Ф : £ —У R s, определенная в соответствую­
щей области £ С ^ sm(m_1)/2; содержащей точку F(< ijk . . .vw >), в ко­
торой rangФ = s, что множество F(U (< i jk . . . vw >)) является подмно­
жеством множества нулей функции Ф, то есть имеют место уравнения 
(1) для всех кортежей из U(< ijk . . .vw >). Поскольку ранг матрицы 
(4) для исходного кортежа < i jk . . .vw > равен sm(m — 1)/2 — s и мак­
симален в окрестности U(< ijk . . .vw >), из той же теоремы о функци­
ональной зависимости следует, что существует такая его окрестность 
U' d  U ж соответствующая область £' С £, для которых множество 
значений F(U') совпадает с множеством нулей функции Ф в £, являясь 
гладкой без особых точек поверхностью в д г!т(т - 1)/2 коразмерности s. 
Теорема 1 полностью доказана.

§2. Групповая сим м етрия полим етрической  
геом етрии и ее эквивалентность  
ф еноменологической сим м етрии

Рассмотрим теперь групповые свойства полиметрической феноменоло­
гически симметричной геометрии, введенной выше определением из §1.
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Пусть U и U' -  открытые области в многообразии 9Л, не обязательно 
связные. Гладкое инъективное отображение

A : U - > U '  (1)

называется локальным движением, если оно сохраняет s-метрику /  = 
(J1, . . . , / s). Последнее означает, что для любой пары < ij > £ &f, 
такой что i , j  Е U, и соответствующей пары < >, если она
принадлежит 0  j , имеет место равенство

f (X ( i ) ,X ( j ) )= f ( i j ) ,  (2)

выполняющееся для каждой из компонент f 1, . . . , / 8 s-метрики / .
Множество всех движеней (1) есть локальная группа преобразова­

ний, для которой s-метрика согласно равенству (2) является двухто­
чечным инвариантом. Если s-метрика /  задана явно (например, в сво­
ем координатном представлении (2) из §1), то равенство (2) являет­
ся функциональным уравнением, решая которое можно найти полную 
группу локальных движений (1). Нам же о s-метрике известно только, 
что она невырождена и удовлетворяет некоторой системе s уравнений 
(функциональных связей) (1) из §1. Но этого оказывается достаточно 
для установления факта существования sn(n — 1)/2 — параметрической 
группы ее движений.

Для большей ясности последующего изложения воспроизведем в на­
ших обозначениях определение локальной группы Ли преобразований, 
следуя монографии Л.С. Понтрягина’’Непрерывные группы преобразо­
ваний” (см. [11], с.435). Пусть Gr -  r -мерная локальная группа Ли и U — 
некоторая область гладкого многообразия 9Я. Допустим, что каждому 
элементу а £ Gr поставлено в соответствие непрерывно зависящее от а 
инъективное отображение Ха : U ^  U' области U в некоторую область 
U' многообразия 9Я, относящее каждой точке г £ U некоторую точку 
г' £ U' , то есть г' =  Аа(г) =  А(г, а). Будем говорить, что Gr есть локаль­
ная группа Ли преобразований области U, если выполнены следующие 
три условия:

1, Единице е группы Gr соответсвует тождественное преобразова­
ние i' =  А(г, е) =  г области U на себя и А(А (г, а), 6) =  А (г, аб), то есть 
произведению ab £ Gr соответствует композиция преобразований: сна­
чала Ха и затем As (возможен и другой порядок: А(А(г, а), 6) =  А(г, 6а)).

2. Два преобразования Ха и As совпадают тогда и только тогда, 
когда а =  b (это условие можно сформулировать иначе, потребовав,
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чтобы преобразование Ха было тождественным лишь при условии, что 
а есть единица е группы Gr).

3. В координатной форме А(г, а) есть достаточное число раз диффе­
ренцируемая функция точки г £ U и элемента а £ Gr .

Определенная только что группа преобразований по условию 2 эф­
фективна и потому сами элементы группы Gr могут считаться пре­
образованиями. То есть можно говорить о г-мерной локальной группе 
преобразований многообразия 9Л, которую обозначим через Gr(А). Та­
ким образом, в области U задано эффективное гладкое действие группы 
Gr, причем условия 1,2,3 выполняются для некоторой ее части, то есть 
некоторой, зависящей от U , окрестности единичного элемента е £ С .

В последующем изложении удобно считать, что область U С 911 не 
обязательно связна, например, может состоять из двух связных обла­
стей: U = UiU С/2 , причем U\ П Щ =  0.

Определение. Будем говорить, что функция /  =  (J1, . . ., f s) задает 
на sn-мерном многообразии 9Л полиметрическую геометрию, наделен­
ную групповой симметрией степени sn(n +  1)/2, если, кроме аксиом I, 
II, III из §1, дополнительно имеет место следующая аксиома:

I V ' . Существует открытое и плотное в 9Л множество, для каждой 
точки г которого задано эффективное гладкое действие sn(n +  1)/2- 
мерной локальной группы Ли в некоторой окрестности U(i), такое, что 
действия ее в окрестностях U(г), U(j) двух точек г, j  совпадают в пере­
сечении U(г)C\U(j) и что функция f ( i j )  по каждой из своих s компонент 
является двухточечным инвариантом.

Группы преобразований, о которых говорится в аксиоме I V ,  опре­
деляют локальную подвижность жестких фигур в sn-мерном простран­
стве Ш, аналогичную подвижности твердых тел в евклидовом про­
странстве. Заметим, что глобальной подвижности при этом может и 
не быть, так как, хотя локальные действия группы Qsn(n+1)/2 опре­
делены согласно аксиоме IV '  в некоторой окрестности каждой точки 
открытого и плотного в Ш множества, может оказаться, что на всем 
этом множестве действует только единичный элемент группы. Мно­
жество пар < ij >, для которых s-метрика /  определена и является 
двухточечным инвариантом, очевидно, открыто и плотно в 9Л х 9Л. 
Будем говорить также, что s-метрика /  допускает sn(n + 1)/2-мерную 
локальную группу Ли локальных движений.

Из аксиомы IV '  следует также, что на открытом и плотном в 9Л 
множестве задано sn(n +  1)/2-мерное линейное семейство гладких век-
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торных полей 97, замкнутое относительно операции коммутирования, 
то есть алгебра Ли преобразований (см. [11], §60). В некоторой локаль­
ной системе координат базисные векторные поля этого семейства запи­
шем в операторной форме:

X w = X^I( x ) d / d x fi, ( 3 )

где oj = 1, 2, , sn(n +  1)/2, а по немому индексу р производится сум­
мирование в пределах от 1 до sn. Полиметрика /  =  (J1, . . ., f s) будет 
двухточечным инвариантом локальной группы Ли преобразований не­
которых окрестностей U(г) и U(j) точек г и j  в том и только в том 
случае, если она покомпонентно удовлетворяет системе sn(n+1)/2 урав­
нений

+ X w(j) f( ij)  = 0 (4)

с операторами (3):

Â (*)5/(* i) /5*', (*) + K { j ) df { ij ) l dx,J{j) =  о,

где А(г)  =  А£)(ж(г)) =  А]) (ж1 (г), . . . , x sn(i)) и аналогично для A£(j) (см. 
[12], с.229 и 237).

Если векторное поле X  ненулевое, то в области его задания есть 
хотя бы одна точка в которой оно отлично от нуля. Однако в других 
точках этой области поле X  может обращаться в нуль. Если же для 
соответствующей группы Ли преобразований, алгебре Ли которой при­
надлежит поле X, s-метрика /  является невырожденным двухточечным 
инвариантом, то имеет место следующая лемма:

Лемма 1. Множество точек, где ненулевое векторное поле X  ал­
гебры Ли локальной группы Ли преобразований, удовлетворяющей ак­
сиоме I V  , отлично от нуля, открыто и плотно в 911.

Предположим противное. Пусть ненулевое векторное поле 97 = ашХ ш, 
где аш, ш =  1 ,2 , . . . ,  sn(n +  1)/2 -  постоянные, не все равные нулю од­
новременно, в некоторой окрестности U(г) точки г обращается в нуль 
тождественно. Поле 97 ненулевое, поэтому в какой-то другой точке j, 
а значит и в некоторой ее окрестности U(j), оно отлично от нуля. По­
скольку область &f открыта и плотна в 911 х 911 по аксиоме I, мож­
но считать, что пара < ij > £ 6 f .  Но тогда, согласно аксиоме I V  ,

20



s-метрика f ( i j )  будет двухточечным инвариантом, являясь решением 
системв1 sn(n +  1)/2 уравнений (4). С учетом того, что по предполо­
жению Х(г) =  аш Х ш(г) =  0 и X( j)  =  ашХ ш(]) ф 0, из этой системв1 

получаем уравнение:

aUJK ( j ) d f ( i j ) / d xfJ(j) = 0, (4')

в которое входят производные только по координатам точки j  и от этих 
же только координат зависят коэффициентв1 аш при производнв1х, 
причем, по крайней мере, один из них отличен от нуля. Следовательно, 
уравнение (4') может 6bitb решено методом характеристик. Система 
уравнений характеристик для него имеет не более sn — 1 независимв1х 
интегралов, и потому общее решение уравнения (4') будет:

f ( i j )  = . . . ,ф п\з)) ,

где п' <С sn — 1 и ip(j) = ip(x1(j), . . ., x sn(j)). Но в полученное выражение 
для s-метрики /  sn координат точки j  входят несугцественнвш образом 
через п' < sn функций ф1^) ,  . . . ,фп (j ), что, очевидно, противоречит 
аксиоме III из §1. Таким образом, в окрестности U(г) обязательно най­
дется точка, где исходное векторное поле отлично от нуля. Поскольку 
область задания поля X плотна и открыта в 9Л, множество точек, где 
оно отлично от нуля, тоже плотно и открыто в Ш, хотя может и не 
совпадать с областью его задания. Лемма 1 доказана.

Следствие. Множество точек, где базисные векторные поля Х ш, 
uj =  1, . . ., sn(n +  1)/2, алгебры Ли локальной группы Ли локальных 
преобразований, удовлетворяющей аксиоме I V ' , одновременно отличны 
от нуля, открыто и плотно в Ш.

Следствие очевидно, так как по доказанной выше лемме 1 каждое 
базисное векторное поле Х ш отлично от нуля на открытом и плотном в 
Ш множестве. Пересечение же конечного числа (= sn(n +  1)/2) таких 
множеств открыто и плотно в 9Л.

Теорема 1. Для того, чтобы функция f  = ( / 1, . . ., f s), удовлетво­
ряющая аксиомам I, II, III из §1, задавала на sn-мерном многообразии 
Ш полиметрическую геометрию, наделенную групповой симметрией 
степени sn(n +  1)/2, необходимо и достаточно, чтобы ранг отобра­
жения F был равен sm(m — 1)/2 — s, где т =  п +  2, на плотном в &р 
множестве.
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Докажем сначала необходимость условия теоремы 1 о ранге отобра­
жения F.

Пусть < i jk . . .vw > £ 9Л™ такой кортеж длины т =  п +  2, что 
его точки i, j ,k ,  . . . ,v ,w  принадлежат открытому и плотному в 9Л мно­
жеству, о котором говорится в аксиоме I V  определения настоящего 
параграфа. Ясно, что множество таких кортежей открыто и плотно 
в Шт, а его пересечение с &р открыто и плотно в &р. Поэтому, не 
ограничивая общности, можно считать, что < i jk . . .vw > £ &р. Со­
гласно аксиоме IV'  существуют такие окрестности U (г), U(j) , . . . , U (w) 
точек этого кортежа, что действия некоторой sn(n +  1)/2-мерной ло­
кальной группы Ли в них сохраняет s-метрику / ,  определенную в ка­
ждой из окрестностей U(i) х U(j),U(i) х U(k), . . ., U(v) х U (w) пар 
< ij >, < ik > , . . . ,  < vw >. Возьмем теперь произвольную т-точечную 
фигуру, соответствующую некоторому кортежу длины т из окрестно­
сти U(г) х U(j) х • • • х U(w) С &f - Движение этой фугуры как жесткой 
конструкции означает, что при действии группы Qsn(n+1)/2 в окрест­
ностях U(i), U(j), . . ., U(w), то есть изменении координат ее точек, все 
sm(m — 1)/2 расстояний в ней, определяемых системой функций (3) из 
§1, сохраняются, являясь двухточечными инвариантами. Инвариант­
ность же этих функций при локальных преобразованиях, задаваемых 
векторными полями

X  = \»(х)д/дх»  (5)

в окрестностях U (г), U(j) , . . ., U (w), означает, что эти функции удовле­
творяют следующей системе уравнений, аналогичных уравнению (4) с 
операторами (3):

\»( i )df( i j ) /dx»(i)  +  a»{j)df( i j) /dx»(j)  =  о, ' 

\^{ i )df{ ik) / дхм (г) +  (k)df(ik) / дхм (к) = О,
(6)

Â (v)df(vw) / дхм (г) +  Â (w)df(vw) / дхм (w) = 0.

Система (6) при известной s-метрике /  =  (J1, может быть
рассмотрена как система sm(m — 1)/2 линейных однородных уравне­
ний относительно m(sn) компонент векторных полей (5) в некоторых

22



окрестностях точек i, j ,k ,  . . ., v, w. Заметим, что матрица этой системы 
совпадает с функциональной матрицей (4) из §1 отображения F. Ал­
гебры Ли векторных полей (5) sn(n +  1)/2-мерны, так как такую раз­
мерность имеют согласно аксиоме IV '  локальные группы Ли преобра­
зований окрестностей U(i), U(j), . . ., U(w). Система (6), следовательно, 
имеет решение

(г) =  (г), . . ., (гг) =  аш (7)

где аш -  произвольные константы и по ” немому” индексу и> производит­
ся суммирование в пределах от 1 до sn(n + 1)/2, причем функции А^(т) 
линейно независимы по этому индексу с постоянными коэффициентами 
в соответствующих окрестностях каждой точки кортежа < i jk . . . vw >.

Таким образом, система (6) имеет sn(n +  1)/2 линейно независи­
мых с постоянными коэффициентами ненулевых решений. Эти реше­
ния можно выписать по общему решению (7), беря sn(n +  1)/2 ли­
нейно независимых ненулевых векторов (а1, . . ., asn<'n+1^ 2), например,
(1,0,. . . , 0 ) , . . . , ( О , . . . ,0,1):

A£(i) .A£(j) , . . . ,A£M, (7')

где fi =  1, . . ., sn и и> =  1, . . ., sn(n +  1)/2.

Лемма 2. Решения (V) линейно независимы по нижнему индексу 
ш не только с постоянными коэффициентами, но линейно независимы 
по нему также и с переменными коэффициентами, то есть в общем 
смысле.

Предположим противное. Пусть найдутся такие переменные коэф­
фициенты сш =  сш(< i jk . . .vw >), и> =  1, . . ., sn(n +  1)/2, что имеют 
место следующие т ■ (sn) соотношений

ешК(1) = 0, cu \£( j )  = 0 , . . . ,  с“ А £ Н  = 0, (8)

вытекающие из предполагаемой линейной зависимости решений (7'), 
которые, напомним, линейно независимы с постоянными коэффициен­
тами. Коэффициенты сш есть решения системы уравнений (8) и явля­
ются некоторыми функциями координат точек кортежа < i jk . . .vw >, 
одновременно в нуль не обращающимися ни для одного из таких кор­
тежей. Заметим, что система (8) не обязательно имеет ненулевое реше-
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ние, так как число уравнений в ней (= smn) больше числа неизвестнв1х 
(= sn(n + 1)/2).

Рассмотрим движение призвольной фигурв1 < к . . .vw >, содержа­
щей п точек, и фигурв1 < j k  . . . vw >, содержащей п +  1 точку, причем 
переход от первой фигурв1 ко второй состоит в добавлении точки j. 
Поскольку при движении второй фигурв1 сохраняются дополнительно 
sn расстояний относительно sn компонент векторно­
го поля X(j) ,  то есть поля (5) в некоторой окрестности U(j) точки j, 
естественно возникает система sn линейнв1х неоднороднв1х уравнений:

X^{j)df{jk) /dx^{j)  =  -A  ̂ (k)df{ jk) /dx^(k) ,

X^( j )df( jw)/dx^( j )  = —\^(w)d f{ jw)/dx^(w).

Ранг матрицв1 этой системв1 согласно аксиоме III из §1 равен sn по 
крайней мере для одного кортежа < к . . . vw > и одной точки j  из соот­
ветствующих окрестностей. Решая уравнения системы, находим BBipa- 
жения для компонент векторного поля X( j)  через компонентв1 вектор- 
hbix полей X ( к ) , . . ., X (гг):

где, например, b\v =  КЛ<  *'Д-- .vw >), причем /1 , 1> =  1 , . . . , s n .  В 
соответствии с решением (7) и в силу произвольности коэффициентов 
аш в нем, из этих выражений получаем линейную связь:

K U ) = K M k )  + --- + b ^ u (w). (9)

Запишем подсистему из sn2 уравнений системы (8), относящуюся к 
укороченному кортежу < к .. .vw > длины п:

с“ А Д е = 0 , . . . , е А Д г г )  =  0. (8')

Соответствующая подсистема системы (8) для кортежа < j k  . . . vw > 
длины п +  1 получается добавлением к подсистеме (8') sn уравнений 

A()(i) =  0. Но эти уравнения в силу линейной связи (9) являются 
следствием уравнений подсистемы (8'). То есть ранги матриц подси­
стем системы (8), относящихся к кортежам < к . . . vw > и < j k  . . . vw >,
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совпадают. Пусть ранг матрицы подсистемы (8') равен г. Ясно, что 
этот ранг не превышает значения sn(n +  1)/2, а по следствию леммы 1 
не может быть меньше единицы. В случае г =  sn(n +  1)/2 вся система 
(8) будет иметь только нулевое решение, что противоречит сделанно­
му предположению. Если sn(n +  1)/2 =  1, то обязательно должно быть 
г = sn(n + 1)/2, поэтому будем считать, что sn(n + 1)/2 > 1, то есть что 
или п > 1 или s > 1. Тогда в матрице подсистемы (8') найдется такая 
квадратная подматрица ненулевого порядка г < sn(n +  1)/2, определи­
тель которой отличен от нуля. Возьмем определитель г +  1 порядка, 
содержащий эту квадратную подматрицу в качестве минора порядка г 
и одну строку из матрицы подсистемы (8) для кортежа < j k  . . . vw >, в 
которую входят функции A£(j). Поскольку по доказанному выше ранг 
матрицы подсистемы системы (8) для кортежа < j k  . . . vw > тоже равен 
г, указанный определитель г +  1 порядка должен обращаться в нуль. 
Раскрывая этот определитель по элементам строки, содержащей функ­
ции A для каждого индекса fi =  1, . . .  ,sn получаем связь

V ( < k . . . v w  >)A£(j) =  0,

где сш(< к . . .vw >) есть алгебраическое дополнение к A£(j), зависящее 
от координат точек кортежа < к . . . vw > и не зависящее от координат 
точки j . Заметим, что хотя бы одно из этих алгебраических дополнений 
тождественно в нуль не обращается. Фиксируя в полученной связи коор­
динаты точек кортежа < к . . . vw >, по которым эта связь выполняется 
тождественно, устанавливаем, что функции Aj^(j) линейно зависимы по 
нижнему индексу и> с постоянными коэффициентами. Но этот результат 
противоречит основному условию аксиомы I V , согласно которому раз­
мерность локальной группы Ли преобразований окрестности U(j) равна 
sn(n +  1)/2, и потому такую же размерность имеет соответствующая 
алгебра Ли векторных полей X( j)  с базисом X u (j) =  AH(j)d/dx^(j),  
где и> =  1, . . ., sn(n +  1)/2. Установленное противоречие и доказывает 
лемму 2.

Итак, по только что доказанной лемме 2 система уравнений (6) име­
ет sn(n+1)/2 линейно независимых в общем смысле ненулевых решений 
в некоторой окрестности U(г) x(J(j)  х • • • x(J(w) кортежа < i jk . . . vw >. 
Предположим, что в этой окрестности найдется такой кортеж длины 
т =  п +  2, для которого ранг матрицы (4) из §1, то есть ранг матрицы 
системы (6), равен sm(m — 1)/2 — s' , где s' < s -  целое неотрицатель­
ное число, и этот ранг максимален. В силу гладкости s-метрики /  ранг
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матрицы (4) из §1 будет равен s m ( m — 1)/2 — s' и в  некоторой окрестно­
сти указанного кортежа, содержащейся в окрестности U(i) х • • • x ( J (w). 
Как известно, максимальное число линейно независимых (для систе­
мы (6) -  в общем смысле) ненулевых решений алгебраической системы 
линейных уравнений равно числу неизвестных минус ранг матрицы 
системы. В предполагаемом случае для системы (6) оно будет равно: 
smn — sm(m—l)/2 + s' =  sn(n + l )/2 — (s — s'), то есть меньше sn(n + l)/2, 
хотя, в действительности, по лемме 2 эта система имеет sn(n + 1)/2 ли­
нейно независимых в общем смысле ненулевых решений (7'). Таким 
образом, ранг матрицы (4) из §1 в окрестности U(i) х • • • х U(w) не мо­
жет быть больше s m (m — 1)/2 — s. С другой стороны, в этой матрице по 
лемме 1 из §1 имеется квадратная подматрица порядка sm(m — 1)/2 — s 
с отличным от нуля определителем для некоторого кортежа из окрест­
ности U(i) х • • • х U(w). Следовательно, в любой окрестности плотного 
в &р множества кортежей < i j k . . . v w  >, описанных в самом начале 
доказательства теоремы 1, найдется такой кортеж, для которого ранг 
матрицы (4) из §1, то есть ранг отображения F, задаваемого систе­
мой функций (3) из §1, равен точно sn(n +  1)/2 — s. Множество таких 
кортежей, очевидно, плотно в &р.

На этом доказательство необходимости условия теоремы 1 о ранге 
отображения F  завершено. Перейдем к более сложному доказательству 
достаточности этого условия.

П усть для кортежа <  i j k  . . . vw >  длины m =  п +  2 из плотного в &р 
множества, о котором говорится в условии теоремы 1, ранг отображения 
F  с функциональной матрицей (4) из §1 равен sm(m—1)/2  — s. Опираясь 
на лемму 3 из §1, можем полагать , что ранг м атрицы  (4) из §1 будет 
равен sm(m — 1)/2  — s для всех кортежей из некоторой окрестности 
U(i) х U(j)  х • • • х  U (ш) С &f  исходного кортежа. Поскольку число 
столбцов в этой матрице, равное smn, больше ее ранга, между ними 
сущ ествует линейная связь, которую запишем по элементам каждой 
строки:

\^[i]df{ij)/dx^{i)  +  X^[j]df{ij)/dx^(j) = О, 

Ам [i\df{ik)ldx>1 (г) + X f  {ik) /  дх*1 (к) =  О,
(10)

X^[v\df (vw)/dx^(v)  +  X^[w\df {vw)/dx^(w)  =  0,
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где, например, Лм[г] -  коэффициент линейной зависимости при столб­
це с дифференцированием по координате т м(г), р =  1 , . . . , s n ,  а для 
его отличия от компоненты Ам(г) векторного поля (5) в окрестности 
U{г), входящей в уравнения системы (6), здесь использованы квадрат­
ные скобки.

Соотношения (10) при известной s-метрике /  =  (J1, . . ., f s) предста­
вляют собой алгебраическую систему sm(m — 1)/2 линейных однород­
ных уравнений относительно smn коэффициентов линейной зависимо­
сти Ам[г], AM[j], . . ., Ам[гт], которые одновременно в нуль не обращаются 
в окрестности U (i) xU(j)  х ••• х U(w). Максимальное число линей­
но независимых (в общем смысле) ненулевых решений системы (10) 
равно числу неизвестных минус ранг матрицы системы, то есть равно 
sn(n +  1)/2. Выпишем общее решение системы (10):

Ам[г] =  сшА£)(г, < i jk . . .vw >), 

A M[j] =  c“ A£(j, < i jk . . .v w  >),
(И)

X^[w] = сшX1)  (w , < i jk . . . vw >),

где cw =  сш(< i jk . . .vw >) -  коэффициенты общего решения в его 
выражении через линейно независимые ненулевые решения этой же си­
стемы, причем суммирование по ’’немому” индексу и> производится в 
пределах от 1 до sn(n +  1)/2. Однако в отличие от решения (7) ана­
логичной системы (6) здесь учтена возможная зависимость выражений 
Ам[г], AM[j], . . ., X^[w] не только от координат той точки, по координате 
которой проводится дифференцирование в соответствующем столбце 
функциональной матрицы (4) из §1, но и от координат всех точек ис­
ходного кортежа < i jk . . .vw >, входящих в коэффициенты уравнений
(10). Кроме того, в решении (11) линейные коэффициенты сш являются, 
в общем случае, функциями, тогда как в решении (7) коэффициенты аш 
были только произвольными константами.

Лемма 3. Общее решение (11) системы уравнений (10) может 
быть записано в такой форме, что координаты точки i и коорди­
наты точки j  входят явно в функции Aj) только для выражений Ам[г] 
и X^[j] соответственно.
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Пусть сначала п =  1. Тогда в системе (10) будет 3s уравнений: 

\^[i\df{i j)/dx^{i)  +  X^[j \df{i j)/dx^(j ) = 0,

X^[i]df(ik)/dx^(i )  +  X^[k\df ( ik) /dx^(k)  =  0 , > ( 10* )

^ [ ] \ д  f  {jk) /  dx*1 [j) + X f  {jk) /  дх*1 (k) =  0,

где fi =  1, . . ., s. Ранг матрицы этой системы равен 2s в окрестности 
U(i) х U(j) х U(к), поэтому она имеет там s линейно независимых не- 
нулевих решений. По аксиоме III из §1 в этой окрестности найдется 
такая тройка (кортеж длины 3), для которой отличны от нуля якоби­
аны \df(ik)/dx(i)\  и \df (jk) /dx( j) \,  где d f / d x  есть матрица Якоби (5) 
из §1, которая для случая п =  1 будет квадратной порядка s. Поскольку 
первые s уравнений системы (10*) являются следствиями независимых 
остальных 2s уравнений, общее ее решение запишется, очевидно, в сле­
дующем виде:

Х^[к] = сшХ^(к, < к >), 

А̂ [г] =  cwX^(i, < к >), 

Х^[]\ = сшX»(j, < к >),

(И*)

где и> =  1, . . ., s и через < к > условно обозначено возможное присут­
ствие координат точки к во всех выражениях этого решения.

Пусть теперь п 2. Обозначим через I точку, следующую за точкой 
к в исходном кортеже < ijkl . . .vw >. Выделим из системы (10) подси­
стему sn(n — 1)/2 уравнений для укороченного кортежа < Ы . . .vw > 
длины п =  т — 2, которые не включают в себя коэффициентов с коор­
динатами точек г и j:

X»[k]df(M)/дх»(к) + X»[l]df(kl)/ дх»(/) = 0, '

( 10' )

X^[v\df(vw)/dx^(v) + X^[w\df(vw)/dx^(w) = 0.

В матрице подсистемы (100 имеется минор порядка sn(n —1)/2, не обра­
щающейся в нуль по аксиоме III из §1. Соответствующая квадратная
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матрица ступенчатая и ее диагональными клетками являются следую­
щие квадратные матрицы Якоби: для s(n — 1) функций f{kl), . . ., f (kw)  
по некоторым s(n — 1) переменным из х(к), . . ., для s функций f (vw)  по 
некоторым s переменным из x(v) (см. аналогичную ситуацию в доказа­
тельстве леммы 1 из §1). То есть ранг матрицы подсистемы (10') равня­
ется своему максимальному значению sn(n — 1)/2, по крайней мере, для 
одного укороченного кортежа длины п из U(к) х • • • х U(w) и некоторой 
его окрестности. Но тогда подсистема (10') имеет в этой окрестности 
sn(n — 1)/2 и не более в общем смысле линейно независимых ненулевых 
решений, поскольку максимальное число таких решений равно числу 
входящих в нее неизвестных (= sn2) минус ее ранг (= sn(n — 1)/2). 
В матрице подсистемы (10') нет зависимости от коотдинат точек г, j  
и потому ее общее решение можно записать в такой форме, в которой 
функции не зависят от этих координат:

Х^[к] = сшХ^(к, < к . . .vw >),..................................................................  >
X^[w] = сшХ£ (w, < к . . . vw >),

(12)

причем ’’немое” суммирование по индексу и>, как и в общем решении
(11) всей системы (10), производится в тех же пределах от 1 до sn(n +
1) / 2.

Выделим из системы (10) подсистему sn уравнений, коэффициенты 
которых содержат координаты точки г:

А'1 [г]<9/(гАг)/ дх» (i) +  A'1 [k]df{ik)/ дх»(к) = 0, '

( 10" )

X^[i]df(iw)/dx^(i) + X^[w\df(iw)/dx^(w) = 0

и подсистему sn уравнений, коэффициенты которых содержат коорди­
наты точки j :

A"[i]9/(ifc)/5T"(i) +  А̂ [к]д/^к) /дх^ (к) = 0,

(10'")

A" [ j ] d f { j w ) / d x ^  (j)  +  X^[w \df ( j w) /dx ^( w)  =  0.
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Относительно sn неизвестных А" [г] и A" [j] выделенные подсистемы не­
однородны и по аксиоме III из §1 имеют ранг sn. Но тогда А" [г] и A"[j] 
могут быть однозначно выражены через общее решение (12) подсисте­
мы (10'):

А" [г] =  сшА" (г, < к .. .vw >),

A"[j] =  сшA"(j, < k . . . v w > ) .
(13)

Ранг подсистемы системы уравнений (10) без первых s уравнений

А', [г]5/(у)/(9т', (г) +  А'1 [Дд/{ц)/дх^ (j) = 0  (14)

равен рангу самой системы (10), в чем легко убедиться, составляя ее 
из подсистем (10'), (10") и (10'"). Поэтому первые s уравнений систе­
мы (10), то есть уравнения (14), являются следствием всех остальных 
и никаких дополнительных ограничений на решения (13) не налагают. 
Совокупность решений (12) и (13) подсистем (10') и (10"), (10"') для 
п 2, а также решение (11*) системы (10*) для п =  1 в соответству­
ющей окрестности некоторого кортежа из U(i) xU(j)  х • • • х U(w) для 
любого п 1 задает общее решение системы (10), причем в этом ре­
шении координаты точек г и j  входят явно в функции А" только для 
выражений А" [г] и A "[j] соответственно. Лемма 3 доказана.

Рассмотрим, далее, такой кортеж < р . . .q > £ 9Jtn длины п 2, что 
любая упорядоченная по нему пара его точек принадлежит 0 j . Множе­
ство таких кортежей, очевидно, открыто и плотно в 9Jtn. Запишем си­
стему уравнений (10') для этого кортежа и некоторой его окрестности 
U(р) х • • • х U(q). Эта система, как было показано выше, имеет не более 
sn(n +  1)/2 линейно независимых ненулевых решений. Общее ее реше­
ние можно записать по решению (12) простой заменой точек кортежа 
< Ы . . . vw > на соответствующие точки кортежа < р . . . q >:

А" И  =  сшА"(р, < p . . . q > ) ,

( 12*)

А"[?] =  сшА"(д, < р . . .q >),

причем для совокупности точек кортежа < р . . . q > и всех значений 
верхнего индекса р функции А" линейно независимы в общем смысле
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по нижнему индексу и>. Случай п =  1 можно включить в решение (12*), 
полагая просто Ам[р] =  сшА(1(р, < р >).

Пусть г -  такая точка из 9Л, что все napBi < ip iq > £ Sy.
Запишем систему sn уравнений (Ю") для кортежа < i p . . . q > длинв1 

п +  1 и некоторой его окрестности U(i) xU(p) х • • • х U(q):

A^[i]df{ip)/dx^(i) + A^[p]df(ip)/dx^(p) =  0,

(15)

A^[i]df{iq)/dx^(i) + A^[q]df{iq)/dx^(q) =  0. 

Решение этой системы можно записать по решению (13):

=  cw\£(i,  < p . . . q > ) , (16)

где, напомним, суммирование по ’’немому” индексу и> производится в 
пределах от 1 до sn(n +  1)/2.

Лемма 4. Функции A ^ ( i ,< p . . . q  >) в решении (16) системы урав­
нений (15) линейно независимы по нижнему индексу из с коэффициен­
тами аш =  аш (< р . . .q >).

Предположим противное, то есть что найдутся такие коэффициен- 
TBi аш =  аш (< р . . .q >), и> =  1, . . ., sn(n +  1)/2, не все равные нулю 
одновременно, с которв1ми для каждого значения индекса р =  1, . . ., sn 
имеет место соотношение ашАДг, < p . . . q  >) =  0. Естественно при 
этом, что хотя 6bi для одной из точек кортежа < р. . .q > и некоторо­
го значения индекса р в отношении функций Aj) решений (12*) будет 
выполняться неравенство ашAj) ф 0, например, au>A(J(p, < р. . .q >) ф 0. 
Подставим выражение (16) для Ам[г] и выражение для Ам[р] из реше­
ний (12*) в первые s уравнений системы (15). С учетом независимости 
переменных коэффициентов сш имеем уравнения

Â { i , < p . . . q  >)дффр)/дх^ф) + A(d( p ,< p . . . q  >)дффр)/дх^{р) =  0,

где to — 1, . . ., sn(n +  1)/2, из которых при сделанных предположениях 
получаем уравнение:

awA £(р,  < p . . . q  > ) d f { i p ) / d x ^ ( p )  =  0.
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В полученном уравнении независимыми будут считаться компонентв1 

8-метрики /  =  (J1, . . ., f s). Фиксируя в нем координатв1 всех точек кор­
тежа < i p . . . q >, кроме координат точек г и р, приходим для napBi 
< ip > к уравнению типа (4'), следствием которого является несуще­
ственная зависимость s-метрики f(ip) от координат точки р, что, оче­
видно, приводит к противоречию с аксиомой III из §1. Значит, должно 
бв1ть равенство au>X(J(p, < р. . . g >) =  0. Аналогично устанавливается, 
что равенство аш Xj) = 0  будет иметь место и для всех остальнв1х точек 
кортежа < р . . .д > в решении (12*). Однако это противоречит тому, 
что решение (12*) системв1 (10 ) для кортежа < р. . .q > общее и мак­
симальное число ее линейно независимв1х (в общем смысле) ненулевв1х 
решений равно sn(n +  1)/2. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Множество решений (16) различных систем (15), от­
личающихся друг от друга выражениями (12*) для множителей Ам[р] 
, . . ., Aм[д], образуют линейное семейство.

Пусть А [г] и А [г] два решения системв1 уравнений (15) с множите­
лями Ам [р], . . ., Ам [д] и Ам [р], . . ., Ам [д] соответственно. Эти множители, 
в свою очередь, получаются из выражений общего решения (12*) при 
подстановке каких-то коэффициентов сш и сш. Тогда линейная комби­
нация аА[г] +  аА[г], где а и а -  произвольные постоянные, также будет 
решением системы (15) с множителями а\\р] +  аХ\р], . . ., aX[q] +  aX[q], 
которые можно получить из общего решения (12*) при подстановке ко­
эффициентов аХ +  аХ. Лемма 5 доказана.

Согласно аксиоме III из §1 в окрестности U(р) х • • • х U(q) С 9Jtn 
найдется такой кортеж < ро . . .  qo > длины п, что ранг функции / п = 
f[p0 . . .q0] будет равен sn для некоторого плотного в 9Л множества точек 
г. Записывая системы уравнений (15) для кортежей < ipo . . .  go > длины 
п +  1 и некоторых их окрестностей, получаем решения этих уравнений:

Ам И = сш А£(г, < ро .. .д0 >) =  с“ А£(г), (16')

которые по доказанной выше лемме 5 образуют линейное семейство, 
причем точка г принадлежит некоторому открытому и плотному в 9Л 
множеству.

Рассмотрим такой кортеж < i jk . . .vw > £ &р, что каждая его точ­
ка принадлежит области определения линейного семейства (16'). Мно-
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жество таких кортежей, очевидно, открв1то и плотно в &р. Тогда в 
некоторой окрестности U(i) х U(j) х ••• х U(w) С &f определяется 
линейное семейство

[г] =  с“ А£) (г), . . . ,  Ам [гг] =  сш \^(w).  (17)

Коэффициентв1 (17) являются некоторым решением системв1 (10), ана­
логично тому, как решения (13) подсистем (10") и (10"') являлись неко­
торвш решением уравнений (14), то есть nepBBix s уравнений системв1 
(10). Беря для коэффициентов (с1, . . ., csn(n+1)/2) значения (1 ,0 ,.. . ,  0) 
, . . ., (0, . . ., 0, 1), получаем следующее множество решений системы 
( 10) :

A £(i).A £(j),...,A £M , (18)

где и> =  1, . . ., sn(n +  1)/2. Эти решения, как следует из леммы 4, ли­
нейно независимы по нижнему индексу и> с коэффициентами аш =  аш(< 
ро . . .  до >)• Однако они оказываются линейно независимыми не только 
с этими постоянными коэффициентами, но и с переменными, то есть в 
общем смысле, что можно установить точно также, как это было сдела­
но в отношении решений (7') системы (6) при доказательстве леммы 2. 
Поскольку, с другой стороны, система (10) имеет не более sn(n +  1)/2 
линейно независимых в общем смысле ненулевых решений, ее общее 
решение может быть записано в форме (17) с произвольными перемен­
ными коэффициентами сш =  сш(< i jk . . .vw >).

Каждое из sn(n + 1)/2 решений (18) определяет в некоторой окрест­
ности U(г) х U(j) х • • • х U(w) исходного кортежа < i jk . . . vw > длины 
т =  п +  2 гладкое векторное поле. Совокупность всех решений (18) 
образует базис sn(n +  1)/2-мерного линейного семейства таких полей. 
Любое поле этого семейства может быть представленно в базисе (18) 
выражениями

\»(i) = a“\ » ( i ) , . . . , \ » ( w )  = a“\»(w),  (19)

где, в отличие от аналогичных выражений (17), аш -  постоянные коэф­
фициенты.

Лемма 6. Линейное sn(n + l)/2-MepHoe семейство гладких вектор­
ных полей (19) с базисом (18) замкнуто относительно операции ком­
мутирования.

33



Пусть векторное поле

Ам(г), AM( j) , . . . ,  Ам(гс) (20)

есть коммутатор каких-либо двух векторных полей семейства (19). Яс­
но, что коммутатор любых двух векторных полей этого семейства име­
ет форму (20), вследствие независимости координат, относящихся к 
различным точкам кортежа < i j k . . . v w  >. С другой стороны, ком­
мутатор (20), очевидно, является некоторым решением системы (10). 
Поэтому коммутатор (20) может быть записан по ее общему решению
(17):

Ам (г) =  сш А(( (г), . . . ,  Ам (гг) =  сш X^(w), (21)

в котором коэффициенты сш, вообще говоря, могут быть некоторыми 
функциями координат точек кортежа (< i jk . . . vw >). Убедимся, одна­
ко, в том, что в решении (21) коэффициенты сш, в действительности, 
постоянны. Для этого будем рассматривать совокупность выражений 
(21) как систему smn линейных, в общем случае, неоднородных урав­
нений относительно коэффициентов сш, где и> =  1, . . ., sn(n +  1)/2. Вы­
делим из нее подсистему sn(n +  1)/2 уравнений, опуская выражения 
Ам(г) =  с^А^г), где fi =  l , . . . , s n .  Столбцами матрицы этой подси­
стемы являются ненулевые решения Xjj(j), . . ., Xjj(w) уравнений (10'), 
(10,,/) системы (10), линейная независимость которых в общем смы­
сле устанавливается точно так же, как и линейная независимость в 
общем смысле решений (7') системы (6) в доказательстве леммы 2. Та­
ким образом, выделенная из системы (21) опусканием sn выражений 
для Ам(г) подсистема sn(n +  1)/2 уравнений имеет ранг sn(n +  1)/2, 
точно равный числу неизвестных коэффициентов сш, и потому ее реше­
ние может зависеть только от координат точек укороченного кортежа 
< j k  . . .vw >, то есть сш =  сш(< j k  . . .vw >). Подставим это решение в 
опущенные выражения:

X»(i) = c“(< jk . . . v w > ) X Z ( i )  (22)

и предположим, что для некоторого коэффициента cw его производная 
по какой-либо из координат точек кортежа (< j k  . . .vw >) отлична от 
нуля. Дифференцируя правую и левую части выражений (22) по указан­
ной координате, а затем фиксируя все координаты, кроме координаты 
точки г, приходим к соотношению а^А^г) =  0, в котором коэффициен­
ты аш -  постоянные и, по крайней мере, один из них отличен от нуля.
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Но такой результат противоречит лемме 4, так как, по обозначению 
в решении (16 ) А (̂г’) =  А (((г, < ро . . .  до >)• Следовательно, в выраже­
ниях (21) для коммутатора (20) сш =  const, и> =  1, . . ., sn(n +  1)/2, то 
есть коммутатор (21) принадлежит семейству векторных полей (19), 
которое, тем самым, оказывается замкнутым относительно операции 
коммутирования. Лемма 6 доказана.

Линейное семейство гладких векторных полей (19) с базисом (18), 
замкнутое по лемме 6 относительно операции коммутирования, являет­
ся sn(n + 1)/2-мерной алгеброй Ли преобразований некоторой окрестно­
сти U(г) х U(j) х • • • х U(w) кортежа < i jk . . . vw >, множество которых 
открыто и плотно не только в 6 р , но и, очевидно, в 9Jtm, где т =  п + 2. 
В окрестности же U(г) составляющей семейства (19)

Ам (г) =  а“  А£) (г) (23)

определяется sn (n + l)/2-мерное линейное семейство гладких векторных 
полей с теми же структурными константами коммутационных соотно­
шений в базисе

Ш ,  (24)

что и у исходного семейства (19) в базисе (18). Поэтому семейство (23) 
является sn(n +  1)/2-мерной алгеброй Ли преобразований окрестности 
U(г), изоморфной алгебре (19), причем базисы (24) и (18) соответствуют 
друг другу.

Множество точек г, в некоторой окрестности U(i) которых опреде­
лены векторные поля Ам(г), открыто и плотно в 911. Поэтому не конкре­
тизируя обозначение точки г, векторные поля (23) удобно записать в 
общекоординатной операторной форме (5), а базисные векторные поля 
(24) -  в операторной форме (3). Векторные поля Ам(г) и AM(j), заданные 
в окрестностях U(г) и U(j) двух точек г и j, совпадают, очевидна, в пе­
ресечении U(i)r\U(j). Если пара < ij > принадлежит 0^ , то s-метрика 
f ( i j )  =  ( / 1(г/) . . ., f s (ij)) удовлетворяет уравнению (14):

\ ^ ( i )d f( i j ) /dx^( i )  +  A ̂ ( j )d f( i j ) /dx^ ( j )  = 0, (25)

из которого в соответствующих базисах А (̂г’) и Aj^(j) получается си­
стема уравнений (4).

Согласно второй (обращенной) теореме С.Ли (см., например, [11], 
с.438) sn(n +  1)/2-мерная алгебра Ли гладких векторных полей (23)
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с базисом (24) однозначно определяет эффективное гладкое действие 
sn(n +  1)/2-мерной rpynnBi Ли в некоторой окрестности точки г, мно­
жество которв1х открв1то и плотно в 9Л, причем действия ее в окрестно­
стях U(г) и U(j) двух точек г и j  совпадают в пересечении U(i)(~\U(j). То 
есть алгебра Ли векторнв1х полей (23) (в операторной форме -  (5)) с ба­
зисом (24) (в операторной форме -  (3)) определяет sn(n +  1)/2-мерную 
локальнвио группу Ли локальнв1х преобразований некоторого откры­
того и плотного в sn-мерном многообразии 9Л множества, для которой 
8-метрика /  =  (J1, . . ., f s), удовлетворяющая уравнению (25), а в соот­
ветствующих базисах -  системе уравнений (4), является двухточечным 
инвариантом. Теорема 1 полностью доказана.

Иноговым результатом изложенного в §1 и §2 является ввшод об 
эквивалентности феноменологической и групповой симметрий полиме­
трической геометрии, задаваемой на sn-мерном многообразии 9Л функ­
цией /  =  (J1, . . ., f s). Эта эквивалентность является следствием до­
казанных выше теоремы из §1 и теоремы 1 из настоящего параграфа, 
необходимые и достаточные условия которых о ранге отображения F 
совпадают.

Теорема 2. Для того, чтобы функция f  = ( f 1, . . ., f s) задавала 
на sn-мерном многообразии 9Л полиметрическую феноменологически 
симметричную геометрию (физическую структуру) ранга т = п +  2, 
необходимо и достаточно, чтобы эта функция задавала на 9Л поли­
метрическую геометрию, наделенную групповой симметрией степени 
sn(n + 1)/2.

Заметим, что условие о ранге отображения F  можно сформулиро­
вать как четвертую аксиому в определении полиметрической геоме­
трии. Такая геометря будет, с одной стороны, феноменологически сим­
метрична, а с другой стороны -  наделена групповой симметрией, при­
чем обе симметрии в смысле теоремы 2 окажутся эквивалентными.

Теорема 3. Размерность локальной группы локальных движений, 
допускаемых s-метрикой f  =  (J1, . . ., f s), задающей на sn-мерном 
многообразии 9Л феноменологически симметричную геометрию ранга 
т = п+ 2 , или геометрию, наделенную групповой симметрией степени 
,sn(n +  1)/2, не превышает этой степени.
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Предположим противное, то есть что s-метрика /  =  (J1, . . ., )
допускает группу движений, размерность которой более sn(n +  1)/2. 
Тогда система уравнений (6) будет иметь более sn(n + 1)/2 линейно не- 
зависимв1х с постояннв1ми коэффициентами ненулевых решений. Эти 
решения будут также линейно независимы и с переменными коэффи­
циентами, то есть в общем смысле. Для того, чтобы убедиться в этом, 
достаточно повторить рассуждения, следующие за системой уравнений 
(8) в доказательстве леммы 2. Поскольку система (6) в предполагае­
мом случае имеет более чем sn(n +  1)/2 линейно независимых в общем 
смысле ненулевых решений, ранг ее матрицы, то есть функциональной 
матрицы (4) из §1, должен быть меньше sm(m — 1)/2 — s, где т =  п +  2. 
Однако это противоречит следствию леммы 1 из §1. Полученное про­
тиворечие и доказывает теорему 3.

§3. К лассификация двум етри ческ и х  
геом етрий на плоскости

Одной из основных задач теории физических структур является отыс­
кание явного вида s-метрики /  =  (J1, . . ., f s) в ее локальном коорди­
натном представлении (2) из §1, удовлетворяющей некоторой системе s 
уравнений (1) из §1. Как было отмечено во Введении, в случае s =  1 эта 
задача была решена полностью для прямой (п =  1), плоскости (п =  2) 
и пространства (п =  3). Поэтому в настоящем §3 и следующих §4, 
§5 будут рассмотрены случаи s =  2 на плоскости (п =  1) и s =  3 в 
пространстве (п =  1), то есть двуметрические и триметрические фено­
менологически симметричные геометрии минимального ранга.

Определение. Будем говорить, что гладкие функции /  : —У
R s и д : &д —У R s с открытыми и плотными в 9Jt х 9Л областями 
определения 6 /  и &д эквивалентны, если существуют такие локальные 
диффеоморфизмы А : 9Л —у 9Л, ф : R s —)> R s, что для открытого и 
плотного в 0^ множества пар < ij > пара < А(г), X(j) > принадлежит 
&д и имеет место соотношение f ( i j )  = ф(д(\(ф, \(j))).

Согласно теореме 2 из §2 s-метрика феноменологически симметрич­
ной геометрии ранга т =  п +  2 на sn-мерном многообразии допускает
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sn(n +  1)/2-мерную группу движений. Таким образом, 2-метрика фе­
номенологически симметричной ранга 3 геометрии на двумерном мно­
гообразии, для которой s =  2 и п =  1, допускает двумерную группу 
движений. Пусть х, у -  локальные координатв1 в многообразии, кото­
рое в некоторой окрестности своих точек является плоскостью. Тогда 
для 2-метрики /  =  (J1, / 2) по выражению (2) из §1 в некоторой окрест­
ности napBi < ij >  G & f  получаем такое координатное представление:

f ( i j )  = f (x( i ) ,y( i ) ,x( j ) ,y( j ))  (1)

или в более подробной записи по компонентам:

/ З у ) =  f 1 И*')>£/(*)>*(i)>3i))> \  Пп
Р Ш  = f 2{x{i),y{i),x{j),y{j)). J

В соответствии с аксиомой III из §1 2-метрика (1) будет неввфожденной, 
если ввшолняются следующие два условия:

d { f 1 { i j ) , f 2 {ij))/d{x{i),y{i)) ф 0, 1 ( ]
^ ( / З С ) , / 2^ ) ) ^ ^ ) , ^ ) )  фО /

для открв1того и плотного в Ш х Ш  множества пар < ij >.
Если 2-метрика (1) задает на двумерном многообразии 9Л феноме­

нологически симметричную геометрию ранга 3, то для любой тройки
< i jk  > из плотного и открв1того в 9Л3 множества, такой что napBi
< ij > ,<  ik > ,<  j k  > принадлежат &f, шесть взаимнв1х расстоя­
ний между точками г, j, к функционально связаны двумя независимыми 
уравнениями:

4 f ( i j ) J ( i k ) J ( j k ) )  = 0 , (3)

или, в более подробной записи по компонентам:

Фi { f 1{ i j ) , f 2{ i j ) , f 1{ ik) , f2{ ik ) , f1( j k ) , f 2(jk)) = 0, \  . ,
®2(f1( i j ) J 2( i j ) J 1( i k ) , f 2( i k ) , f 1( j k ) , f 2(jk)) = 0. /  V*

Независимость уравнений (3) означает, что rangФ = 2.
2-метрика (1), как уже было сказано выше, допускает двумерную 

группу движений, то есть таких эффективных гладких локальных дей­
ствий в плоскости некоторой двухпараметической локальной группы 
Ли G2:

х' =  \{х, у, а1, а2), у' = <т(х, у; а1, а2), (4)
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где а =  (а1, а2) £ G2, что каждая компонента 2-метрики сохраняется:

f { x '{i),y'{i),x '{j),y'{j)) = f{x{i),y{i),x{j),y{j))-  (5)

Запишем базисные векторные поля Х\,  X 2 двумерной алгебрв1 Ли 
локальнв1х преобразований (4) двумерного многообразия 9Л в оператор­
ной форме:

Х\  =  \ \{х ,  у)дх +  (Ti(ж, г/)(9у, 1 , ,
А2 =  А2(ж, г/)5ж +  а2(х, у)ду , /  ^

где дх =  д/дх,  ду =  <9/<9г/ и, например, Ai (аг, г/) =  д\(х ,  у, а1, а2) 
/да 1 |а1=а2=0, предполагая, что при а1 = а2 = 0 имеем тождествен­
ное преобразование в группе (4). 2-метрика (1), будучи по равенству 
(5) двухточечным инвариантом rpynnBi преобразований (4), необходи­
мо является решением системв1 дифференциальнв1х уравнений (4) из §2 
с операторами (6):

+ X 1( j ) f ( i j ) =  О, 1 (
X 2 ( i ) f ( i j ) + X 2( j ) f ( i j ) =  0. /

В отношении системв1 двух уравнений (7), так же как и в отноше­
нии более общей системв1 (4) из §2, содержащей sn(n +  1)/2 уравнений, 
частнвш случаем которой является система (7) при s =  2 и п =  1, не­
обходимо отметить следующее неочевидное обстоятельство. Алгебрв1 

Ли преобразований окрестностей U(г) и U(j) изоморфнв1 с точностью 
до совпадения структурнв1х констант в соответствующих базисах. Но 
базисвге операторв1 Х\  (г), Х 2(г) и Х\  (j), X 2(j) (или Х ^г) и Х ш(j), где 
и> = 1 ,2 ,.. . ,  sn(n +  1)/2 в общем случае системв1 уравнений (4) из §2) 
не обязательно переходят друг в друга при некотором диффеоморфизме 
U(г) —У U(j ). В частности, это может 6bitb тогда, когда точки г и j  при­
надлежат различнвш несвязнв1м компонентам многообразия, в котором 
действует группа преобразований.

В свое время (1893) Софус Ли дал полную классификацию конечно­
мерных локальных групп преобразований плоскости [13], которая вос­
произведена также в монографии [14] на стр. 25 -  26. Из этой клас­
сификации можно выделить базисные операторы (6) всех двумерных 
алгебр Ли преобразований плоскости. Нам, однако, удобнее будет для 
демонстрации методов, отличных от соответствующих методов Софуса 
Ли, провести эту простую классификацию независимо, рассматривая
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двумерную алгебру Ли преобразований плоскости как представление 
двумерной абстрактной вещественной алгебрв1 операторами (6). Эти 
методв1 будут использованв1 в следующем §4 для классификации всех 
локальных действий трехмерной группы Ли G3 в пространстве, которая 
необходима для классификации в нем всех феноменологически инвари­
антных 3-метрик ранга 3.

Хорошо известно, что с точностью до изоморфизма имеются всего 
две двумерные абстрактные вещественные алгебры Ли. В некотором 
базисе Х\,  X 2 коммутатор [X i ,X 2] либо равен нулю, либо отличен от 
нуля:

[Х1 , Х 2] = 0, (8)

[Х1 , Х 2] = Х 1. (9)

Лемма. Базисные операторы (6) двумерной алгебры Ли локальной 
группы Ли локальных преобразований двумерного многообразия, име­
ющей в этом базисе структуру коммутационных соотношений (8), 
(9), в надлежаще выбранной системе локальных координат (х,у) за­
даются следующими выражениями:

Х 1 = дх , Х 2 = удх ; (8.1)

х 1 = дх , х 2 = ду- (8.2)

Xi  — дх, Х 2 — хдх, (9.1)

Xi  = дх , Х 2 = хдх +  ду. (9.2)

Осуществим в выражениях (6) для операторов Х\,  X 2 обратимую 
замену локальных координат

£ = <р{х,у), Г1 = -ф{х,у),
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где, вследствие ее обратимости, d(ip,ip)/d(x,y) ф 0:

Ад — (A iipx + a\ipy)d( + (X\ipx + од ipy)dv, \
Х 2 = (А 2<рх + (т21ру)д% +  (А 2фх + cr2ipy)dn. J

Если функции ip и ф взять из решений интегрируемых уравнений 
\\Lpx~\-О'Хару =  1 и Ххфх +  <7i =  0, в которых Al+crf ф 0, так как базис­
ный оператор Х\  ненулевой, то для него получим максимально простое 
выражение: Х\  =  д%. Возвращаясь к прежним обозначениям коэффи­
циентов и координат, а также опуская ставший излишним индекс ”2” , 
можем записать:

Х 1 = дх , Х 2 = Х(х, у)дх +  <т{х, у)ду. (10)

Заметим, что полученные выражения (10) допускают замену коор­
динат

£ = x + ip(y), у = ф(у) (И)

с ф' ф 0, которая сохраняет за оператором Х\  его максимально простую 
форму.

Подставим сначала операторы (10) в коммутатор (8): Ххдх + Схду = 
0, откуда, в силу линейной независимости операторов дифференциро­
вания дх и ду, следует, что Хх = 0, <тх =  0, то есть Х(х,у) =  А (у), 
а(х, у) =  (г(у), и потому Х 2 =  А(у)дх +  <т{у)ду . В этом выражении осу­
ществим допустимую замену координат (11):

АГг = (А{у) + <т(у)(р'(у))д{ + (т(у)ф'(у)ду .

Если (г (у) = 0, то Х 2 =  Худ^, причем А '(у) ф 0, так как операторы 
Х\  и Х 2 линейно независимы. Полагая ф(у) = X(у) и возвращаясь к 
прежним обозначениям координат, получаем выражения (8.1) для ба­
зисных операторов Х\,  Х 2 первого представления алгебры (8). Если же 
с (у) ф 0, то пусть функции <р(у) и ф(у) замены координат (11) являют­
ся решениями уравнений А (у) +  cr(y)ip'(y) =  0 и cr(y)ip'(у) =  1. В этом 
случае в прежних обозначениях координат получим выражения (8.2) 
для базисных операторов Х\,  Х 2 второго представления алгебры (8).

Подставим теперь операторы (10) в коммутатор (9): Ххдх +  сгхду = 
дх , откуда следует: Хх =  1, <тх =  0 и после интегрирования: А(х,у) =
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х +  А (у), а(х, у) =  сг(у). Для оператора Х 2, следовательно, имеем выра­
жение Х 2 =  (х +  Х(у))дх + сг(у)ду , в котором произведем допустимую 
замену координат (11):

Х 2 = (х + А (у) + a(y)ip'(у))д{ + (т{у)ф'{у)ду.

Если сг(у) = 0, то Х 2 = (х +  Х(у))д^. Полагая р(у) =  А (у), в прежних 
обозначениях координат получаем выражения (9.1) для базиснв1х опе­
раторов Х\,  Х 2 первого представления алгебрв1 (9). Если же сг(у) ф О, 
то функции ip{y) и ф(у) можно взять из решений уравнений \(у) — ip(y) + 
cr(y)ip'(y) =  0 и cr(y)ip'(у) =  1. В этом случае, возвращаясь к прежним 
обозначениям координат, получаем выражения (9.2) для базисных опе­
раторов Х\,  Х 2 второго представления алгебры (9). Лемма доказана,

Результаты леммы совпадают с соответствующими результатами 
С.Ли, извлеченными из его полной классификации (см. выражения 18, 
30 и 27, 29 по списку алгебр, помещенному на стр. 25 -  26 монографии 
[14]). Заметим, что такого совпадения могло и не быть, так как свою 
классификацию С.Ли проводил с точностью до подобия, допускающего 
не только замену координат в плоскости, но и переход к другому базису 
с сохранением структурных констант.

Теорема. С точностью до эквивалентности существуют только 
две невырожденные 2-метрики f  =  ( f 1, / 2), задающие на двумерном 
многообразии 9Л феноменологически симметричную геометрию ранга
3. В надлежаще выбранной системе локальных координат х ,у  эти 2- 
метрики могут быть представлены следующими выражениями:

f ( i j )  = х (г) -  x(j), f 2{ij) = у(г) -  y(j); (12)

f { i j )  =  W O  -  W ) )  2 / ( 0 > / 2 ( 0 ' )  =  W O  -  W ) )  2 /C 0 -  ( 1 3 )

Компоненты 2-метрик f  =  ( f 1, f 2) являются независимыми реше­
ниями системы уравнений (7). Для базисных операторов (8.1) и (8.2) 
представлений алгебры Ли (8), учитывая замечание, сделанное после 
уравнений (7), можно записать только три принципиально различных 
системы:

df{ij )/dx(i ) + df{ i j ) /dx( j )  = 0, 1 (
y(i)df( ij )/dx(i ) + y( j )df( i j ) /dx( j )  = 0; J
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df{i j)/dx(i )  + d f ( i j ) /dx( j )  =  0, 
df(i j) /dy(i )  + df ( i j ) /dy( j )  = 0; (15)

df ( i j ) / dx( i )  + d f { i j ) / dx ( j )  = 0, 1 , ,
y( i )df ( i j ) / dx( i )  + df ( i j ) / dy( j )  =  0, J

ранг которых равен двум. Поскольку в уравнениях (14) и (16) отсут­
ствует оператор дифференцирования д/ду{г), их независимыми реше­
ниями будут функции у(г) и То есть для 2-метрики потлучаем
выражение f ( i j )  = f(y(i), <p(ij))- Поскольку для нее не выполняется 
второе из условий (2), такая 2-метрика оказывается вырожденной. С 
другой стороны, два независимых решения системы (15), которые лег­
ко находятся методом характеристик, совпадают в своем явном коорди­
натном представлении с компонентами 2-метрики (12). Эта 2-метрика 
невырождена, так как оба якобиана из условия (2) равны единице для 
нее, то есть отличны от нуля. Общий вид 2-метрики в тех же коорди­
натах будет, очевидно, следующим: / 1(ij) =  ip1 (x(i) — x(j), у (г) — y(j)), 
f 2(ij) =  ф2(х(г) — x(j),y(i) — y(j)), где ip =  (ip1 ,ip2) -  произвольная 
гладкая двухкомпонентная функция двух переменных ранга 2.

Для базисных операторов (9.1) и (9.2) представлений алгебры (9) 
также имеем три принципиально различные системы уравнений (7):

df ( i j ) / dx( i )  +  df ( i j ) / dx ( j )  = 0 , 1  
x( i )df ( i j ) / dx( i )  + x( j ) d f ( i j ) / dx ( j )  = 0 ;  J

d f ( i j ) / d x ( i )  + d f ( i j ) / d x ( j )  = 0 , 1  
x ( i ) d f ( i j ) / d x ( i )  +  d f ( i j ) / d y ( i ) +  > 

+ x ( j ) d f ( i j ) / d x ( j )  +  d f ( i j ) / d y ( j )  =0;  J
df ( i j ) / dx( i )  +  df ( i j ) / dx ( j )  = 0 , 1  

x( i )df ( i j ) / dx( i )  + x( j ) d f ( i j ) / dx ( j )  +  df ( i j ) / dy( j )  = 0 ,  J

ранг которых равен двум. 2-метрики, являющиеся решениями систем 
уравнений (17) и (19), в которых нет оператора д/ду(г), очевидно, вы­
рождены. Общее решение f ( i j )  = х(т(*) — x(j), y(i), y(j)) первого урав­
нения системы (18) подставим во второе: и \ и +  Xy(i) +  Xy(j) =  0, где

(17)

(18) 

(19)
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и =  x(i) — x(j). Соответствующая система уравнений характеристик 
du/u =  dy(i) =  dy(j) имеет два независимв1х интеграла: uexp(—y(i)) = 
const, uexp(—y(j)) =  const, по которым можно определить компонен- 
TBi 2-метрики: f ( i j )  = f 2 {ij)) =  ((*(*) -  x(j ) )exp(-y(i )) , (x(i) -
x(j))cxp(—y(j))). Произведя затем удобную замену координат х —У х, 
ехр(—у) —У у, получаем 2-метрику (13), которая невырождена, так как 
для нее якобианв1 (2) отличнв1 от нуля. Общий вид 2-метрики задается 
выражением f ( i j )  = ф{х{г) — x(j))y(i), x(i) — x(j))y(j)),  где ф -  произ­
вольная гладкая двухкомпонентная функция двух переменных ранга 2. 
Теорема доказана.

Компоненты 2-метрики (12) можно, например, интерпретировать 
проекциями вектора на координатные оси. Соответствующая функци­
ональная связь (3) задается двумя независимыми уравнениями

/ Ч с )  -  Z1 W  + f 1 {jk) = 0 , \  
f 2( i j ) - f 2( i k ) + f 2(jk) = 0. /

2-метрика (13) допускает содержательную интерпретацию в термо­
динамике, о чем говорилось уже во Введении. В этой интерпретации 
компоненты / 1(ij) и f 2(ij) суть количества тепла QTS(ij) и QST(ij), 
которые термодинамическая система отдает внешним телам при ее пе­
реходе из состояния г в состояние j  по двум путям: T S  и ST,  составлен­
ным из равновесных изотермического (Т =  const) и адиабатического 
(S = const) процессов:

№ )  = QTS(ij) = (S(i) -  S(j))T(i), \  
f 2 (ij) = QST (ij) = (S(i) -  S(j))T(j),  /

где Т и б 1-  температура и энтропия системы. Соответствующая функ­
циональная связь (7) задается двумя независимыми уравнениями (10) 
из Введения.

Переходя, далее к классификации триметрических феноменологиче­
ски симметричных геометрий ранга 3 в пространстве, то есть к слу­
чаю s =  3, п =  1, заметим, что по теореме 2 из §2 соответствующая 
3-метрика /  =  (Z1, / 2, / 3) допускает трехмерную группу движений и 
является решением системы уравнений (4) из §2, где и> =  1,2,3. Поэтому 
естественно возникает задача предварительной полной классификации 
трехмерных групп Ли преобразований пространства. Имея в виду объ­
емность такой задачи, а также собственную значимость результатов и 
методов ее решения, посвятим ей весь следующий параграф.
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§4. Т рехм ерны е алгебры  Ли преобразований  
п ространства

Рассмотрим трехмерную локальную группу Ли локальных преобразо­
ваний пространства, то есть трехмерного многообразия в некоторой 
его окрестности. Если (х , у, z) -локальные координаты преобразуемого 
многообразия и а =  (а1, а2, а3) -  локальные параметры действующей 
группы Ли G3, то преобразования будут задаваться следующими урав­
нениями:

х' = А(т, у, Z] а1, а2, а3), 'l
у' = сг(х, у, Z] а1, а2, а3), I (1)

z' =  т(х, у, Z] а1, а2, а3), J
причем <9(А, а, т)/д(х, у, z) ф 0 вследствие их обратимости. При спе­
циальном выборе параметров действующей в R 3 группы G3, когда их 
нулевым значениям и, вследствие эффективности действия (1), только 
им соответствует тождественное преобразование х' =  х, у' =  у, z' =  z, 
бесконечно малое (инфинитезимальное) преобразование, близкое к то­
ждественному, запишется следующим образом:

х' =  х +  Ai(х, у, z)a1 +  А2(ж, у, z)a2 +  А3(ж, у, z)a3 , 
у' = У + у, z)a1 +  сг2(ж, У, z)a2 +  <т3(ж, У, z)a3, 
z' = Z + Ti(x, у, z)a1 +  г2(ж, у, z)a2 + т3 (х, у, z)a3,

где, например, Ai =  (9A/9a1)|a=o.
Операторы

АГ„ = Ха(х, у, z)dx +  аа(х, у, z)dy +  та(х, у, z)dz ,

(2)

(3)

где а =  1,2,3, дх =  д/дх,  ду =  д/ду, дг =  д/dz,  линейно независи­
мы, однозначно задают инфинитезимальные преобразования (2) и со­
ставляют естественный координатный базис трехмерной алгебры Ли 
преобразований R 3 с коммутаторами

[Ха,Ху] = С'1рХу ,

причем структурные константы СРар, как известно, антисимметричны 
по нижним индексам а, /3 и удовлетворяют тождеству Якоби:

I /~ld /~l£ I _ r\
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Полная с точностью до изоморфизма классификация трехмерных ве­
щественных абстрактных алгебр Ли была дана Бианки в 1918 г. При­
ведем ее здесь по монографии [15], записывая соответствующие выра­
жения для трех возможных коммутаторов [ X i , X 2], [ X 3 , X i ] ,  [ Х 2 , Х 3]
базисных векторов Х \ ,  Х 2 , Х 3:

[Аь А2] =  0, [АГз, ATi] =  О, [Х2,Х 3] =  0; (4)

[Аь А2] =  0, [АГз , ATi] =  О, [Х2, Х 3] = Х 1; (5)

[Аь А2] =  0, [Х3, Х 1] = - Х 1, [Х2, Х 3] = Х 1 + Х 2; (6)

[Аь А2] =  0, [ATa.ATi] =  — ATls [Х2, Х 3] = р Х 2, (7)

[Аь А2] = 0, [Х3, Х 1] = - Х 1, [Х2,Х 3] =  Х2; (8)

[Аь А2] = 0, [Х3, Х 1] = - Х 1, [Х2,Х 3] =  0; (9)

[Аь А2] =  0, [Х3, Х 1] = - Х 1, [Х2,Х 3] =  - Х 2; (10)

[Аь А2] = 0, [Х3, Х 1] = - Х 2, [Х2, Х 3] = - Х 1 + дХ2; (И)

[Аь А2] =  0, [ATa.ATi] =  — АГ2> [Х2, Х 3] = - Х 1; (12)

[X1}X 2] = X 3, [АГз, ATi] =  АГ2, [X2, X 3] = X i; (13)

[X1}X 2] = X 3, [АГз, ATi] =  АГ2, [Х2, Х 3] = - Х и  (14)

где 0 < р 2 < 1 и 0 < 5 < 2 .

Теорема. Б а з и с н ы е  о п е р а т о р ы  ( 3 )  т р е х м е р н о й  а л г е б р ы  Л и  л о ­
к а л ь н ы х  п р е о б р а з о в а н и й  п р о с т р а н с т в а ,  и м е ю щ е й  в б а з и с е  Х \ ,  Х 2 , Х 3 
с т р у к т у р у  к о м м у т а ц и о н н ы х  с о о т н о ш е н и й  ( 4 )  -  ( 14 ) ,  в н а д л е ж а щ е
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в ы б р а н н о й  с и с т е м е  л о к а л ь н ы х  к о о р д и н а т  (x , y , z ) з а д а ю т с я  с л е д у ю ­
щими выражениями:

Х 1 = дх , Х 2 = у д х , Х 3 = Х (у)дх ; (4.1)

Х 1 = дх , Х 2 = удх , Х 3 = zdx - (4.2)

х 1 = дх , х 2 = удх , x 3 = dz - (4.з)

Xi  = dx , Х 2 = д у, Х 3 = X(z)dx + a(z)dy ; (4.4)

Х 1 = 8х , Х 2 = ду , X 3 = 8Z- (4.5)

Х 1 = дх, Х 2 = удх , х 3 = -ду-  (5.1)

х 1 = дх , Х 2 = ду, Х 3 = удх + дду] (5.2)

Xi  = дх , Х 2 = ду, Х 3 = удх + zdy; (5.3)

Xi  = дх , Х 2 = ду, Х 3 = удх + dz \ (5.4)

Xi  = dx , Х 2 = у д х , Х 3 = хдх - д у\ (6.1)

Xi  = dx , Х 2 = д у, Х 3 = (х + у)дх +  уду] (6.2)

Xi  = dx , Х 2 = д у, Х 3 = (х + у)дх +  уду +  dz \ (6.3)

X i = d x , Х 2 = удх , Х 3 = хдх + (1 - р ) у д у \ (7.1)

Xi  = dx , Х 2 = д у, Х 3 = хдх +руду ; (7.2)
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Xi  = dx , Х-2• =  ду , ^3 = хдх +  руду +  дг ; (7.3)

X i =  дх , х 2 = удX, Х 3 — хдх , (8.1)

X-! = дх , Х 2 = удх, Х 3 =  хд  ̂ +  dz ; (8.2)

X-! = дх , Х 2 = ду, Х 3 =  хдх + уду', (8.3)

X-! = dx, X 2 = ду , х ■з — Хдх +  уду +  дг ; (8.4)

X-! = дх , Х 2 = удх, Х3 = хд,; +  ; (9.1)

X-! = дх , Х 2 = ду, Х 3 =  хдх + (9.2)

X-! = дх , Х 2 = ду, Х 3 =  хдх + (9.3)

X-! =- дх , Х 2 =-- ду , Х 3 =  хд,; +  dz ; (9.4)

X-! = ( •<D * to II «г съ н Х 3 =  хдх + 2 уду] (10.1)

X-! = дх , Х 2 = ду, Х 3 =  хдх ~ уду', (10.2)

X-! = дх, X 2 = ду, х ■з =  хдх ~ уду + dz ; (10.3)

дх , Х ’2 = удх , Х 3 = худх + (1 - ЯУ + У2)ду; (11.1)

Х 1 = дх , Х-2 = ду, ^3 =-  - у д х + {х + qy)dy ; (11.2)

дх , Х ’2 = ду, Х 3 := -удх + {х +  qy)dy +  dz ; (11.3)
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Х 1 = дх , Х 2 = удх , X 3 = худх +  (1 +  у2)ду; 

Х 1 = дх , Х 2 = ду, Х 3 = - у д х + хду; 

X i = d x , Х 2 = ду, Х 3 = - у д х + хду + dz ;

X i  = дх,
Х 2 =  tgy sin хдх +  cos хду,

Х 3 =  tgy cos хдх — sin хду;

х 1 = дХ)
Х 2 =  tgy sin хдх +  cos хду +  sec у sin xdz , 

Х 3 =  tgy cos хдх — sin хду +  sec у cos xdz;

X 1 = dx , X 2 = sinxdx , X 3 = cosxdx ;

X 1 = dx , 'l 
X 2 =  sin xdx + cos xdy , > 

X 3 =  cos xdx — sin xdy; J

x 1 = dx,
X 2 = —t h y  sin x d x + cos x d y,

X 3 = —t h y  c o s x d x — sin x d y ;

X 1 = dx ,
X 2 = —c t h y  sin x d x + cos x d y,

X 3 = —c t h y  c o s x d x — sin x d y ;

X 1 = dx ,
X 2 = sin x d x + cos x d y  + exp у  sin x d z ,

X 3 = cos x d x — sin x d y  + exp у  cos x d z ,

где 0 < p2 < 1 « 0 < q < 2; A" (у) ф 0, (A'(z))2 +  (cr'(z))2 ф 0, S 
ч и с л о .

( 12.1)

( 12.2)

(12.3)

(13.1)

(13.2)

(14.1)

(14.2)

(14.3)

(14.4)

(14.5) 

-  любое
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£ = <p{x,y,z), г] = ф(х,у,г),  d = x (x ,y , z ) ,  (15)

причем д(р, ф, н) /д(х,  у, z) ф 0. В hobbix координатах^, г), $ для инфи- 
нитезимальнв1х операторов (3) будем иметь такие выражения:

Х а = (Харх + (тару + тарф)д^
+ (АаФх+РаФу + Тафг)8у +  (ХаХх +  <7аХу +  ТаЯг)8ф .

Пусть функции <р, ф, я  в замене координат (15) являются независи­
мыми решениями системы уравнений

\ i p x + (Tip у +  Tipz =  1 ,1  
Х\фх +  <Т1фу +  п ф г = 0, > (17)

Х\ях +  <?\Ху +  Tixz =  0, J
в которой, очевидно, Xf + af + т( ф 0. Тогда для оператора Х\  полу­
чаем максимально простое выражение: Х\  =  д%. Возвращаясь в (16) к 
прежним обозначениям коэффициентов и координат, можем записать:

Х г = д х , Л
АГ2 = х 2(х, у, z)dx + (Т2{х, у, z)dy + т2{х, у, z)dz , > (18)

Х 3 =  А3(ж, у, z)dx + сг3(х, у , z)dy + т3 (х, у , z)8z . )

В полученных выражениях (18) имеем: Ai =  1, <Т]_ =  0, т\ =  0. Систе­
ма уравнений (17) с такими коэффициентами значительно упрощается: 
<рх =  1, фх = 0, я х = 0 и ее независимые решения

£ = x + <p(y,z), т] = ф(у,г), d = x(y ,z) ,  (19)

в которых д(ф, х)/д{у,  z) ф 0, определяют такую замену координат в 
R 3, которая за оператором Х\  сохраняет его простейшую форму.

По классификации (4) -  (14) коммутатор [АС,А72] либо равен нулю, 
либо совпадает с оператором Х 3. Рассмотрим сначала первый случай:

Р С ,Х 2] =  0. (20)

Подставим в коммутатор (20) выражения (18) для операторов Х\  
и Х 3. В результате получаем уравнения \ 2Х = 0, (Т2Х = 0, Т2Х =  0 с 
решениями А2 = А (у, z), <т2 =  <т (у, z), т2 = т(у, z) и потому

АТ2 = А (у, z)dx +  а (у, z)dy +  т(у, z)dz .

В пространстве R 3 произведем локально обратимую гладкую замену
координат
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Осуществим, далее, допустимую замену координат (19):

Х 2 = (А + (пру + трг)д^ +  (афу + тфф)дц +  (бтяу + тхг)д

Предположим сначала, что сг2 + т2 =  0. Тогда необходимо должно 
быть А ф const, так как операторы Х\  и Х 2 линейно независимы. По­
лагая ф =  А, для оператора Х 2 получаем: Х 2 =  г)д̂  и, возвращаясь к 
прежним обозначениям координат, можем записать выражения

Х\  — дх, Х 2 — уФХ} 1 (21)
Х 3 = X(x,y,z)dx + a(x,y,z)dy + r(x ,y ,z )d z , J

сохраняющиеся при замене координат

£ = х + <р(у,г), г) = у, d = x(y ,z) ,  (22)

где к г ф 0.
Если же а2 +  т2 ф 0, то функции <р, ф, я  в замене координат (19) 

возьмем из таких решений уравнений А + <т<ру +  ripz =  0, афу +  тфг =  1, 
а х у +  тхг =  0, для которых д(ф, х)/д{у,  z) ф 0. Очевидно, что такие 
решения существуют. Тогда для оператора Х 2 получаем: Х 2 =  dv и, 
возвращаясь к прежним обозначениям координат, приходим к выраже­
ниям

Х \  — дх , Х 2 — с 
Х 3 = \ { х ,  у, z)dx +  а(х,  у, z)dy +  т(х, у, z)c

с допустимой заменой координат

£ = x + ip(z), Г] = у + ф(г), ё = я(г),

в которой x'(z) Ф 0.
Итак, коммутирование операторов Х \ ,  Х 2 в рассмотренном выше 

случае (20) привело к двум выражениям (21) и (23) с допустимыми 
заменами координат (22) и (24) соответственно.

Обратимся теперь ко второму коммутатору [X3,Xi ] ,  который для 
случая (20) согласно классификации (4) -  (14) может быть равен 0, 
- X i  и - Х 2.

Пусть

(23)

(24)

[Х3 ,Х ф  =  0. (25)
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Для операторов (21) коммутационное соотношение (25) приводит к 
уравнениям \ х =  0, ах =  0, тх =  0, решая которые находим выражение 
для оператора Х з :

Х 3 = А (у, z)dx +  а (у, z)dy +  т(у, z)dz . (26)

Произведем в операторе (26) допустимую замену координат (22):

Х 2 =  (А + о-сру +  Tipz )dt + аду +  (аяу +  тяг)д$.

Предположим, что а2 + т2 =  0 и Xz =  0, то есть А (у, z) = А (у). Тогда 
Хз = А(т])д{ и в прежних обозначениях координат получаем выражения

х 1 =дх, х 2 = удх , Хз = Х(у)дх . (27)

причем А "(у) ф 0, так как операторы Х\,  Х 2, Хз  линейно независимы.
Если же а2 + т2 =  0 и Xz ф 0, то полагаем к  = X. Тогда Хз  =  и 

в прежних обозначениях координат приходим к выражениям

X i = d x , Х 2 = удх , X 3 = zdx . (28)

Предположим, далее, что а2 +т2 ф 0 и а =  0. Функции ip и к  возьмем 
из решений уравнений А + ripz =  0, t x z =  1. Тогда для Хз  получаем 
выражение Хз  =  д$ и в прежних обозначениях координат

X i = 8x , Х 2 = удх , X 3 = dz . (29)

Если же а2 + т2 ф 0 и а ф 0, то функции р и х  возьмем из таких 
решений уравнений А +  ару +  трг =  0, а х у +  тхг =  0, для которых 
жг ф 0. Тогда Хз  =  а(г),д)ду. Возвращаясь к прежним обозначениям 
коэффициентов и координат, получаем:

Xi  = dx , Х 2 = удх , X 3 = a(y,z)dy. (30)

При подстановке операторов (23) в коммутатор (25) аналогично по­
лучаем уравнения Хх =  0, ах =  0, тх =  0 и, следовательно, выражение 
(26) для оператора Хз:

х 1 = дх, х 2 = ду,
Х 3 = X (у, z)dx +  а (у, z)dy +  т(у, z)dz 

с допустимой заменой координат (24).

(31)
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Выясним теперь, какие возникают дополнительные ограничения на 
операторы (27) -  (31), если третий коммутатор [Х2,Хз] обращается в 
ноль:

[АГа, АГз] =  0. (32)

Для операторов (27), (28), (29), совпадающих с операторами (4.1),
(4.2), (4.3), коммутационное соотношение (32) выполняется автомати­
чески. Для операторов же (30) это соотношение выполняться не может, 
так как [Х2 ,Хз] = —<тдх , а а ф 0.

Подставляя в условие (32) операторы (31), получаем уравнения Ху = 
0, а у =  0, Ту =  0 и, соответственно, для оператора Хз  выражение

Х 3 =  Х(г)дх + a (z)dy + r(z)dz .

Произведем допустимую замену координат (24):

Хз = (А +  т(р')д£ +  (<т +  тф')ду + тх'д{).

Если т =  0, то Хз  =  A(«9)9f +  а(д)дГ1 и в прежних обозначениях 
коэффициентов и координат приходим к выражениям (4.4), причем, 
(А')2 +  (сг1) 2 ф 0, так как операторы Х\,  Хз, Хз  линейно независимы.

Если же т ф 0, то функции <р, ф, я  возьмем из решений уравнений 
А + Tip1 =  0, а +  тф' = 0, тх' =  1. В результате получаем Хз  =  д$ и в 
прежних обозначениях операторы (4.5).

Итак, для абелевой алгебры (4) получено пять различных, не сво­
димых друг к другу никакой заменой координат (15) представлений 
операторами преобразований пространства R 3, задаваемых выражени­
ями (4.1) -  (4.5) в формулировке теоремы.

Пусть, далее, операторы (30) и (31) удовлетворяют условию

[Х2 , Х 3] = Х 1. (33)

которое для операторов (27), (28), (29) не выполняется.
Для операторов (30) из условия (33) легко получаем: <т = —1 и Хз  = 

—ду, то есть выражения (5.1) базисных операторов, представляющих 
алгебру (5).

Подставляя в коммутатор (33) операторы (31), получаем уравнения 
Ху =  1, а у =  0, Ту =  0 и для оператора Хз  после их интегрирования 
выражение

Х 3 = (у + Цф)дх + cr(z)dy + т(г)дг .
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Х 3 = (у +  А + т(р')д£ +  (<т +  тф')ду + тя'д#. (34)

Если т =  0 и сг = S = const, то, полагая ф =  А, получаем в преж­
них обозначениях базисные операторв1 (5.2) представления алгебрв1 (5), 
причем постоянная (5 может принимать любые значения. Поскольку в 
ввфажении (5.2) для оператора Х 3 постоянная (5 никакой заменой ко­
ординат не может 6bitb изменена, соответствующие разным значениям 
этой постоянной представления алгебрв1 (5) не сводимв1 друг к другу.

Если же в ввфажении (34) т =  0 и сг ф const, то, полагая ф =  А 
и я  =  сг, в прежних обозначениях получаем ввфажения (5.3) базиснв1х 
операторов представления алгебрв1 (5).

Если же, наконец, в выражении (34) т ф 0, то функции ip, ф, я  возь­
мем из решений уравнений тя' =  1, сг +  тф' =  0, — ф +  А +  т<р' =  0, то 
есть Х 3 =  г)д̂  +  д$ и в прежних обозначениях координат получаем вы­
ражения (5.4) базисных операторов последнего представления алгебры 
(5).

Выше был полностью рассмотрен случай коммутирования по усло­
вию (25) операторов Х\  и Х 3. Перейдем ко второму случаю из трех 
возможных, когда коммутатор [Х3, Хф по классификации (4) -  (14) при 
условии (20) отличен от нуля и равен —Х-\_\

Произведем допустимую замену координат (24):

[Х3 , Х 1] = - Х 1. (35)

Подставим операторы (21) и (23), удовлетворяющие условию (20), в 
коммутатор (35). Итегрируя получающиеся при этом уравнения \ х =  1, 
<тх =  0, тх =  0, приходим к таким для них выражениям соответственно:

X i = d x , Х 2 = удх ,
Х 3 = (х + А (у, z))dx +  а(у, z)dy +  т(у, z)dz ;

Х\  = дх , Х 2 = ду,
Х 3 = (х + А (у, z))dx +  а(у, z)dy +  т(у, z)dz ,

с допустимыми заменами координат (22) и (24).
Операторы (36) и (37) удовлетворяют двум коммутационным соот­

ношениям (20) и (35). По общей классификации (4) -  (14) третий ком­
мутатор [Х2, Х 3] может принимать при этом такие значения: Х\  +  Х 2,
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pX'j, где 0 < р2 < 1; Х 2; 0; — Х 2. Рассмотрим отдельно все эти пять 
случаев.

Предположим сначала, что

[Х2, х 3] = Х ,  + Х 2. (38)

Подставляя в условие (38) операторы (36), легко находим: а = — 1, 
то есть

Х 3 = (х + А (у, z))dx - д у + т(у, z)dz ,

после чего произведем допустимую замену координат (22):

Х 3 = (х + А -  ру + трг)д£ -  dv + (-Ху + тхг)д§.

Функции ip и х  возьмем из решений уравнений А — р  — р у + трг = 
О, —х у +  тхг =  0 с x z ф 0 и тогда Х 3 =  <̂9̂  — ду. Возвращаясь к 
прежним обозначениям координат, получаем выражения (6.1) базисных 
операторов представления алгебры (6).

Подставим таперь в коммутационное соотношение (38) операторы 
(37). Интегрируя возникающие при этом уравнения Ху =  1, ау =  1, 
Ту =  0, для оператора Х 3 получаем выражение

Х 3 = (х + у + A(z))dx + (у + <r{z))dy + r(z)dz , 

в котором произведем допустимую замену координат (24):

Х 3 = (х + у + А + т(р’)д£ + (у + ст + тф')ду + тх'д§.

Если т =  0, то полагая р = X — а, ф = сг и. возвращаясь к прежним 
обозначениям координат, получаем базисные операторы (6.2) предста­
вления алгебры (6).

Если же т ф 0, то функции <р, ф, х  возьмем из решений системы 
уравнений А — р — ф +  тр' =  0, сг — ф +  т-ф' =  0, тх' =  1. Для оператора 
Х 3 имеем тогда выражение: Х 3 = (£ +  г))д̂  +  уду +  д$ и в прежних 
обозначениях координат получаем базисные операторы (6.3) предста­
вления алгебры (6).

Заметим, что алгебра (6) имеет три различных представления, ко­
торые не сводятся друг к другу никакой общей заменой координат (15).

Предположим теперь, что коммутатор [Х2,Хз] для операторов (40) 
и (41) равен р Х 2'.

[ Х2, Х 3] = р Х 2, (39)
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где 0 < р2 < 1, то есть р ф +1, 0, —1.
Подставим сначала в условие (39) операторы (36). В результате по­

лучаем: а = (1 — р)у и для оператора Хз  выражение:

Х 3 = (х + А (у, z))dx +  (1 -  р)уду + т(у, z)dz ,

в котором произведем допустимую замену координат (22):

Х 3 = (х + X + (1 -  р)уру +  т<рг)д( +  (1 -  р)уду +
+ ((1 -  Р)уху + тяг)д,} .

Беря функции р и к  из решений уравнений A -р - \ - (  1 — р)уру + трг =  О, 
(1 — р)уяу +  тяг =  0 с х2 ф 0, поскольку р /  1, и возвращаясь к 
прежним обозначениям координат, получаем базисные операторы (7.1) 
представления алгебры (7).

Подставим в коммутатор (39) операторы (37). Интегрируя возника­
ющие при этом уравнения Ху =  0, = р, ту = 0 ,  для оператора Хз
приходим к выражению

Х 3 = (х + X(z))dx (ру + <т(г))ду +  r(z)dz , 

в котором произведем допустимую замену координат (24):

Х 3 = (х + X + т<р')дf + (ру + сг +  тф')ду + тя'дф. (41)

Если т =  0, то положим tp =  А, ф =  а/p, поскольку р ф 0, и тогда 
будем иметь: Хз = +prjdv. Возвращаясь к прежним обозначениям 
координат, получаем базисные операторы (7.2) представления алгебры
(7).

Если же т ф 0, то функции <р, ф, я  возьмем из решений системы 
уравнений А — tp +  т<р' =  0, а — рф +  тф' =  0, тя' =  1. Для оператора 
Хз  приходим к выражению Хз  =  <̂9̂  +  руду +  д$, а после возвращения 
к прежним обозначениям получаем базисные операторы (7.3) предста­
вления алгебры (7).

Пусть, далее, третий коммутатор [Х2 , Хз] для операторов (36) и (37) 
равен Хз'.

[Х2, Х 3] = Х 2. (42)

Формально коммутационное соотношение (42) можно считать част­
ным случаем соотношения (39), если в нем для р допустить значение,
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равное единице. Положим, поэтому, в выражении (40) для оператора
Х 2 р =  1:

З73 =  {х +  А + трг)д^ +  тжгд$.

Если т =  0, то при ip =  А, имеем Хз  = ( ^ , и в  прежних обозначениях 
координат, получает базисные операторы (8.1) представления алгебры
( 8) .

Если же т ф 0, то функции р и ж берем из решений уравнений 
А — ip +  Tipz =  0 и тжг =  1 и тогда Хз  =  <̂9̂  +  <9$. Возвращаясь к 
прежним обозначениям координат, получаем базисные операторы (8.2) 
представления алгебры (8).

Заметим, что в последующих преобразованиях выражения (41) для 
оператора Хз  условие р ф 1 не использовалось, поэтому, полагая в опе­
раторах (7.2) и (7.3) р =  1, получаем базисные оператору (8.3) и (8.4) 
представления алгебры (8).

Перейдем к рассмотрению случая коммутирования операторов Х 2,
Х 3:

[АГ2> АГз] =  0. (43)

Формально условие (43) можно получить из коммутационного соот­
ношения (39), если допустить в нем нулевое значение для р. Поскольку 
в последующих преобразованиях выражения (40) ограничение р ф 0 не 
использовалось, положим в операторах (7.1) р =  0. В результате полу­
чаем базисные операторы (9.1) представления алгебры (9).

Запишем еще выражение (41) для оператора Хз,  полагая в нем р =  0:

Хз = (х + \  + тр')д^ + (а + тгф')дп + тх'дц.

Если т =  0 и а' =  0, то положим <р =  А, то есть Хз  =  <̂9̂  +Sdv, где d 
-  произвольная постоянная. Если же т =  0 и сг' ф 0, то положим <р =  А, 
к  =  а и тогда Хз  =  <̂9̂  +  i9<dv . Если же, наконец, т ф 0, то функции 
ip, ф и х  возьмем из решений уравнений А — р +  т<р' =  0, а +  тф' =  0. 
тж' =  1 и тогда Хз  =  <̂9̂  +  д$. В итоге получае базисные операторы
(9.2), (9.3) и (9.4) представления алгебры (9).

Пусть, в заключение,

[ Х2, Х 3] = ~ Х 2. (44)
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Коммутационное соотношение (44) формально может быть получено 
из соотношения (39), если в нем положить р =  —1. С другой стороны, 
при преобразованиях выражений (40) и (41) ограничение р /  —1 не 
использовалось. Поэтому, полагая в окончательных выражениях (7.1),
(7.2) , (7.3) р =  —1, получаем соответственно базисные операторы (10.1),
(10.2) , (10.3) представления алгебры (10).

Вернемся к операторам (21), (23), подчиняющимся коммутационно­
му соотношению (20), и потребуем, чтобы они удовлетворяли также 
соотношению

[Х3 , Х 1\ = - Х 2, (45)

входящему в алгебры (11) и (12).
Подставим сначала в соотношение (45) операторы (21). Интегрируя 

возникающие при этом уравнения \ х =  у, ах =  0, тх =  0, получаем 
выражения

Х\  =  дх, Х 2 =  удх , 1 , ,
Х 3 = (ху + X(y,z))dx + a(y,z)dy + r(y ,z)dz J

с допустимой заменой координат (22).
Подставим в то же соотношение (45) операторы (23). Интегрируя 

возникающие при этом уравнения Хх =  0, <тх =  1, тх =  0, получаем 
выражения

Xi  = dx , х 2 = ду, 1
АГ3 = Л (у, z)dx +  (х + а (у, z))dy +  т(у, z)dz }

с допустимой заменой координат (24).
Операторы (46) и (47) удовлетворяют соотношениям (20), (45). По­

требуем для них выполнения третьего коммутационного соотношения, 
входящего в алгебру (11):

[X2, X 3\ = - X 1 + qX2, (48)

где 0 < q < 2.
Подставляя в соотношение (48) операторы (46), легко находим;

<r{y,z) = У2 ~  ЧУ+  1, (49)

после чего произведем допустимую замену координат (22):

Хз =  (ху +  А +  спру +  Tipz)dt + аду +  (аяу +  тяг)д$.
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Поскольку согласно выражению (49) а ф 0, функции р ж я  можно взять 
из решений уравнений Л — yip +  ару +  трг =  0 и стяу +  тяг =  0, то 
есть Хз  =  +  (у2 ~ ЧУ +  1)5^. Возвращаясь к прежним обозначениям
координат, получаем базисные операторы (11.1) представления алгебры
( 11) .

Подставим теперь в соотношение (48) операторы (47). Интегрируя 
возникающие при этом уравнения Ху =  — 1, ау =  q, ту =  0, приходим к 
следующему выражению для оператора Хз:

Х 3 = { - у  + A(z))dx + (x + qy + rr(z))dy +  r(z)dz , 

в котором произведем допустимую замену координат (24):

Хз = ( - у  +  А +  пр')д( + (х +  ду +  а + т'ф')дп + тх'д§.

Если т =  0, то положим ф =  —A, ip =  q\  +  сг и тогда Хз  =  — +
(£ + qr))dv . Возвращаясь к прежним обозначениям координат, получаем 
базисные операторы (11.2) представления алгебры (11). Если же т ф О, 
то функции (р, ф, я  берем из решений системы уравнений А + ^+ т^ ' =  О, 
<7 — ip — дф + тф' =  0, тя' =  1 и тогда Хз  =  — г/д̂  + (£ +  дт))ду + д§. 
Возвращаясь к прежним обозначениям координат, получаем базисные 
операторы (11.3) представления алгебры (11).

Третий коммутатор алгебры (12): [Х2 ,Хз] =  —Х\  формально мож­
но рассматривать как частный случай коммутатора (48), если в нем 
для q допустить нулевое значение. С другой стороны, при подстановке 
операторов (46), (47) в коммутатор (48) и последующих их преобразо­
ваниях с помощью замен координат (22), (24) ограничение q ф 0 не 
использовалось. Поэтому из базисных операторов (11.1), (11.2), (11.3) 
представлений алгебры (11) можно сразу получить соответствующие 
представления (12.1), (12.2), (12.3) алгебры (12), если просто положить 
в них q =  0.

Выше был полностью рассмотрен случай, когда по классификации 
(4) -  (14) первый коммутатор [ Х \ ,Х 2] обращается в нуль. Перейдем к 
исследованию второго возможного случая, когда этот коммутатор от­
личен от нуля:

[Х1 , Х 2\ = Х 3. (50)

При подстановке операторов (22) в коммутационное соотношение 
(50) устанавливаются следующие связи: Х2Х = Аз, (Т2х = 0 3 ; т2х = тз,
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используя которые перепишем эти операторы, опустив для упрощения 
записи индекс ” 2” :

Х 1 = д 1
Х 2 =  А(ж, у, z)dx +  а{х, у, z)dy +  т(х, у, z)dz , 

Х 3 = Хх (х, у, z)dx +  сгх (х, у, z)dy +  тх (х, у, z)dz ,
(51)

причем замена координат (19) по-прежнему остается допустимой.
Пусть еще для операторов (51) выполняется второе коммутационное 

соотношение алгебр (13) и (14):

при подстановке в которое этих операторов получаем уравнения: Ххх + 
А =  0, <тхх +  а =  0, тхх +  т =  0, решения которых хорошо известны:

где А2 +  сг2 +  т 2 +  /и2 +  ц2 +  р2 ф 0, так как Х 2, Х 3 -  ненулевые операторы.
Произведем в операторах (51) с коэффициентами (53) допустимую 

замену координат (19). Выражение для оператора Х 2, например, после 
некоторых очевидных преобразований при такой замене станет следу­
ющим:

Х 2 = {[у sin р  + A cos р  +
+ (у sin р +  a cos (р)(ру + (р sin <р +  т cos p)pz\ sin^ +
+ [р cos р — A sin р  +
+ (у  cos р  — a  sin р ) р у + (р cos р  — т sin p ) p z \ cos^}9^ +
+ {[(n sin Ip + cr cos р)фу + (p sin p +  r  cos p)ipz\ sin^ +
+ \(y cos p  — cr sin р ) ф у + (p cos p  — т sin p)tpz \ cos!;}dv +
+ {[(n sin ip -\-cr cos ip)>Cy + (p sin p  +  т cos p ) x z\ s in ^  +
+  [(n cos p  — cr sin ip)>Cy + (p cos р  — т s m p ) x z \ cos^}9^.

Функцию p  возьмем из решений уравнения

[Х3 , Х 1\ = Х 2. (52)

(53)

р cos р — A sin р +
+  (н cos р — cr sin р)Ру +  (р cos р — т sin p)pz =  0.
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Если <т2 + v 2 + т2 +  р2 =  0 (и потому А2 + р2 ф 0), то в прежних обо­
значениях коэффициентов и координат получаем выражения для опе­
раторов Х\,  Х 2 , Х 3 :

X i = d x , Х 2 = Х(у, z)s inxdx , Х 3 = Х(у, z) cos хдх. (54)

Если же <т2 + v 2 + т2 +  р2 ф 0, но при этом v sin у +  a cos у =  0 
и р sin у +  т cosy =  0 (и потому, очевидно, v cosy — <7 sin у ф 0 
или р cosy — т sin у ф 0), то функции ф и к  возьмем из независимых 
решений уравнений

(у cos у — a sin <р)фу + (р cos у — т sin <р)фг = 1,
(у cos у — a sin ip)xy +  (р cos у — т sin ip)xz = 0

и тогда для операторов Х\,  Х 2, Х 3 в прежних обозначениях получаем 
следующие выражения

Х\  =  дх , Х 2 =  А (у, z) sin хдх +  cos хду 
Х 3 =  А (у, z) cos хдх — sin хду .

Если же, далее, а2 + v 2 + т2 +  р2 ф 0, но при этом v cos у — a sin у =  0
и р cosy — т sin у =  0 (и потому, очевидно, ь> sin у +  a cosy ф 0
или р sin у +  т cosy ф 0), то функции ф и х  возьмем из независимых 
решений уравнений

(у sin у +  a cos <р)фу + (р sin у +  т cos <р)фг = 1,
(у sin у +  a cos ip)xy +  (р sin у +  т cos ip)xz = 0

и тогда для операторов Х\,  Х 2, Х 3 в прежних обозначениях получаем 
следующие выражения

Х\  =  дх , Х 2 =  А (у, z) sin хдх +  sin хду 
Х 3 =  А (у, z) cos хдх +  cos хду.

Если же, наконец, при а2 + v 2 + т2 + р2 ф 0 имеем v sin у +  a cos у ф 0 
или р sin у +  т cos у ф 0 и v cos у — cr sin у ф 0 или р cos у — т sin у 7  ̂ 0 , 
то функции ф и х  возьмем из независимых решений уравнений

(у sin у +  a cos <р)фу + (р sin у +  т cos <р)фг = 0,
(у cos у — a sin ip)xy +  (р cos у — т sin ip)xz =  1,
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которые всегда имеют независимые решения. Д ействительно, если у т  — 
сгр = 0, то независимв1 отличное от постоянной решение ф первого урав­
нения и любое решение к  второго уравнения. Если же vt  — сгр ф 0, то 
независимв1 отличные от постояннв1х решения ф и яо первого уравне­
ния и однородной части второго. Поэтому, если решение ф и некоторое 
частное решение к \  второго уравнения окаж утся зависимыми, то неза- 
ВИСИМВ1МИ будут, очевидно, решения ф и к  =  яо + к \ . Д ля операторов 
Х \ ,  Х 2 , Х 3 поэтому в прежних обозначениях можем записать следую­
щие ввтражения:

Xi  = дх , }
Х 3 =  А (у, z) sin хдх + у (у, z) cos хду + (т(у, z) sin x +  cos x)dz , >

X 3 =  A(y, z) cos xdx — y(y, z) sin хду + (т(у, z) cos x — sin x)dz . J
(57)

Произведем в операторах (57) допустимую замену координат

£ = х, т] = ф(у,г), d = x(y ,z) .  (58)

Для оператора Х 2 , в частности, тогда имеем:

Х 3 =  AsinTC^ +  (тфг sin ж +  {ь>фу +  фг) cosx)dv +
+ (t x z sin х +  {vxy +  x z) cos x)d$.

Если r  =  0, то функции ф и к  возьмем из независимых решений 
уравнений уфу +  фг =  1 и у х у +  x z =  0, то есть Х 3 =  А (г), sin^9^ +
cos ̂ ду и в прежних обозначениях возвращаемся к выражениям (55).

Если же т ф 0, но у =  0, то функции ф и к  берем из независимых ре­
шений уравнений тфг =  1  и x z =  0, то есть Х 3 =  А (г) ,«?) sin^dg +  (sin^ + 
у(г), д) cos^)dy , и в прежних обозначениях коэффициентов и координат 
для операторов Х\,  Х 2 , Х 3 получаем такие выражения:

Х г = дх, 1
Х ’2 =  Х(у, z) sin хдх + (sin х +  у(у, z) cos х)ду, > (59)

X 3 =  А (у, z) cos хдх + (cos х — у (у, z) sin x)dy, J

причем здесь у ф  0 .
Пусть теперь одновременно т ф 0 и у ф 0. Забегая вперед, подставим 

операторы (57) в третий коммутатор алгебр (13) и (14) [Х2 , Х 3] =  еХ\,  
где е =  + 1 и е  = — 1 соответственно. При этой подстановке, в частно­
сти, получаем уравнение туг =  0 , из которого при т ф 0 следует vz =  0 ,
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то есть y(y,z)  =  v{y). Поэтому функции ф и к  замены (58) возьмем 
из независимых решений уравнений фг = 0 , уфу = 1 , v x y +  x z =  0 с 
x z ф 0 и тогда Х 2 =  \(г) ,«?) sin^9^ + cos!;dv +  f(r), sin^9^. Возвра­
щаясь к прежним обозначениям, получаем для операторов Xi, Х 2 , Х 3 

следующие выражения:

= дх , Л
Х ’2 =  А(г/, z) sin хдх + cos хду + т(у, z) sin xdz , > (60)

Х3 =  А (у, z) cos хдх — sin хду + т(у, z) cos xdz , J
где, очевидно, т ф 0 .

Операторы (54), (55), (56) и (59), (60) удовлетворяют первым двум 
коммутационным соотношениям (50) и (52) алгебр (13), (14). Предполо­
жим, что они удовлетворяют третьему коммутационному соотношению 
алгебры (13):

[Х2, Х 3] = Х 1. (61)

Подставим сначала в коммутатор (61) операторы (54). Относитель­
но коэффициента А получаем уравнение А2 =  —1, которое в области 
действительных функций решения не имеет. То есть операторы (54) 
коммутационному соотношению (61) удовлетворять не могут ни при 
каких выражениях для коэффициента А.

Подставим теперь в коммутатор (61) операторы (55). Относитель­
но коэффициента А получаем уравнение Ху =  А2 +  1, решение кото­
рого легко находится: А = tg(y +  a(z)), где а -  произвольная функция 
одной переменной. Произведем допустимую замену координат £ =  х, 
у = у +  ф(г), $ =  x(z),  в которой положим ф(г) =  a(z). Возвраща­
ясь к прежним обозначениям координат, получаем базисные операторы 
(13.1) представления алгебры (13).

Подстамим, далее, в коммутатор (61) операторы (56). Относительно 
коэффициента А получаем два явно несовместимых следствия: А2 =  — 1 
и А = 0. То есть операторы (56) коммутационному соотношению (61) 
удовлетворять не могут.

В операторах (59), где у ф  0, предварительно произведем общую 
допустимую замену координат (19):

Х ’2 =  {[A cos р +  (у sin р  +  cos p) 1py\ sin £ +
+ [—A sin 1p + (y cos p — sin p)py\ cos^}9^ +

+ \(y sin p  +  cos p) фу sin £ +  (y  cos p — sin p) фу cos £] dv +
+ [{v simp + cos p ) x y sin^ +  (y cos p  — sin p ) x y cos^]9^.
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Функции у, ф и х  возьмем из решений системы уравнений ь> sin р + 
cosy =  0, (у cos р — siny)^>j, =  1, =  0. Дифференцируя первое из
уравнений системы по у и используя уравнение А + ь>у =  0, возника­
ющее при подстановке операторов (59) в коммутатор (61), устанавли­
ваем, дополнительно, что (у cos р — sin р)ру — A simp = 0 и потому 
Х 2 = \(г) ,«?) sin ̂ 9^ +  cos!;dv. Возвращаясь к прежним обозначениям 
коэффициентов и координат, получаем для операторов Х \ ,  Х 2, Х з  вы­
ражения (55), которые выше уже были рассмотрены.

Подставим, наконец, в коммутатор (61) операторы (60). Уравнения 
\ у = А2 + 1 и Ту — Ат =  0, возникающие при этом, легко интегрируются 
и их решения имеют следующий вид:

4 v , z )  = t g ( y  + a(z)),  т(у, z) =  t (z ) / cos(y + a(z)),  (62)

где a(z)  и t (z ) -  произвольные функции одной переменной, причем 
т(г) Ф 0.

Произведем в операторах (60) с коэффициентами (62) допустимую 
замену координат (24) с y(z) =  0. Для оператора Х 2, в частности, 
получаем:

Х 2 = tg(y +  a(z)) sin хд£ +
(cos х +  т(г)ф' (z) sec(y +  a(z)) sin x)dv +  t (z ) sec(y +  a(z)) sin x x'(z)d§ .

Полагая ф(г) =  a(z) и r(z)x '(z) =  1, в прежних обозначениях приходим 
к такому выражению:

Х 2 =tgy  sin хдх +  (cos х +  cr(z) secy sin х)ду +  sec у s\nxdz , (63)

где cr(z) -  произвольная функция одной переменной.
Далее в выражении (63) произведем общую допустимую замену ко­

ординат (19):

Х 2 = {[tgy cos р +  (sin р +  cr(z) sec у cos р)ру +  sec у cos р p z\ sin^ +
+ [—tgy sin p +  (cos p — cr(z) sec у sin p)py — sec у sin p p z\ cos^jd^ +
+  {[(sin у +  <r(z) sec у cos р)фу + sec у cosp фг\ sin^ +
+ [(cos p — cr(z) sec у sin p)фу — sec у sin у cos^}9y +
+ {[(sin у +  cr(z) sec у cos p ) x y +  sec у cosyx^]sin^ +
+ [(cos у — cr(z) sec у sin p ) x y — sec у sin у x z\ cos^}9^.

Функции у, ф, я  возьмем из решений следующей системы шести
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уравнении:

t g y  cos p +  (sin p +  cr(z) sec у cos p)py +  sec у cos <p <pz = tgip,

— t g y  sin tp +  (cos p  — cr(z) sec у sin p)py — sec у sin p p z = 0 ,
(sin p +  cr(z) sec у cos р)фу + sec у cos p фг =  0 ,
(cos p — cr(z) sec у sin р)фу — sec у sin p фг =  1 ,
(sin p +  cr(z) sec г/ cos р ) яу +  sec г/ cos p я г =  sec ф,
(cos p — cr(z) sec г/ sin < / ? ) — sec у sin p x z = 0 .

Перепишем систему (64) в виде, разрешенном относительно частных 
производных от неизвестных функций р, ф, я:

ру = sin р гдф,
pz =  cos у cos р 1дф — cr(z) sin р 1дф — sin у,
фу = cos р,
фг = — sin р cos у — cr(z) cos р,
я у =  sin р sec ф,
я г =  cos у cos р sec ф — cr(z) sin р sec ф.

Используя эти выражения, легко можно установить, во-первых, от­
личие от нуля якобиана д(ф, я) /д(у,  z) и, во-вторых, равенство смешан­
ных производных: pyz =  pzy, фуг =  фгу, я уг =  я гу, что, как известно, 
является условием, необходимым и достаточным, интегрируемости си­
стемы уравнений (64).

Таким образом, произвольная функция cr(z) может быть исключена 
из выражения (63) заменой координат (19) с функциями р, ф, я,  явля­
ющимися решениями ситемы уравнений (64). В результате получаем 
базисные операторы (13.2) представления алгебры (13).

Подставим, в заключение, операторы (54), (55), (56) и (59), (60) в 
третий коммутатор алгебры (14):

[Х2,Х 3] =  - Х 1. (65)

Для операторов (54) при подстановке в коммутатор (65) получаем 
уравнение А2 = 1 и потому А = ±1. При А =  +1 получаем базисные 
операторы (14.1) представления алгебры (14). Если же А =  —1, то за­
мена координат ^ = x + ir,r) = y,t) = z приводит к тем же выражениям 
(14.1).
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Подставим теперь операторы (55) в коммутатор (65). Возникающее 
при этом уравнение Ху =  А2 — 1 имеет четыре различнв1х решения: 
А =  ±1, А =  —th(y +  a(z)), А =  —cth(y +  a(z)), где a(z) -  произвольная 
функция одной переменной. При А = +1 получаем базисные операто­
ры (14.2) представления алгебры (14). Если же А = —1, то, производя 
замену координат  ̂ =  х  +  тг, г) =  —у, {} = z, приходим к тем же вы­
ражениям (14.2). Если А = —th(y +  a(z)) или А =  —cth(y +  a(z)), то 
после допустимой замены координат^ =  х ,  г) =  y + ip(z), {} = z, полагая 
ip(z) =  a(z), получаем соответственно базисные операторы (14.3) или 
(14.4) представления алгебры (14).

При подстановке операторов (56) в коммутатор (65) получаем явно 
несовместимые следствия: А2 =  1 и А =  0. То есть операторы (56) 
коммутационному соотношению (65), точно так же, как и соотношению 
(61), ни при каком выражении для коэффициента А удовлетворять не 
могут.

Подставляя операторы (59) в коммутатор (65), получаем, в частно­
сти, уравнение А +  ь>у =  0. Как было показано выше при исследовании 
аналогичного случая (61), общей допустимой заменой координат (19), 
с учетом уравнения А + ь>у =  0, выражения (59) могут быть сведены к 
выражениям (55), которые выше уже были рассмотрены.

Подставляя в коммутатор (65) операторы (60), получаем уравнения 
Ау =  А2 — 1, ту — Ат =  0, которые имеют следующие четыре решения:

Ц у , г ) =  1, r ( y , z )  =  т(г)ехру;  (66)

Ч у, z ) =  -1 , т(у, z )  =  t ( z ) exp ( - у ) ;  (67)

Ч у , z) = - Щ у  + a i z)), т{у, z) = T{z)/ch(y + a (z )) ;  (68)

Ч у, z ) =  - c t h ( y  +  a(z)), т(у, z )  =  T ( z ) / s h ( y  +  a ( z ) ) ,  (69)

где a ( z )  и t ( z ) -  произвольные функции одной переменной, причем
t ( z )  ф  0 .

Произведем в операторах (60) с коэффициентами (6 6 ) допустимую 
замену координат

£ =  х ,  у  = у, ё  = х ( г ) .
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Для оператора Х^,  в частности, получаем:

X ’l =  sin хдf +  cos xdv +  т(г)я'(г) exp у sin хд$.

Полагая т(г)я'(г) =  1, в  прежних обозначениях координат получаем 
базисные операторы (14.5) представления алгебры (14).

Если в операторах (60) с коэффициентами (67) произвести допу­
стимую замену координат £ =  х +  тг, г) =  —у, $ =  я(г)  и положить 
т(г)я'(г) =  —1 , то в прежних обозначениях координат снова получаем 
базисные операторы (14.5) представления алгебры (14).

В операторах (60) с коэффициентами (6 8 ) и (69) предварительно 
произведем допустимую замену координат (24) с p ( z )  = 0. Полагая 
i p( z )  =  a ( z )  и t (z ) я'(г)  =  1, в прежних обозначениях приходим к тако­
му выражению для оператора Хр.

X ’l =  Л (у) sin хдх +  (cos х +  сг(г)т(у) sin х)ду +  т(у) sin xdz , (70)

где либо Х(у) = - Щ у ) ,  т(у) = c h ~ 1( y) ,  либо Х(у) = - сЩу) ,  т(у) = 
s h ~ 1 { y ) ) a cr(z)  -  произвольная функция одной переменной.

Далее в выражении (70) произведем общую допустимую замену ко­
ординат (19). Функции (р, ф, я  этой замены возьмем из решений следу­
ющей системы шести уравнений:

А (у) cos р  +  (sin р  +  (t ( z ) t ( j / )  cos p ) p y  +  т(у) cos p  p z  =  1 ,

-  A(y) sin p +  (cos p -  а(г)т(у) sin p)py -  т(у) sin p p z =  0 ,
(sin p + (т(г)т(у) cos р)фу + т(у) cos p фг =  0 ,
(cos p -  a ( z ) T ( y )  sin р)фу -  т(у) sin p фг =  1,
(sin p +  (t(z)t (j/) cos р ) яу +  т(у) cos p я г = exp ф,
(cos p — (t(z)t (j/) sin р ) яу — т(у) sin p я г = 0 ,

которая вполне аналогична системе (64). Разрешая систему (71) отно­
сительно производных ру , p z , фу, фг , я у , я г , легко проверяем отличие 
от нуля якобиана д(ф, я) /д(у,  z )  и выполнение необходимого и доста­
точного условия ее интегрируемости: pyz =  pzy, фуг = фгу, я уг =  я гу. 
В результате снова получаем базисные операторы (14.5) представления 
алгебры (14). Этим утверждением и завершается доказательство теоре­
мы настоящего параграфа, сформулированной сразу после приведения 
списка (4) -  (14) всех трехмерных вещественных абстрактных алгебр 
Ли.
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§5. К лассификация три м етр и ч еск и х геом етрий в
п ространстве

Результаты предыдущего §4 дают возможность провести полную с точ­
ностью до эквивалентности (в смысле определения из §3) классифика­
цию всех триметрических (s =  3) феноменологически симметричных 
геометрий ранга три (п =  1 ), задаваемых на трехмерном (sn =  3) мно­
гообразии Ш функцией /  : в /  —> R 3, где 6 /  С ЗЛ х Ш.

Пусть (x , y , z ) -  локальные координаты в 9Л. Для 3-метрики /  = 
(Z1; / 2; / 3) в некоторой окрестности пары < ij > Е &/ по выражению 
(2 ) из § 1  при s =  3 и п =  1  можно записать следующее координатное 
представление:

/(*i) =  f { x { i ) , y { i ) , z { i ) , x ( j ) , y ( j ) , z ( j ) ) .  (1)

Невырожденность 3-метрики (1) согласно аксиоме III из §1 означает 
необращение в нуль двух якобианов третьего порядка:

d ( f 1 ( i j ) J 2 ( i j ) J 3 (ij))/d(x(i),y(i),z(i)) ф 0, 1 . .
d ( f 1 ( i j ) , f 2 ( i j ) , f 3 ( i j ) ) / d (x ( j ) , y ( j ) , z ( j ) ) ^  0 /

для открытого и плотного в Ш х Ш  множества пар < i j  > .
Если невырожденная 3-метрика (1) задает на трехмерном много­

образии (в пространстве) феноменологически симметричную геоме­
трию ранга 3, то по аксиоме IV из §1 найдется такая трехкомпонент­
ная функция Ф = (ФьФ 2 ,Фз) ранга 3 от девяти переменных, что де­
вять взаимных расстояний между точками открытого и плотного в 
& F  С Ш3 множества троек < i j k  > функционально связаны тремя 
независимыми уравнениями

® ( f ( i j ) , f ( i k ) , f ( j k ) )  =  0. (3)

Согласно теореме 2 из §2 3-метрика (1) допускает трехмерную ло­
кальную группу Ли локальных движений, преобразования которой за­
даются уравнениями (1) из §4. 3-метрика (1) сохраняется при всех пре­
образованиях этой группы:

f { x ' ( i ) , y ' ( i ) , z ' { i ) , x ' { j ) , y ' { j ) , z ' { j ) )  =
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то есть является ее невырожденным двухточечным инвариантом.
Обозначим через

Xi  =  Xi(x, у, z ) d x +  (Ti{x, у, z ) d y +  t i {x , у, z ) d z , 'I
X 2 = X2(x, y, z )dx + (T2{x, y, z )dy + t2{x , y, z )dz , > (5)
^ 3  =  X3 (x, y, z )dx + cr3(x, y, z)dy + t3(x , y, z )dz J

базисные операторы трехмерной алгебры Ли группы локальных движе­
ний (1) из §4 3-метрики (1). Если в функциональное уравнение (4) под­
ставить бесконечно малые (инфинитезимальные) преобразования (2 ) из 
§4, то, учитывая независимость параметров группы (а1, а2, а3), для 3- 
метрики (1 ) получаем систему трех линейных однородных уравнений в 
частных производных:

Xi  (i)f(ij) + X 1 (j)f(i j)  =  0 , ]
X 2(i)f(ij) + X 2(j)f(i j)  = 0 , \ (6 )

X 3 ( i ) f ( i j ) + X 3 (j)f(i j)  = 0 , J
с операторами (5). Замечание, сделанное сразу после записи уравнений 
(7) из §3, имеет отношение и к системе (6 ): операторы Х\  (г), Х 2(г), Х 3 (г) 
и Х\  (j), X 2(j), X 3 (j) не обязательно сводятся друг к другу некоторым 
локальным диффеоморфизмом U(г) —У U(j).

Таким образом, задача классификации 3-метрик (1) сводится к клас­
сификации трехмерных алгебр Ли преобразований трехмерного мно­
гообразия (локально пространства) с базисными операторами (5) и к 
интегрированию соответствующих систем уравнений (6 ). 3-метрика, 
являющаяся решением этой системы, должна быть по аксиоме III из 
§1 невырожденной, то есть удовлетворять двум условиям (2). Выро- 
жденность триметрики как совокупности трех независимых решений 
системы (6 ) в большинстве случаев можно установить до ее интегри­
рования, если использовать известные представления о транзитивно­
сти и интранзитивности групп преобразований. Группа преобразова­
ний называется локально транзитивной, если для любых двух точек 
из некоторой окрестности одной из них существует преобразование, не 
обязательно единственное, которое переводит первую точку во вторую. 
Если же такое преобразование существует не для любых двух точек, 
то группа называется интранзитивной.

Базисные операторы (5) линейно независимы с постоянными коэф­
фициентами и однозначно определяют инфинитезимальные преобразо­
вания (2) из §4 трехмерной локальной группы Ли (1) из §4.
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Л ем м а 1. Для того, чтобы трехмерная локальная группа Ли ло­
кальных преобразований с базисными операторами (5) соответству­
ющей алгебры Ли была локально транзитивной, необходимо и доста­
точно, чтобы ранг матрицы

Al [x,y,z) 0-1 [x,y,z) n (x,y,z)
^ 2 [x,y,z) <т2 [x,y,z) T2 (x,y,z)
A3 [x,y,z) 03 [x,y,z) T3 (x,y,z)

(7)

был равен трем.

Достаточность очевидна. Действительно, если ранг матрицы (7) ра­
вен трем и ее определитель отличен от нуля, то для любых двух точек 
(х, у, z ) и (х1, у' , z') из некоторой окрестности U((x,y,  z)) три уравнения 
инфинитезимальных преобразований (2) из §4 однозначно разрешимы 
относительно параметров (а1, а2, а3), которые и задают преобразова­
ние, переводящее точку (x , y , z ) в точку (х' ,у' , z'). Докажем теперь не­
обходимость. Предположим противное, то есть что ранг матрицы (7) 
меньше трех. В этом случае между ее столбцами существует линей­
ная связь с переменными коэффициентами а =  a(x,y, z) ,  /3 =  /3(х,у, z), 
7 =  l {x,y,  z):

a \ i  +  / З а i +  7Ti =  0, 'I
aX2 + /За2 + j t 2 = О, > (8 )

aX3 +  f3a3 +  JT3 =  0 , J
причем a 2 + (32 + у2 ф 0. Умножая уравнения инфинитезимальных пре­
образований (2) из §4 на коэффициенты а, /3, у соответственно и скла­
дывая их, получаем в координатах (х1, у' , z') уравнение плоскости

а{х'  -  х) +  (3{у' -  у) +  7 (Д -  z) =  0, (9)

проходящей через точку (х, у, z). Таким образом, множество тех точек 
(х1, г/, z'), в которые локально может переходить точка (х, у, z), лежат 
на плоскости, задаваемой уравнением (9). То есть локально группа пре­
образований с базисными операторами (5) соответствующей алгебры 
Ли будет интранзитивной, так как никакое ее локальное преобразо­
вание не переводит точку (x , y , z ) в ту точку окрестности U((x,y,z)),  
которая не лежит на плоскости, задаваемой уравнением (9). Лемма 1 
доказана.
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Л ем м а 2. Если 3-метрика невырождена, то базисные операто­
ры Х\  (г), Х 2(г), Х з (г) и Х\  (j), Х 2(Л, Хз( j) определяют транзитив­
ные группы Ли преобразований окрестностей U(i) и U(j) в локальной 
группе ее движений.

3-метрика /  =  (Z1, / 2, / 3) является совокупностью трех независи- 
mbix решений системы уравнений (6 ), матрица коэффициентов которой

Ai(i) од (г') П(г') Ai(i) ^ ( i ) ТЛЛ
A2(i) <т2(г') т2(г') M i ) ы л М Л
Аз(г') о-з(г') тз(г') As(i) М Л

составлена из матриц (7) коэффициентов базисных операторов Х\  (г), 
X 2(i), В Д  и В Д ) ,  X 2(j), X 3 (j).

Предположим сначала, что ранг матрицы (7) в окрестности U(г) 
равен трем, а в окрестности U(j) -  меньше трех. В этом случае по лем­
ме 1  группа преобразований окрестности U(г) транзитивна, а группа 
преобразований окрестности U(j) интранзитивна. В окрестности U(j) 
введем такую систему координат, чтобы инвариантные плоскости (9) 
задавались уравнениями z(j) =  const. В выражениях (5) для операто­
ров Х\  (j), X 2(j), X 3 (j) тогда исчезнет оператор дифференцирования 
d/dz(j) .  Ранг матрицы (10) равен трем и потому система уравнений 
(6 ) имеет следующие три независимые решения: z(j), tp(ij). Их
число равно числу переменных (= 6 ) минус ранг матрицы системы (= 
3). Общее выражение 3-метрики, построенное на этих решениях, будет 
следующим: f ( i j )  = где /  : R 3 —у R 3. Но такая
3-метрика не удовлетворяет, очевидно, первому условию (2) и потому 
вырождена.

Пусть теперь ранг матрицы (7) в окрестности U(i) равен двум, а в 
окрестности U(j) меньше трех, так как случай, когда он равен трем, 
аналогичен рассмотренному выше. В окрестностях U(i) и U(j) введем 
такие ситемы координат, чтобы инвариантные плоскости (9) задава­
лись уравнениями z(i) =  const и z(j) =  const. Но тогда в выражениях 
(5) для операторов Xi{i),  X 2{i), Х 3 (г) и Xi{j) ,  X 2(j), X 3 (j) будут от­
сутствовать операторы дифференцирования d/dz( i ) и d/dz(j) .  С другой 
стороны, ранг матрицы (10) равен трем. Действительно, если предпо­
ложить, что он равен двум, то любой определитель третьего порядка, 
содержащий три столбца этой матрицы, будет равен нулю. Поскольку 
по начальному предположению ранг матрицы (7) в окрестности U(i)
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равен двум, легко получаем следующие три связи между компонента­
ми матрицы (7) в окрестности U(j):

cl(*)Al(i) +  С2 ( * ) Л 2 (i) + c 3 (*)A3 (j) = 0 ,
c l ( * ) crl ( i )  +  C2{i)<r2{j) + c 3(* )cr3( i )  =  0> >
Cl (*)П  ( j ) +  c 2 ( i ) T2 ( j )  +  c3 ( i ) r 3 ( j )  =  0, J

причем c\-\-c2 +  Cg ф 0. Фиксируя координаты точки г, получаем линей­
ную связь строк матрицы (7) в окрестности U(j) с постоянными коэф­
фициентами. Но тогда будут линейно зависимы с постоянными коэффи­
циентами базисные операторы Х\  (j), X 2(j), X 3 (j), что противоречит 
их линейной независимости. Таким образом, ранг матрицы (10) равен 
трем и система уравнений (6 ) имеет три и только три независимые ре­
шения: z(i), z(j), Общий вид 3-метрики будет тогда следующим:
f ( i j )  =  f(z(i),  z(j), где /  : R 3 —у R 3. Но для такой 3-метрики
не выполняется ни одно из двух условий (2 ), то есть она оказывается 
вырожденной.

Предположим, наконец, что ранг матрицы (7) в окрестности U(г) 
равен единице, то есть своему минимальному значению. В окрестности 
U(j) пусть этот ранг тоже равен единице, так как случаи, когда он 
там равен трем или двум, аналогичны рассмотренным выше. Между 
столбцами матрицы (7), если ее ранг равен единице, существуют две 
независимые связи (8 ). А это означает, что множество точек (х1, г/, z'), 
в которые может переходить точка (х , у, z), лежит на пересечении двух 
различных плоскостей, задаваемых двумя линейно независимыми урав­
нениями типа (9), то есть на прямой, проходящей через точку (х, у, z). 
Введем такую систему координат в окрестности точки (x , y , z ), чтобы 
соответствующие ей инвариантные прямые задавались уравнениями 
у = const, z =  const. Но тогда в базисных операторах (5) явно будет 
присутствовать только оператор дифференцирования д/дх,  а в матри­
це (7) будет отличен от нуля только первый столбец. Его элементы Ai, 
А2 , A3 должны быть отличны от нуля и линейно независимы с постоян­
ными коэффициентами, поскольку исходные операторы (5) ненулевые и 
базисные. В матрице (10) будет всего два ненулевых столбца -  первый 
и четвертый. То есть ранг ее заведомо меньше трех. Легко видеть, что 
он равен двум, так как, например, определитель из элементов матрицы 
(1 0 ), стоящих на пересечении первой, второй строк и первого, четвер­
того столбцов, отличен от нуля вследствие линейной независимости фу- 
нукций Ai, А2 , А3 с постоянными коэффициентами. Но тогда система
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(6) будет иметь следующие четыре и только четыре независимые ре­
шения: y{i), z(i), y(j), z(j), а общий вид 3-метрики будет задаваться 
выражением f ( i j )  = f{y{i),y(j) ,z(i ) ,z( j )) ,  где /  : R4 -> R3, в кото­
ром отсутствуют координаты х(г) и x(j).  Ясно, что такая 3-метрика 
вырождена, поскольку она не удовлетворяет ни одному из условий не­
вырожденности (2). Лемма 2 доказана полностью, так как выше были 
рассмотрены все возможные случаи, когда хотя бы одна из групп пре­
образований окрестностей U(г) и U(j) интранзитивна.

Исчерпывающая классификация конечномерных локальных групп 
Ли локальных преобразований пространства автору неизвестна. Софус 
Ли в 1893г. нашел все конечномерные локальные группы преобразова­
ний плоскости [13]. Однако в отношении групп преобразований трех­
мерного пространства его результаты и результаты его последователей 
носят в основном предварительный и частный характер. Классифика­
ция же трехмерных локальных групп Ли преобразований пространства 
была проведена в предыдущем §4. Согласно лемме 2 невырожденные 3- 
метрики являются решениями системы уравнений (6), для которых опе­
раторы (5) как в окрестности U(г), так и в окрестности U(j) определяют 
транзитивные группы преобразований. Учитывая это обстоятельство, 
классификационную теорему из §4 воспроизведем ниже в следующем 
сокращенном варианте, доказанном в работе [16]:

Теорема 1. Базисные операторы (5) трехмерной алгебры Ли ло­
кальной группы Ли локально транзитивных преобразований трехмер­
ного многообразия (пространства) с точностью до изоморфизма и в 
надлежаще выбранной системе локальных координат (x , y , z ) задают­
ся следующими выражениями:

Х \  — дх , Х 2 — ду , Хз — дг \ ( П )

Х х = д х , Х 2 = ду, Х 3 = удх +  дг \ (12)

Х\  — дх , Х 2 — ду , Хз (х +  у)дх +  уду +  дг ; (13)

Xi  = дх , Х 2 = д у, Х 3 = хдх + руду + дг \ (14)

Х\  — дх , Х 2 — ду , Хз удх +  (х + qy)dy +  dz; (15)

73



(16)
Х 1 = дх ,

X ’i =  tgy sin xdx +  cos xdy +  sec у sinxdz,
Xs  =  tgy cos xdx — sin xdy +  sec у cos xdz ;

х 1 = дх, л

X 2 — sin xdx cos xdy exp у smxdz, > (17)
X 3 =  cos xdx — sin xdy + exp у cos xdz , J

где —1 <t p <t l, 0 <t q < 2 .

Обратим внимание на то, что в теореме 1 параметр р может прини­
мать значения 0, +1, —1, а параметр q -  значение 0, что для локально 
транзитивных групп преобразований оказалось возможным, в то время 
как в общей классификационной теореме из §4 эти случаи надо было 
записывать отдельно.

Теорема 2. С точностью до эквивалентности и в надлежаще 
выбранной системе локальных координат (x , y , z ) 3-метрика f  =  (J1, 
/ 2, / 3), задающая на трехмерном многообразии Ш феноменологически 
симметричную геометрию ранга 3, может быть представлена одним 
из следующих семи выражений:

/Ч о )  = х(г)~ x(j),  ] 
f 2( i j )  =  У{г) ~ y(j), > 

f 3 ( i j )  =  z (i) -  z ( j ) ;  J
/ Ч о )  = y{i) ~ y(j),

/ :4i j)  = (x(i) -  x(j))y(i) ■+■ z {i) -  z{j),
Z 3 '( * i )  =

+1 z{i) ~ z(j);

fH> ' i )  =  1[x(i) -  x(j ))2 exp (
'r,y(i)-y(j)\
. x(i) ~x(j)J

f 2(ij) = (x(i) ~ x (j))z(i)
f 3(ij) = (x(i) ■-  x{j))z{j);

/ ! ( у )  =  (x(i)  - x ( j ) ) P /  (y(i) -  y( j) ) ,  
f 2 ( i j )  =  (x(i)  -  x ( j ) ) z ( i ) ,  

f 3 (i j )  =  (x(i)  -  x ( j ) ) z ( j ) ;

(18)

(19)

(20)

(21)
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/ ! ( у )  =  ((ж(г) -  x ( j ) ) 2 +  ( у( г )  -  y ( j ) ) 2

„ , 2/(0 ~ УН)xexp Zjarctg
x ( i )  -  x ( j )

f 2 ( i j )  =  z ( i )  +  a r c t g [ ( y ( i )  -  y ( j ) ) / ( x ( i )  -  x ( j ) ) ]  
f 3 ( i j )  =  z ( j )  +  a r c t g [ ( y ( i )  -  y ( j ) ) / ( x ( i )  -  x { ] ) ) \ ,  ^

(22)

Z1 (*i) =  sill 2/(0 sin y { j )  COS (ж (г) -  x { j ) )  +  cos y ( i )  cos y ( j ) ,

f 2 ( i j )  =  z { i )  -  s i g n
(  d f ' i i j )
V %(*)

вт(ж(г) — x ( j ) )  sin y{ i

, л/ i  -  ( /H ii))2 
(  d p i i j )

(23)

/ 3(*i) =  z ( j )  +
V % (i)

s m ( x ( i )  -  x ( j ) )  s i n  y ( j )

, л/ i  -  ( /H ii))2

/ ! ( у )  =  (ж(г) -  x ( j ) ) y ( i ) y ( j ) ,  ] 
f 2 ( i j )  =  z ( i )  +  1/(ж(г) -  *(i))2/2(0, > (24)

f 3 ( i j )  =  z { j )  -  1/(ж(г) -  *(i))2/2(i), J
г д е  -1  ^  p  ^  1, 7 =  g /V 4 -  92, п р и ч е м  0 ^ 7  < oo, т а к  к а к  0 <C q < 2.

Забегая несколько вперед к результатам следующего парагафа, 
обратим внимание на такое любопытное обстоятельство: первые ком­
поненты / 1 3-метрик (20) -  (24) совпадают с точностью до эквивалент­
ности в смысле определения из §3 с плоскими 1-метриками (4), (5), (7), 
(9) -  (13) из §6. Ниже приведена таблица совпадений с описанием экви­
валентности, которая в каждом случае устанавливает это совпадение 
(замена координат на плоскости: Д2 —)> Д2 и диффеоморфизм метрик:
Д ->  Д).
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Д (о ) условие Д о ) R 2 R 2 R —ь R
(20) — (12) х —у х , у —у у Д  f
(21) 0 < р2 < 1 (П) х ^ х - у у у ^ - х  + у f 1 р / ( р - 1)
(21) р = — 1 (Д х ^ х - у у у ^ - х  + у Д  ^  V /
(21) р = 0 нет — —
(21) р = +1 (10) х —у х , у —у у Д  ^  1 I f
(22) 7 > 0 (13) х —у х , у —у у д
(22) 7 =  0 (4) х —у х , у —у у д
(23) — (5) х —у х , у —у у д
(24) — (9) х ->■ х/у,  у у у д

где в первом столбце указан номер компоненты / 1(ij) 3-метрики из те­
оремы 2 настоящего параграфа, а в третьем -  соответствующий номер 
1-метрики f ( i j )  из теоремы 1 следующего шестого параграфа.

Приступим теперь к доказательству теоремы 2. Запишем сначала 
систему уравнений (6) с операторами (11):

df{ij )/dx{i)  +  df ( i j ) /dx( j )  = 0, ]
df(i j ) /dy(i)  + df ( i j ) /dy( j )  = 0, > (25)
df(i j ) /dz( i )  +  df ( i j ) /dz( j )  = 0 . J

Ранг системы (25) равен трем и три ее независимые решения лег­
ко находятся методом характеристик, определяя компоненты невыро­
жденной 3-метрики (18), для которой якобианы (2) равны по модулю 
единице.

Запишем теперь систему уравнений (6) с операторами (12):

df{ij )/dx{i)  +  df ( i j ) /dx( j )  =  0, ] 
df(i j ) /dy(i)  + df ( i j ) /dy( j )  = 0, I . .
y(i)df(i j )/dx(i)  + df ( i j ) /dz( i )+ [ 

+y(j )df ( i j ) /dx( j )  + df ( i j ) /dz( j )  = 0 . J

Общее решение первых двух уравнений системы (26) легко найти:

f{ij) = &{x{i) -  x(j),y(i)  -  y(j),z(i ),z(j)),  (27)

где в  -  произвольная функция четырех переменных. Подставим это 
решение в третье уравнение системы (26), полагая ж (г) — x(j) =  и, 
y(i) — y(j) = v : vQu +  +  &z(j) =  0. Соответствующие уравнения
характеристик: du/v =  dz(i) =  dz(j) =  dv/0 имеют следующие три не­
зависимые интеграла: z(i) — z(j) =  с\, vz(i) — и =  С2 , vz(j) — и =  сз, с

76



помощью которых можно выразить любое решение системы (26), так 
как ранг ее равен трем. Введя дополнительно удобную замену коорди­
нат: х —У —z, у —У х, z —У у, получаем компоненты невырожденной 3- 
метрики (19), для которой якобианы (2), равные по модулю |у(г) — y(j) |, 
отличны от нуля.

Запишем, далее, систему уравнений (6) с операторами (13):

df{ij )/dx{i)  +  df ( i j ) /dx( j )  = О, 
df(i j ) /dy(i)  + df ( i j ) /dy( j )  = О,

(x(i) + y(i ))df (i j ) /dx(i )+ , .
+y(i)df(i j )/dy(i)  + df(i j ) /dz( i )  +

+ W  j) + y( j ) )df ( i j ) /dx( j )  +
+y(j )df ( i j ) /dy( j )  + df ( i j ) /dz( j )  = 0. ^

Ранг этой системы равен трем и потому у нее имеется только три 
независимые решения, которые определяют компоненты 3-метрики. Об­
щее решение первых двух уравнений системы (28), задаваемое, очевид­
но, выражением (27), подставим в ее третье уравнение: (u + v )0u + v 0 v + 
&z(i) +  ®z(j) =  0, где и =  х(г) — x(j), v =  у(г) — y(j). Соответствующие 
уравнения характеристик: du/(u +  v) =  dv/v =  dz(i) =  dz(j) имеют 
три независимые интеграла: v2 exp(—2u/v) = щ, v exp(—z({)) = C'j, 
v exp(—z(j)) =  сз, из которых получим компоненты невырожденной 
3-метрики (20) после следующей удобной замены координат: х —У —у, 
у —у х , z —у —Inz.

Запишем систему уравнений (6) с операторами (14):

df{ij )/dx{i)  +  df ( i j ) /dx( j )  =  0, ] 
df(i j ) /dy(i)  + df ( i j ) /dy( j )  = 0, I , .

x(i )df(i j ) /dx(i )  + py(i)df(i j )/dy(i) + df ( i j ) /dz( i )+ [
+x(j )df ( i j ) /dx( j )  + py(j )df( i j ) /dy(j )  + df ( i j ) /dz( j )  =  0, J

где - 1  ^  p ^  1 .
Общее решение первых двух уравнений системы (29) задается вы­

ражением (27), которое подставим в третье уравнение: и 0 и +  pv 0v + 
&z(i) +  ®z(j) =  0, где по-прежнему и =  х(г) — x(j), v =  у(г) — y(j). Соот­
ветствующие уравнения характеристик: du/u =  dv/pv =  dz(i) =  dz(j) 
при любых возможных значениях параметра р имеют три независимые 
интеграла: up/v  =  с\, uexp(—z(i)) =  С2 , uexp(—z(j)) =  С3 . Производя 
удобную замену координат: х —У х, у —У у, z —У —Inz, получаем из этих 
интегралов компоненты невырожденной 3-метрики (21).
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df{ij )/dx{i)  +  df ( i j ) /dx( j )  = О, 
df(i j ) /dy(i)  + df ( i j ) /dy( j )  = О, 

-y( i )df ( i j ) /dx( i )  +
+ (x(i) + qy(i))df(i j)/dy(i) + df{i j ) /dz( i )~  

- y( j )d f ( i j ) / dx( j )  +
+ (x(j) + qy(j ))df(i j ) /dy{j )  + df ( i j ) /dz( j )  = 0, ^

Запишем еще систему уравнений (6) с операторами (15):

где 0 ^  q < 2.
Ранг этой системы равен трем, поэтому она имеет только три не- 

зависимвге решения. Общее решение nepBBix двух уравнений системв1 

(30), как и в предвщущих трех случаях, задается ввфажением (27). Под­
ставим его в третье уравнение: —v0 u +  (и +  qv)0 v +  0 ф )  +  & z ( j )  =  0 ,  

где и =  х(г) — x(j), v =  у(г) — y(j). Соответствующие уравнения харак­
теристик: —du/v =  dv/(u +  qv) =  dz(i) =  dz(j) для любв1х возможнв1х 
значений параметра q имеют три независимвге интеграла:

((2и + qv) 2 + v2 (4 g2))exp 

z(i) +

Z(J) + '

2g

V 4 -  ч2
2

V 4 -  я2
2

V 4 -  92

arctg

arctg

arctg

2u +  qv
v\ /4  — q2 

2u +  qv
v\ /4  — q2 
2u +  qv

V\j4 — q2

Произведем в этих интегралах переобозначение параметра: у = 
q / V 4 ~ я2 и удобную замену координат: х —У (у\ /4 — q2 — qx)/2\ j4 — q2, 
у x j \ J 4 — q2, z 2z j \ J4 — q2. В результате получаем компонентв1

невв1рожденной 3-метрики (22), в которой 0 ^  у < оо, так как 0 q < 2.
Запишем также систему уравнений (6) с операторами (16):

df{i j ) /dx(i )  + df ( i j ) /dx( j )  = 0, 
tgy(i) sin x(i )df(i j ) /dx(i )  +  cos x(i)df(i j )/dy(i)  + 

+  sec y(i) sin x(i )df(i j )/dz(i)  + 
+tgy{j) sin x( j )df ( i j ) /dx( j )  + cos x(j )df ( i j ) /dy( j )  + 

+  sec y(j) sin x( j )df ( i j ) /dz( j )  =  0, 
tgy(i) cos x(i )df(i j ) /dx(i )  — sin x(i)df(i j )/dy(i)  + 

+  sec y(i) cos x(i )df(i j )/dz(i)  +  
+tgy{j) cos x( j )df ( i j ) /dx( j )  -  sin x(j )df ( i j ) /dy( j )  + 

+  sec y(j) cos x( j )df ( i j ) /dz( j )  =  0.

(31)
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Общее решение первого уравнения системы (31)

f ( i j ) =  &{x{i) -  x( j ) ,y(i ) ,y(j ) ,z(i ) ,z( j )) ,  (32)

где 0  -  произвольная функция пяти переменных, подставим в ее второе 
и третье уравнения, введя обозначение и =  х(г) — x(j).  После этого 
умножим второе уравнение на cos x( j )(cos x(i)) и вычтем из него третье, 
умноженное на sin х (j)(sin х (г)):

tgy(i) sin и0 и +  cos и&у^  +  0 уу) +  sec у (г) sin u0 z^  =  0 , 1  

tgy{j) sin uOu + Oy(i) +  cos uOy(j) -  sec y(j) sin u0 z^  =  0 . J

Умножим первое из полученных уравнений системы (33) на tgy(j) 
и вычтем из него второе, умноженное на tgy(i):

('tgy{j) cos и -  tgy(i))Oy{i) -  {tgy{i) cos и -  tgy(j))0 yQ) +
+ sec y(i)tgy(j) sin u0 z(i) + sec y{j)tgy(i) sin и0 гу) =  0 .

Соответствующие уравнения характеристик: du/0 =
dy{i)/{tgy{j) cos и -  tgy(i)) = ~dy(j)/(tgy(i)  cos и -  tgy(j)) = 
dz(i)/  sec y(i)tgy(j) sin и =  dz(j) / secy(j)tgy(i)sinu имеют следующие три 
независимые интеграла:

cos у (г) cos y(j) cos и + sin у (г) sin y(j) =  щ , 
sin и cos y( j)

z(i) +  s i g n c i y a r c s m  

z(j) — s ignciy^ arc-sin
sin и cos г/(г)

=  c2,

= c3,

которые являются также интегралами и исходной системы (33). Под­
ставляя в них и =  х(г) — x(j) и производя замену координат: х —У х, 
у —У (тг — 2у)/2, z —У z , получаем компоненты невырожденной 3-метрики 
(23).

79



Запишем, наконец, систему уравнений (6) с операторами (17):

df{i j ) /dx(i )  + df ( i j ) /dx( j )  =  О, 
sin x(i )df(i j ) /dx(i )  +  cos x(i)df(i j )/dy(i)  + 

+  exp y(i) sin x(i )df(i j )/dz(i)  + 
+  sin x( j )df ( i j ) /dx( j )  + cos x(j )df ( i j ) /dy( j )  + 

+ exp y(j) sin x( j )df ( i j ) /dz( j )  = 0, 
cos x(i )df(i j ) /dx(i )  — sin x(i)df(ij)/dy(i)-\- 

+  exp y(i) cos x(i )df(i j )/dz(i)  + 
+  cos x( j )df ( i j ) /dx( j )  -  sin x(j )df ( i j ) /dy( j )  + 

+ exp y(j) cos x( j )df ( i j ) /dz( j )  = 0.

(34)

Общее решение первого уравнения системы (34), задаваемое выра­
жением (32), подставим в ее второе и третье уравнения. Умножим затем 
второе уравнение на sin х(г) (sin x(j)) и сложим с третьим, умноженным 
на cos ж (г) (cos x(j)):

( 1  — cos и ) в и +  е^(г) &z(i) +  sin +  е^СЛ cos ибСу) =  0,
(cos и — 1  )Ou — sin uOy(i} +  ê (®) cos u&z^  +  &z(j) =  0,

где и =  х(г) — x(j).  Складывая эти два уравнения, исключаем произ­
водную в и\

sin u { O y (i) -  & y (j ))  ~  (1 +  cos и ) ( е у ^ в г ^  +  e y ^  & z (j ))  =  0.

Соответствующие уравнения характеристик: du/0 = dy(i)/sin и = 
—dy(j)/sin и = — dz(i)/(l  +  cos u) exp y(i) =  — dz(j ) / ( l  +  cos u) exp y(j) 
имеют три независимые интеграла: exp(—(y(i) +  y( j ) ) / 2) sin(w/2 ) =  c\, 
z(i) +  exp y(i)ctg(u/2) =  C2 , z(j) — expy(j)ctg(u/2) =  сз, которые явля­
ются одновременно решениями системы (35). Подставляя в них и = 
х(г) — x(j) и производя удобную замену координат: х —У 2arctgx, у —У 
—ln{{ 1 +  х 2)у2), z —)■ z -\- х /(1 + х 2)у2, получаем компоненты 3-метрики 
(24), что и завершает доказательство теоремы 2.

Компоненты 3-метрики (18) можно, очевидно, интерпретировать про­
екциями вектора j i  на координатные оси. Соответствующая функцио­
нальная связь (3) задается системой трех независимых уравнений:

/Л и )  -  f ' i i k )  + f ' i j k )  = 0 , 1
f 2( i j ) - f 2 (ik) + f 2(jk) = 0,

f 3 ( i j ) - f 4 i k ) + f 3 ( j k )  =  0. J
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3-метрика (19) допускает содержательную физическую интерпрета­
цию в термодинамике. Первую ее компоненту представим как разность 
температур T(i) и T(j)  термодинамической системы в состояниях г и 
j, а вторую и третью -  как работы ATS (ij) и A ST (ij) внешних тел над 
ней при ее переходе из состояния г в состояние j  по двум путям (T S  
и ST),  составленным из равновесных изотермического (Т  = const) и 
адиабатического (S  = const) процессов:

f 1 ( i j ) = T ( i ) - T ( j ) ,  ] 
f ( i j )  = ATS(ij) = (S(i) -  S(j))T(i)  -  U(i) + U(j), \ 

f ( i j )  = A ST (ij) = (S(i) -  S(j))T(j)  -  U(i) + U(j), )

где S n i l  - энтропия и внутренняя энергия системы. Соответствующая 
феноменологически симметричная функциональная связь (3) задается 
в этом случае тремя независимыми уравнениями:

/Ч и )  -  /Чгк) + f i j k )  = 0 , ] 
( № )  -  f m / f H i j )  ~ ( f 2 (ik) ~  № ) ) / № )  +

+ ( f 2 ( j k ) - f 3 ( j k ) ) / f ( j k )  = О,
( № )  -  f 3 (ik) + f 2( j k ) ) f 4 ik )  ~  (P ( i k ) ~  Z3^ ) ) / 1 (jk) = 0 . J

В термодинамике можно интерпретировать еще и компоненты 3- 
метрики (2 1 ) при р =  0 разностью температур и работами по путям 
P V  и V Р , где Р  и V -  давление и объем системы. Вопрос о физической 
и математической интерпретации остальных 3-метрик остается пока 
открытым. Их нетривиальные симметрии, групповая и феноменологи­
ческая, обуславливающие друг друга, дают основание надеяться, что 
такие интерпретации будут найдены и для других 3-метрик из теоремы 
2  настоящего параграфа.

Классификации феноменологически симметричных ранга три дву­
метрических геометрий на плоскости (теорема из §3) и триметрических 
геометрий в пространстве (теорема 2  настоящего параграфа) опубли­
кованы автором без доказательства в работе [17].
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§6. К лассификация одном етрических геом етрий на
плоскости

Однометрические (s =  1) геометрии на плоскости (х , у) задаются одно­
компонентной гладкой функцией / ,  координатное представление кото­
рой запишем по выражению (2 ) из §1 :

f ( i j )  = f (x( i) ,y( i ) ,x( j ) ,y(j )) .  (1)

Если эта 1-метрика задает на двумерном многообразии (локально -  
плоскости) феноменологически симметричную геометрию ранга 4 (п = 
2, sn =  2), то по аксиоме IV из §1 шесть ее значений для четверки 
< ijkl  > фукционально связаны:

®(f ( i j ) , f ( i k ) , f ( i l ) , f ( j k ) , f ( j l ) , f ( k l ) )  = 0 . (2)

Невырожденная 1-метрика (1) по аксиоме III из §1 должна удов­
летворять следующим двум условииям:

d{f{ik), f{U))/d{x(i),y(i)) ф 0, 1 , .
d( f ( k j ) , f ( l j ) ) / d(x ( j ) , y ( j ) ) ^ :  0 /

для открытого и плотного в Ш3 множества троек < ikl > и < klj  >.
Плоскость Евклида с метрической функцией f ( i j )  = (х(г) — x ( j ) ) 2 + 

+ (у(г) — y(j))2, которая во Введении была рассмотрена в качестве при­
мера, является одной из таких геометрий. Но сколько их может суще­
ствовать? Эта задача была решена автором и результаты опубликова­
ны в работе [5].

Теорем а 1. С точностью до эквивалентности и в надлежаще вы­
бранной системе локальных координат (х,у) 1 -метрика задаю­
щая на двумерном многообразии 9Л феноменологически симметричную 
геометрию ранга ф может быть представлена одним из следующих 
выражений:

f (i j )  = (x(i) -  x ( j ) f  +  (y(i) -  y ( j ) f , (4)

f ( i j )  = siny(i) sin y(j) cos(x(i) -  x(j)) +  cos y(i) cos y(j), (5)
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Д О )  = shy(i)shy(j) cos(x(i) -  x(j)) -  chy(i)chy(j), (6 )

Д О )  = (ж(г) -  x( j ) ) 2 1 1 to (0

Д О )  = chy(г)chy(j) cos (х(г) -  x(j)) -  shy (г) shy (j), (8 )

Д О )  = Д О  2/0) ~ x{j)y{i), (9)

II ~  2/(/)
-  Д Д  ’

(10)

Д О )  = ( И * )  -  Д О ) 2 -  (г/(0 -  y{i))2)

xexp (■таг(ф1, Щ - ' Л ’ )
x\l) -  x(j)

f ( i j )  = (x(i) -  x( j ))'2 exp ( 2 -̂ yr2 _  / „2/(0 -  2/0')
-  XU)

( И )

(12)

/(O') =  ((*(0 -  x { j ) f  +  (2/(0 -  2/(i))2) exp (̂ 2jarctg ^ , (13)

/ (O ')  =  ( ( * ( 0  -  * 0 ) ) 2 +  £;2/2 ( 0  +  £ j 2/2 0 ) ) /2 / (0 2 /0 ) ,  (14)

где /3 > 0 « /3 ф 1 , 7  > 0 , е8- =  0 , ± 1 , £у =  0 , ± 1 , причем не обязательно
Si - £7 *

Выражения (4) -  (9) определяют метрические функции хорошо из­
вестных плоских геометрий: (4) -  евклидовой плоскости, (5) -  двумер­
ной сферы, (6 ) -  плоскости Лобачевского, (7) -  плоскости Минковского, 
(8 ) -  двумерного однополостного гиперболоида в трехмерном псевдо­
евклидовом пространстве, (9) -  симплектической плоскости. Метриче­
ские функции (10), (11), (12), (13), по-видимому, до настоящего времени
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в геометрии не рассматривались. Выражение (14) определяет метриче­
скую функцию на несвязном двумерном многообразии, на связных ком­
понентах которого будет либо симплектическая плоскось (е8 =  Sj = 0), 
либо плоскость Лобачевского в модели Пуанкаре (е8 =  Sj = 1), либо 
двумерный однополостной гиперболоид (е8 = Sj = — 1). Двумерную гео­
метрию с метрической функцией (13) автор назвал плоскостью Гельм­
гольца, так как окружностью в ней является логарифмическая спираль, 
о чем Гельмгольц кратко сообщает в своей работе ”0  фактах, лежащих 
в основании геометрии” [3].

Профессор А.М.Широков (кафедра геометрии Казанского универ­
ситета) обратил внимание автора на то, что с точностью до эквива­
лентности три метрические функции (11), (12) и (13) можно записать 
единообразно, используя три типа комплексных чисел z = х +  су:

f{ij) = {z{i) ~ z {j)){z{i) ~ z{j)) exp 2yArg(z(i) -  z(j)),

где z — x — ey, e2 =  +1, e2 =  0 и e2 =  —1 для выражений (11), (12) и
(13) соответственно, у > 0 и, дополнительно, у ф  1, если е2 = +1, так 
как 1-метрика (11) становится при 7 = 1  вырожденной.

Напомним, что большая часть 1-метрик (4) -  (14), кроме (6), (8) и
(14) при Si ф 0 или £j ф 0, с точностью до эквивалентности совпадает 
с первыми компонентами 3-метрик (20) -  (24) из предыдущего §5. Если 
же Si = S j  = 0, то 1-метрика (14) переходит в первую компоненту 
^ ( i j )  3-метрики (24) из §5 при замене координат х —у х, у —> 1 / у 2 и 
диффеоморфизме /  —у (Z1)2.

В работе [5] результаты (4) -  (14) приведены без доказательства, 
поэтому ниже мы кратко изложим его схему. Феноменологическая сим­
метрия плоской (двумерной) геометрии означает, что шесть взаимных 
расстояний

/(*i) =  f (x( i) ,y( i ) ,x( j ) ,y(j )) ,  
f(ik) = f (x(i) ,y(i) ,x(k),y(k)),  

f(il) = f(x(i),y(i),x(l),y(l)),  
f {jk)  = f{x{j),  y{j), x(k), y{k)),

f (j l)  =
f(kl) = f(x(k),y(k),x(l) ,y(l)) ,  ^

соответствующих всем упорядоченным парам в кортеже < ijkl  >, функ­
ционально связаны, то есть удовлетворяют некоторому уравнению (2).
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Шесть функций (15) зависят в общей сложности от восьми коорди­
нат х(г), y{i), x(j), y(j), х(к), у (к), х{1), у{1) четырех точек кортежа 
< ijkl  >, поэтому связь между ними возможна не всегда. Согласно те­
ореме из §1 для того, чтобы шесть метрических функций системы (15) 
были функционально связаны каким-либо уравнением (2), необходимо 
и достаточно, чтобы общий ранг матрицы Якоби для нее:

df{ij) df(ik)
0 0 0

дх(г) dx(i) dx(i)
df(i j ) df(ik) df(il)

0 0 0
dy(i) dy(i) dy(i)

df(i j ) 0 0
d f ( j k ) df { j l ) 0dx(j) dx(j) dx(j)

df(i j ) 0 0
df( jk) df(j l) 0

dy(j) dy(j) dy(j)
0

df(ik)
0

df( jk)
0

df(kl)
dx(k) dx(k) dx(k)

0
df(ik)

0
df( jk)

0
df(kl)

dy(k) dy(k) dy(k)

0 0
df{il)

0 df { j l ) df(kl)
dx(l) dx(l) dx(l)

0 0
df(il)

0 df(j l) df(kl)
dy(l) dy(l) dy(l)

был равен пяти. А это означает, что любой определитель шестого по­
рядка, полученный из матрицы (16) вычеркиванием каких-то двух ее 
строк, должен обращаться в нуль.

Рассмотрим определитель, полученный из матрицы (16) вычеркива­
нием последних двух строк. Поскольку по координатам точек кортежа 
< ijkl  > он тождественно обращается в нуль, зафиксируем в нем ко­
ординаты точек к, I и разложим его по элементам первого столбца. В 
результате относительно функции f ( i j )  получаем линейное однородное 
дифференциальное уравнение в частных производных первого поряд­
ка, которое после введения удобных обозначений коэффициентов при 
производных можно записать в следующем виде:

М ' ] * м  + в ( , )  „М +Л{3> Щ ) + В Ь )  у т
=  0,

где, например, А(г) =  A(x(i),y(i)).  Полученное уравнение интегрируе-
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мо, так как А ф О, В ф О, и может быть решено методом характеристик:

f{ij) = х{ф) -
где х (и ,1>,гг) -  произвольная функция трех переменных, а функции ip 
и ф независимы. После естественной замены координат ip —>■ х, ф —>■ у 
это решение запишется в более простом виде:

Подставим решение (17) в матрицу (16) и рассмотрим два опреде­
лителя шестого порядка, полученные вычеркиванием первой, второй и 
первой, четвертой строк. Эти определители обращаются в нуль тожде­
ственно по всем восьми координатам точек кортежа < ijkl  >. Фиксируя 
затем координаты х(к), у (к), ж(/), у{1), приходим к следующим двум со­
отношениям:

Xw{ij)/xu{ij)  =  Mi) +^(i)(A (i) -  A(i))/(cr(i) -c r(j)) , 1 
Xv{ij)/Xu{ij) = ~ ~ 4j ) ) / {v{i )  ~ &{]))■ }

Соотношения (18) представляют собой, прежде всего, систему двух 
функциональных уравнений относительно функций ц, ь>, А, <т, так как 
в левые их части координаты ж (г) и x( j) входят в виде разности ж (г) — 
x(j).  Решив эти функциональные уравнения и найдя явные выражения 
для ц, v, А, <7, превратим соотношения (18) в систему двух дифферен­
циальных уравнений относительно функции х(и,г>,гт). Решение этой 
системы и определяет одну из феноменологически инвариантных ме­
трических функций (4) -  (14) на плоскости. Наиболее сложный этап -  
нахождение явных выражений для функций ц, ь>, А, и из функциональ­
ных уравнений (18), так как они имеют большое число решений.

Согласно теореме 2 из §2 каждая феноменологически инвариантная 
метрическая функция (1) допускает трехпараметрическую локальную 
группу движений, то есть таких гладких и обратимых преобразований:

f { i j ) =  X{x{i) ~ x(j),y(i),y(j)). (17)

(19)

с <9(А, сг)/д(х, у) ф 0, которые ее сохраняют:

f { x '{i),y'{i),x'{j),y'{j)) = f{x{i),y{i),x(j) ,y(j )) .  (20)
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Таким образом, метрическая функция является двухточечным ин­
вариантом группы ее движений. Если известно явное выражение (1) 
для метрической функции, то условие (20) представляет собой функци­
ональное уравнение относительно группы ее движений (19). Если же, 
наоборот, задана трехпараметрическая группа преобразований (19), то 
условие (20) можно рассматривать как функциональное уравнение от­
носительно метрической функции (1).

Основной целью настоящего §6 является воспроизведение результа­
тов теоремы 1 с помощью классификации трехмерных групп преобра­
зований плоскости (19), которую, оказывается, легко построить по из­
вестной из §4 классификации трехмерных групп преобразований про­
странства.

Пусть нулевым значениям параметров а =  (а1, а2, а3) соответствует 
тождественное преобразование из группы (19). Тогда бесконечно малое 
(инфинитезимальное) преобразование, близкое к тождественному, запи­
шется в таком виде:

х' =  х +  Ai(х, г/)а1 +  Х2(х, у)а2 +  А3(ж, у)а3, 
у' = У + (?i{x, г/)а1 +  а2(х, у)а2 + сг3(х, у)а3,

где, например, Ai =  9А/9а1)|а=о.
Операторы

X i  =  Х 1 ( х , у ) д х +  а 1( х , у ) д у , 'I 
Х 2 =  Х 2 ( х , у ) д х +  (т2 ( х , у ) д у ,  >

Х 3 = Х3(х,у)дх + (т3 (х,у)ду, )

где дх =  д/дх,  ду =  д/ду,  однозначно задаваемые преобразованиями 
(21), линейно независимы с постоянными коэффициентами и образуют 
базис трехмерной алгебры Ли преобразований плоскости с коммутато­
рами [Хг ,Х2], [АГз,ATi], [Х2 , Х 3].

В §4 приведена по монографии [15] классификация трехмерных ве­
щественных абстрактных алгебр Ли (4) -  (14), с помощью которой была 
построена полная классификация трехмерных алгебр Ли преобразова­
ний пространства, зафиксированная в теореме этого параграфа. Ясно, 
что интранзитивные трехмерные группы Ли преобразований простран­
ства с базисными операторами (5) из §5 соответствующей алгебры Ли, 
для которых матрица (7) из §5 имеет ранг меньше трех, и есть груп­
пы преобразований плоскости. При этом, конечно, надо опускать те 
трехмерные алгебры Ли преобразований пространства, для которых

(21)

(22)
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базисные операторы Ад, Х 2 , Х 3 на инвариантной плоскости линейно 
зависимы с постояннв1ми коэффициентами.

Проиллюстрируем сказанное выше на примере алгебр (4.1) -  (4.5) 
из §4. Транзитивной будет толька та группа преобразований простран­
ства, которой соответствует алгебра (4.5). Все остальные будут ин- 
транзитивны. Алгебра (4.1) есть алгебра Ли преобразований плоскости 
z = const. На этой же плоскости линейно зависимы операторы (4.2) и 
(4.4), а операторы (4.3) линейно зависимы на инвариантной плоскости 
у = const. Таким образом, из пяти алгебр (4.1) -  (4.5) только алгебра с 
базисными операторами

х 1 = дх , Х 2 = удх , Х 3 =  Х(у)дх , (23)

где А"(у) ф 0, является трехмерной алгеброй Ли преобразований плос­
кости.

Рассуждая аналогично в отношении всех алгебр Ли преобразований 
пространства, по результатам теоремы из §4 получаем полную класси­
фикацию трехмерных алгебр Ли преобразований плоскости:

Теорем а 2. Базисные операторы (22) трехмерной алгебры Ли ло­
кальной группы Ли локальных преобразований двумерного многообра­
зия (плоскости) с точностью до изоморфизма и в надлежаще выбран­
ной системе локальных координат задаются следующими выражени­
ями:

А д  = = дх , х 2 = - удх , х 3 = А {у)дх ; (24.1)

A i = дхо  А "  2 = удх , Х 3 = —ду\ (25.1)

А д  = дх , а 2  = ду, Х 3 = удх +  дду] (25.2)

А д  = дх , а 2  = удх , Х 3 —  хдх ду, (26.1)

х 1 = дх, х to II с
ъ , х 3 = (х + у)дх +  уду] (26.2)

х 1 = дх, х 2 =  удх , Х 3 = хдх +  (1 —  р)уду ] (27.1)
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Х \  — дх, Х . 2  — д у , Хз — х д х 4~ руду, (27.2)

Х\  — дх , Х 2 — удх, Хз  — %дх , (28.1)

Х 1 = дх , Х 2 = ду , Х 3 = хдх + уду; (28.2)

Х\  — дх , Х 2 — удх, Хз  — хдх 4“ уду, (29.1)

X i = d x , Х 2 = ду , Хз = xdx + Sdy-, (29.2)

X i = d x , Х 2 = удх , Хз = хдх + 2 уду] (30.1)

Х\  — дх , Х 2 — ду, Хз  — хдх уду, (30.2)

х 1 = дх , Х 2 = удх , Хз = худх + (1 -  qy + У2)ду ', (31.1)

X 1 — дх, Х 2 — ду, Хз  — удх 4~ (^ 4“ ЧУ)ду, (31.2)

X! = дх , Х 2 = удх , Х 3 = худх +  (1 +  У2)ду ', (32.1)

Xi  = dx , Х 2 = ду , Х 3 = - удх + хду; (32.2)

Х г = дх , ]
Х 2 =t gy  sin хдх +  cos хду, > (33.1)

Х 3 = tgy cos хдх — sin хду\ J

Х 1 = дх , X 2 = s m x d x , X 3 = cosxdx ', (34.1)

Х 1 = дх , 1
Х 2 = sin хдх +  cos хду, > (34.2)

Х 3 =  cos хдх — sin хду; )
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(34.3)
Х 1 = дх ,

X ’i =  —thy sin xdx +  cos xdy, 
Xs  =  —thy cosxdx — sin xdy;

X 1 = dx ,
X ’i =  —cthy sin xdx +  cos xdy,

Xs  =  —cthy cosxdx — sinxdy;

где 0 < p2 < 1, 0 < g < 2, X"(y) ф 0, 8 -  любое число.

Алгебра (30.2) есть алгебра движений плоскости Минковского, 
(32.2) - евклидовой плоскости, (33.1) - двумерной сферы, (34.2) - сим- 
плектической плоскости, (34.3) - однополостного двумерного гипербо­
лоида в трехмерном пседоевклидовом пространстве, (34.4) - плоскости 
Лобачевского, то есть двухполостного двумерного гиперболоида в том 
же пространстве, (25.1) - плоскости Галилея, (30.1) - антипсевдоевкли­
довой плоскости и т.д. Приведенные в теореме 2 результаты исчерпы­
вают все трехмерные локальные группы Ли локальных преобразований 
плоскости, определяющие на ней все двумерные геометрии, удовлетво­
ряющие двум гипотезам Пуанкаре [7]. Девять плоских геометрий Кэли- 
Клейна (см., например, [18]) естественно входят сюда как частный слу­
чай.

Заметим, что базисные операторы (25.1) и (25.2) с различными 
значениями 8 , так же, как и базисные операторы (29.2) с различными 
значениями 8 , не могут быть сведены друг к другу никакой локально 
обратимой заменой координат на плоскости. То есть они определяют 
изоморфные с точностью до совпадения структурных констант в соот­
ветствующих базисах, но различные действия одной и той же трехмер­
ной группы G3 на плоскости. В классификации же самого С.Ли [13], 
проведенной им с точностью до подобия, допускающего автоморфизм, 
то есть переход в одной из сопоставляемых алгебр к другому базису 
с сохраненим структурных констант, эти алгебры отождествляются и 
остаются только алгебры (25.1) и (29.2) с 8 =  0.

Базисные операторы (34.2), (34.3), (34.4) изоморфных алгебр Ли 
можно записать единообразно, если в выражениях для них произвести 
соответственно следующие замены координат:

£ =  sin*/(cos х +  1), т) =  ехр у/(cos х +  1),
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£ = sin x / (cos x — thy), rj =  l/(cos x — thy)chy,

£ = sin x j (cos x — cthy), rj =  1/(cost — cthy)shy

и возвратиться к их прежним обозначениям:

Xi  = ^(1 +  х 2 -  еу2)дх +  худу, 
Х 2 — хдх уду, (35)

где е =  0 для (34.2), е =  —1 для (34.3) и е =  +1 для (34.4). Результаты 
теоремы 2 опубликованы автором в работе [19].

Подставим в уравнение (20) бесконечно малые преобразования (21) 
окрестностей U(i) и U(j) и продифференцируем его отдельно по каждо­
му из независимых параметров а1, а2, а3, полагая затем в результатах 
дифференцирования а1 =  а2 =  а3 =  0. В результате относительно ме­
трической функции (1), которая является двухточечным инвариантом 
группы преобразований (19), получаем систему трех линейных одно­
родных уравнений в частных производных первого порядка:

с операторами (22), где, например, Х\  (г) =  Ai (x(i),y(i))d/dx(i)  + 
cri(x(i),y(i))d/dy(i). Согласно инфинитезимальному критерию инвари­
антности (см. [20], с.77) все решения системы (36) являются также ре­
шениями исходного функционального уравнения (20).

Базисные операторы Х\  (г), .Ад (г), Х з (г) задают локальные преобра­
зования окрестности U(i), а операторы Xi(j ) ,  Х 2(]), Хз( j) -  окрестно­
сти U(j). При нахождении метрической функции f ( i j )  по уравнению 
(36) рассматриваются преобразования окрестности U (i) х U(j),  зада­
ваемые операторами X a(ij) =  X a(i) +  X a(j), где а =  1,2,3. Посколь­
ку операторы X a(i) и X a(j) коммутируют между собой, соответству­
ющие алгебры изоморфны алгебре с базисом X a(ij) с точностью до 
совпадения структурных констант. Однако это вовсе не означает, что 
операторы X a(i) и X a(j) переходят друг в друга при некотором локаль­
ном диффеоморфизме U(г) —У U(j). Поэтому, если, например, имеются

Xi{i) f{i j )  + X 1 (j)f(i j)  = 0, 
X 2(i)f(ij) + X 2(j)f(i j)  = 0 , 

X 3 {i)f{ij) + X 3 (j)f(i j)  = 0,
(36)
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две изоморфные, но различные трехмерные алгебры Ли преобразований 
плоскости, то двухточечный инвариант f ( i j )  необходимо искать для 
всех трех принципиально различных сочетаний базисных операторов 
Х\  (г), 2 (*), *з(») и Х\  (j), Х 2(j), X 3 (j) в системе уравнений (36).За­
метим, что в двойной нумерации результатов теоремы 2 (так же, как и 
теоремы из §4) первые цифры одинаковы для изоморфных алгебр, ба­
зисные операторы которых не сводятся друг к другу никакой локально 
обратимой заменой координат х —У р(х, у), у —У ф(х, у).

Л ем м а. Если группа преобразований некоторой окрестности U С 
9Л задается алгеброй Ли с базисными операторами Х\ ,  X 2, Х 3 из 
классификационной теоремы 2, причем Х\  =  дх , Х 2 =  удх или Х\  = 
дх , Х 2 = sinxdx , то любой ее двухточечный инвариант f  вырожден.

Запишем первые два уравнения системы (36) с этими операторами:

df{ij )/dx{i)  +  df ( i j ) /dx( j )  = 0 , 1  
y(i)df(i j )/dx(i)  + y(j )df ( i j ) /dx( j )  = 0, J

df{i j ) /dx(i )  + df ( i j ) /dx( j )  = 0 , 1  
sinx(i)df (i j ) /dx(i)  +  sinx( j )df ( i j ) /dx( j )  =0 .  J

Обе системы имеют ранг равный двум, поэтому df( i j ) /dx( i )  =  0, 
df ( i j ) /dx( j )  =  0 и их решение не зависит от координат ж (г) и x(j):

f{ij) = X{y{i),y{]))-

Ясно, что такой двухточечный инвариант вырожден, так как не удо­
влетворяет ни одному из условий (3). Лемма доказана.

Таким образом, при нахождении двухточечных инвариантов трех­
параметрических групп преобразований плоскости как решений систем 
уравнений (36) те алгебры Ли из классификационной теоремы 2, у ко­
торых либо Х\  =  дх , Х 2 =  удх , либо Х\  =  дх , Х 2 =  sinxdx , то есть 
алгебры (24.1) -  (32.1), (34.1) можно не рассматривать.

Теорем а 3. Е[евырожденные двухточечные инварианты трехпара­
метрических групп Ли локальных преобразований двумерного много­
образия с точностью до эквивалентности совпадают с 1 -метриками
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(4) -  (14) из теоремы 2 , задающими на нем феноменологически сим­
метричные геометрии ранга 4 -

Запишем систему уравнений (36) с операторами (25.2):

df{ij )/dx{i)  +  df ( i j ) /dx( j )  =  0, ] 
df(i j ) /dy(i)  + df ( i j ) /dy( j )  = О, I , .

y(i)df(i j )/dx(i)  +Sdf ( i j ) /dy( i )+  [ 
+y(j )df ( i j ) /dx( j )  +Sdf ( i j ) /dy( j )  = 0. J

Из первых двух уравнений легко находим:

f ( i j )  = X{x{i) ~ x{j),y{i) -  y(j)), (38)

где х(и, v) -  произвольная гладкая функция двух переменных

u = x ( i ) - x ( j ) ,  v = y ( i ) - y ( j ) .  (39)

Подставляя результат (38) в третье уравнение системы (37), получаем 
1>Хг1(и,г>) =  0, то есть Xui'UjV) =  0 и х(и,г) =  tp(v), где ф -  произволь­
ная функция одной переменной. Двухточечный инвариант (38) с такой 
функцией х(и,г>) явно вырожден, так как в нем нет зависимости от 
координат ж (г) и x(j):

f{ij) = ф{у{1) -  y{j)). (40)

Запишем систему уравнений (36) с операторами (26.2):

d f { i j ) / d x { i )  +  d f ( i j ) / d x ( j )  =  0 ,  ]  

d f ( i j ) / d y ( i )  +  d f ( i j ) / d y ( j )  =  0 ,  I . .

(x(i)  +  y ( i ) ) d f ( i j ) / d x ( i )  +  y ( i ) d f ( i j ) / d y ( i ) +  [

+ (x(j) + y( j ) )df ( i j ) /dx( j )  + y( j )df ( i j ) /dy(j )  = 0 . J

Общее решение первых двух уравнений системы (41) задается выраже­
нием (38). Подставляя его в третье уравнение системы (41), получаем 
уравнение для функции х(и, v):

(и +  v)Xu{u, v) +  VXv{u, v) =  0,

решение которого легко находится методом характеристик:

х(и, v) =  ф(и2ехр(—2u/v)),  (42)
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f ( i j )  = Ф((у(г) ~ y(j))2exp(-2(x(i)  -  x(j))/(y(i)  -  y(j))), (43)

который в случае ф' ф 0 невырожден, так как для него выполняются 
условия (3). Инвариант (43) эквивалентен 1-метрике (12), переходящей 
в него при локальном диффеоморфизме /  —У ф(ф) и замене координат 
х —У у, у —У —х. Заметим, что плоскость с такой 1-метрикой в геометрии 
не рассматривалась.

Запишем систему уравнений (36) с операторами (27.2):

df{ij )/dx{i)  +  df ( i j ) /dx( j )  = 0, ] 
df(i j ) /dy(i)  + df( i j ) /dy( j )  = О, I , .

x( i )df ( i j ) /dx( i )+py( i )df ( i j ) /dy( i )+  [ 
+x(j )df ( i j ) /dx( j )  + py(j )df( i j ) /dy(j )  =  0, J

причем 0 < p2 < 1. Общее решение первых двух уравнений системы
(44) задается выражением (38). Подставляя его в последнее уравнение 
этой системы, получаем уравнение для функции у:

UXu { u ,  v)  + р у \ у { и ,  v)  =  0,

которое легко интегрируется методом характеристик:

X ( u , v )  = ф(ир/у),  (45)

где ф -  произвольная функция одной переменной. По решениям (38),
(45) и обозначению (39) получаем двухточечный инвариант

f ( i j ) =  Ф{{х{ф -  x(j))p/(y(i) -  у{]))), (46)

который при ф' ф 0 удовлетворяет условиям (3) и потому невырожден. 
Инвариат (46) эквивалентен 1-метрике (11), в которую он переходит 
при замене координат аз —У аз — г/, у —)> х +  у, введении нового параметра 
/3 =  (1 +  р)/(1 — р), причем [ З у О ж ф ф ! ,  ж следующем локальном 
диффеоморфизме: f  —У (ф_1( если \(y(i) — y(j))/(x(i) — x(j))\ <
1 и / - >  ((-1  )(р+1)/2^ - 1( /) )2/(р- 1), если | (y(i) -  y(j))/(x(i) -  x{j))\ >
1. В первом случае в показатель экспоненты выражения (11) для 1- 
метрики входит гиперболический ареатангенс -  arth, а во втором -  
гиперболический ареакотангенс -  arcth.

где ф есть уже произвольная функция одной переменной. По решениям
(38), (42) и обозначению (39) получаем двухточечный инвариант

94



Плоскость с 1-метрикой (46) в геометрии рассматривалась только 
для р =  1/2 и ip(t) =  1 / t 2, когда она становится финслеровой: df  = 
dy2/dx,  причем при dx —у Xdx, dy —у Xdy имеем df  —у Xdf, то есть 
локально выполняется требование однородности метрики.

Система уравнений (36) с операторами (28.2) может быть получе­
на из системы (44), если в ней положить р =  +1. С другой стороны, 
при интегрировании уравнений этой системы условие р ф + 1 не было 
исспользовано. В результате, полагая в решении (46) р =  1, получаем 
невырожденный двухточечный инвариант

/ x{i) -  x(j)
v \ y ( i ) - y ( j )

(47)

Инвариант (47) эквивалентен 1-метрике (10), переходящей в него при 
локальном диффеоморфизме /  —у Плоскость с 1-метрикой (10)
в геометрии не изучалась.

Запишем систему уравнений (36) с операторами (29.2);

d f { i j ) / d x { i )  + d f ( i j ) / d x ( j )  = 0, ] 
d f ( i j ) / d y ( i )  +  d f ( i j ) / d y ( j )  =  0, I . .

x ( i ) d f ( i j ) / d x ( i ) + S d f ( i j ) / d y ( i ) +  [ 
+ x ( j ) d f ( i j ) / d x ( j )  +  S d f ( i j ) / d y ( j )  =  0. J

Интегрирование системы (48) аналогично интегрированию системы 
(37), также содержащей постоянную d в третьем уравнении. В резуль­
тате получаем вырожденный двухточечный инвариант (40).

Система уравнений (36) для алгебры (30.2) может быть формально 
получена из системы (44), если в ней положить р =  — 1. Но при интегри­
ровании этой системы условие р ф — 1 не было использовано. Полагая 
в решении (46) р =  — 1, получаем невырожденный двухточечный инва­
риант;

^  ((*(*') -  * — y(j)) )  ' ('49')

Инвариант (49) эквивалентен 1-метрике (7), так как она переходит в 
него при локальном диффеоморфизме /  —> ф( /~1) и замене координат 
х —У (х + у), у —У (х — у). Напомним, что 1-метрика (7) является метриче­
ской функцией псевдоевклидовой плоскости -  плоскости Минковского.
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Запишем систему уравнений (36) для операторов (31.2):

d f { i j ) / d x { i )  + d f ( i j ) / d x ( j )  = 0, ] 
d f ( i j ) / d y ( i )  +  d f ( i j ) / d y ( j )  = О, I . .

- y ( i ) d f ( i j ) / d x ( i )  +  (x(i)  +  q y ( i ) ) d f ( i j ) / d y ( i ) ~  [ 
- y ( j ) d f ( i j ) / d x ( j )  +  (x ( j )  +  q y ( j ) ) d f ( i j ) / d y ( j )  =  0, J

причем 0 < q < 2. Общее решение nepBBix двух уравнений системв1 (50) 
задается выражением (38). Подставляя его в последнее уравнение этой 
системв1 , получаем уравнение для функции у:

- v \ u{u ,  v) +  (и + qv)xv (и, v) =  0,

решение которого находится методом характеристик:

х(и, v) = + qv)2 + (4
2 q

H----, arctq —
л / 4 ^ 2 v

- q 2)v2) + 
2u +  qv

7 ^ ?  ’

(51)

где ф -  произвольная функция одной переменной. По решениям (38), 
(51) и обозначению (39) получаем двухточечный инвариант

f{ij)  =
= 4,{ln[(2(x(i) -  x(j)) +  q(y(i) -  y(j ) ) ) 2 +  (4 -  q2)(y(i) -  y(j))2} +

I 2 g  1ГГ, А х (г) ~ x (j)) +  ~ y(j))  1

\ / 4 = F  5 ( y ( i ) - y ( j ) W 4 ^
(52)

который при ip' ф 0 удовлетворяет условиям (3) и потому невырожден. 
Инвариант (52) эквивалентен 1-метрике (13), переходящей в него при 
локальном диффеоморфизме /  —У переобозначении параметра: у =
g /V 4 -  я2 и удобной замене координат: х —> (у\ / 4 — q2 — qx)/2 \ jA — q2, 
У ХЫ ^  -  q2- 1-метрика (13) определяет метрическую функцию плос­
кости Гельмгольца (термин автора), геометрию которой еще предстоит 
исследовать.

Система уравнений (36) с операторами (32.2) может быть получена 
из системы (50), если в ней положить q =  0. При ее интегрировании 
условие q ф 0 не было использовано. Поэтому соответствующий невы­
рожденный двухточечный инвариант можно получить из выражения 
(52) при q = 0:

f ( i j )  = ф[1п(4(ж(г) -  x( j ) ) 2 + 4(г/(г) -  y{j))2)]. (53)
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Инвариант (53) эквивалентен 1-метрике (4) плоскости Евклида, кото­
рая переходит в него при локальном диффеоморфизме /  —У ip{ln(Af)). 

Запишем систему уравнений (36) с операторами (33.1);

df{i j ) /dx(i )  + df ( i j ) /dx( j )  =  О, 
tgy(i) sin x(i )df(i j ) /dx(i )  +  cos x(i)df(i j )/dy(i)  + 

+tgy{j) sm x( j )df ( i j ) /dx( j )  +  cos x(j )df ( i j ) /dy( j )  =  0, 
tgy(i) cos x(i )df(i j ) /dx(i )  — sin x(i)df(i j )/dy(i)  + 

+tgy{j) c°s x( j )df ( i j ) /dx( j )  -  sin x(j )df ( i j ) /dy( j )  =  0.

(54)

Общее решение первого уравнения системв1 (54) задается, очевидно, 
следующим ввфажением:

f{ij)  =  0{x(i) -  x(j) ,y(i) ,y(j)),  (55)

где 0(u, v ,w)  -  произвольная гладкая функция трех переменных. Под­
ставим это выражение во второе и третье уравнения системы (54). За­
тем умножим второе уравнение на cosx(i) (соответственно, на cos x(j)) 
и сложим с третьим, умноженным на — sina;(j) (соответственно, на 
— sin ж (г)). В результате получаем систему двух уравнений для функ­
ции 0 {и, v, w):

tgv sin и0 и +  cos u0 v +  0 W =  0, 
tgw sin u0 u +  0 V +  cos u0 w =  0,

где, напомним,

и = x(i) -  x(j), v =  y(i), w = y(j). (57)

Умножим, далее, первое уравнение системы (56) на tgw и сложим со 
вторым, умноженным на —tgv:

(tgw cos и — tgv)0 v — (tgv cos и — tgw)0 w =  0.

Это последнее уравнение решается методом характеристик:

0 {и, v, w) =  х(и, cos v cos w cos и +  sin v sin w),

где x(s,t) -  произвольная функция двух переменных. Подставим полу­
ченное решение в первое уравнение системы (56): y s(s,t) =  0, то есть

0 { и ,  v, w)  =  x(cos v cos w  cos и +  sin v sin w), (58)
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f ( i j ) = ф{сов y(i) cos y(j) cos(x(i) -  x(j)) +  sin у (г) sin y(j)), (59)

где ф -  произвольная функция только одной переменной. По решениям
(55), (58) и обозначению (57) находим двухточечный инвариант

который при ф' ф 0 невырожден, так как для него выполняется усло­
вие (3). Инвариант (59) эквивалентен 1-метрике (5), которая переходит 
в него при локальном диффеоморфизме /  —У ф(ф) и замене координат 
х —У х, у —У (тг — 2у)/2. Заметим, что 1-метрика (5) определяет метриче­
скую функцию двумерной единичной сферы в трехмерном евклидовом 
пространстве.

Запишем систему уравнений (36) с операторами (34.2):

df{i j ) /dx(i )  + df ( i j ) /dx( j )  =  О, 
sin x(i )df(i j ) /dx(i )  +  cos x(i)df(ij)/dy(i)-\- 

+  sin x( j )df ( i j ) /dx( j )  + cos x(j )df ( i j ) /dy( j )  =  0, 
cos x(i )df(i j ) /dx(i )  — sin x(i)df(ij)/dy(i)-\- 

+  cos x( j )df ( i j ) /dx( j )  -  sin x(j )df ( i j ) /dy( j )  =  0.

(60)

Из первого уравнения системы (60) получаем выражение (55). Подста­
вим его во второе и третье уравнения системы. Затем умножим второе 
уравнение на sin*(i) (соответственно, на sin х (])),третье - на cos*(i) 
(соответственно, - на cos x(j)) и сложим их:

(1 — cos и ) в и +  sin u0 w =  0, 
(1 — cos и)0 и +  sin u0 v =  0, (61)

Из системы (61) легко получаем уравнение 0 V — 0 W =  0, решение ко­
торого есть

0 (и, v, w) =  х(и, v + w), (62)

где x(s,t) -  произвольная гладкая функция двух переменных

s =  и, t =  v +  w. (63)

Подставим выражение (62) в первое уравнение системы (61):

(1 -  cos s)ys +  sin s Xt =  o

и решим его методом характеристик:

х ( М )  =  Ф ехр
t
2

(64)
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где ф -  произвольная функция одной переменной. По решениям (64),
(62), (55) и обозначениям (63), (57) получаем двухточечный инвариант

До) ф ехр У{г) +  УЦ) 
2

sin ДО -  Д Д  
2

(65)

который при ф' ф 0 удовлетворяет условию (3) и потому невырожден. 
Инвариант (65) эквиивалентен 1-метрике (9), которая переходит в не­
го при локальном диффеоморфизме /  —У ф(ф) и замене координат х —У 
ехр(—у/2) sin(а?/2), у —У ехр(—у/2) сов(ж/2). Заметим, что 1-метрика (9) 
определяет метрическую функцию симплектической плоскости, геоме­
трия которой изучена в достаточной подробности.

Запишем систему уравнений (36) с операторами (34.3):

df{i j ) /dx(i )  + df ( i j ) /dx( j )  =  О, 
—thy(i) sin x(i )df(i j ) /dx(i )  +  cos x(i)df(i j )/dy(i)  — 

- thy( j )  sin x( j )df ( i j ) /dx( j )  + cos x(j )df ( i j ) /dy( j )  = 0, 
—thy(i) cos x(i )df(i j ) /dx(i )  — sin x(i)df(i j )/dy(i)  — 

- thy( j )  cos x( j )df ( i j ) /dx( j )  -  sin x( j )df ( i j ) /dy( j )  = 0.

( 66)

Из первого уравнения системы (66) следует, что в двухточечный инва­
риант f ( i j )  координаты ж (г) и x( j) входят в виде разности ж (г) — x(j). 
Общее решение этой системы удобно искать в следующем виде:

f ( i j )  = 0{chy(i)chy(j) cos (ж (г) -  x{j)) -  shy(i)shy(j),y(i),y(j)),  (67)

где 0 (u,v,w) -  произвольная гладкая функция трех переменных

и =  chy(г)chy(j) cos (х(г) -  x(j)) -  shy(i)shy(j), \  , .
v = y(i), w = y(j), J

поскольку выражение для первой из них является, как нетрудно про­
верить, одним из ее решений. Подставим выражение (67) во второе и 
третье уравнения системы (66):

cos x(i)0 v +  cos x( j )0 w = 0 , 1 
sin х (г)0 V + sin x ( j ) 0W = 0 , J

откуда следует, что 0 V =  0, 0 W =  0 и потому

0 ( u ,  v, w ) =  ф(и) ,  (69)
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f ( i j ) = i>{chy(i)chy(j) cos (ж (г) -  x{j)) -  shy (г) shy (j)), (70)

где ф -  произвольная функция одной переменной. По решениям (67),
(69) и обозначению (68) находим двухточечный инвариант

который невырожден при ф' ф 0, так как удовлетворяет условиям (3). 
Инвариант (70) эквивалентен 1-метрике (8), которая переходит в него 
при локальном диффеоморфизме /  —У ф(ф) без замены координат. За­
метим, что 1-метрика (8) задает метрическую функцию однополостно­
го двумерного гиперболоида в трехмерном псевдоевклидовом простран­
стве. Геометрию такого гиперболоида можно рассматривать как объ­
единение двух плоских геометрий Кэли-Клейна (см. [18]), а именно ги­
перболической и дважды гиперболической.

Запишем систему уравнений (36) с операторами (34.4):

df{i j ) /dx(i )  + df ( i j ) /dx( j )  =  0, 
—cthy(i) sin x(i )df(i j ) /dx(i )  +  cos x(i)df(i j )/dy(i)  — 

-cthy(j )  sin x( j )df ( i j ) /dx( j )  + cos x(j )df ( i j ) /dy( j )  = 0, 
—cthy(i) cos x(i )df(i j ) /dx(i )  — sin x(i)df(i j )/dy(i)  — 

-cthy(j )  cos x( j )df ( i j ) /dx( j )  -  sin x( j )df ( i j ) /dy( j )  = 0.

(71)

Система (71) решается методом, в деталях совпадающим с тем, кото­
рый был использован в отношении предыдущей системы (66). В резуль­
тате получаем двухточечный инвариант

f ( i j ) =  Ф{вЬу(г)8Ьу(ф) cos(x(i) -  x(j)) -  chy(i)chy(j)), (72)

где ф -  произвольная функция одной переменной. Инвариант (72) при 
ф' Ф 0 удовлетворяет условиям невырожденности и эквивалентен 1- 
метрике (6), которая задает метрическую функцию плоскости Лобачев­
ского, реализуемой на одной из полостей двухполостного двумерного 
гиперболоида в трехмерном псевдоевклидовом пространстве.

Для рассмотрения смешанных вариантов, когда локальные пре­
образования окрестностей U(i) и U(j) могут задаваться изоморфными, 
но различными алгебрами Ли с базисными операторами (34.2), (34.3), 
(34.4), удобно для последних использовать единообразную форму (35).
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Запишем систему уравнений (36) с операторами (35):

(1 +  ж2(г) -  £iy2 (i))df(ij)/dx(i) + 
+2 x(i)y(i)df(i j)/dy(i) +

+ (1 +  x 2{j) -  £jy2( j ) )df ( i j ) /dx(j )  + 
+2 x{j)y{j)df{i j )/dy{j )  = О, 

x(i )df(i j ) /dx(i )  +  y(i)df(i j )/dy(i) + 
x( j )df ( i j ) /dx( j )  +y( j )df ( i j ) / dy( j )  = 0,

(1 -  x 2(i) + £iy2 (i))df  ( i j )/dx(i )~ 
- 2  x(i)y(i)df(i j)/dy(i) +

+ (1 -  x 2{j) +  £jy2( j ) )df ( i j ) /dx( j )~
- 2  x(j )y( j )df ( i j ) /dy( j )  = 0, ^

где Si  = 0, ±1; S j  = 0, ±1, причем не обязательно е8- =  S j .  Сложим первое 
и третье уравнения системв! (73):

откуда следует, что координатв1 х(г) и x(j) входят в инвариант f ( i j )  в 
виде разности х(г) — x(j).  Общее решение системв1 (73) будем искать в 
следующем виде:

поскольку дробнвш аргумент справа, как легко проверить, является 
одним из ее решений, 0 {и, v, w) -  произвольная гладкая функция трех 
переменных

и = ((x(i) -  x ( j ) ) 2 + £iy2{i) +  £jy'2{j))/y{i)y{j), 1
v = y(i), w = y(j). J

Подставим выражение (74) в первое и второе уравнения системы (73):

откуда следует, что 0 V =  0, 0 W =  0 и потому

df{i j ) /dx(i )  + df ( i j ) /dx( j )  =  0,

(74)

x{i)y{i)0 v +  x{j)y{j)0 w =  0, 
y(i)0 v + y(j)0 w = 0,

0 (u, v, w)  =  ф(и), (76)
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f ( i j ) =  Ф[{И*') -  x( j ))2 +  £iy2(i) + £jy2(j))/y(i)y(j)], (77)

очевидно, невырожденный при ф' ф 0. Инвариант (77) эквивалентен 1- 
метрике (14), которая переходит в него при локальном диффеоморфизме 
/  —̂ 'Ф(Ф)- Если Для любых двух точек i , j  многообразия е8- =  £j =  е, то 
1-метрика (14) эквивалентна: 1-метрике (9) симплектической плоскости 
при е =  0; 1-метрике (6) плоскости Лобачевского при е =  +1; 1-метрике 
(8) однополостного гиперболоида при е =  — 1. Если же многообразие 9Л 
несвязно и для некоторых его точек г, j  имеем ег- ф £j, то 1-метрика (14) 
определяет ’’расстояние” между точками его различных компонент, в 
то время как на каждой из его компонент реализуется одна из трех 
геометрий - симплектическая, Лобачевского или однополостного гипер­
болоида.

Теорема 3, доказательство которой только что было завершено, 
является частной иллюстрацией равносильности (эквивалентности) фе­
номенологической и групповой симметрий, утверждаемой теоремой 2 из 
§2 при точном и корректном определении этих симметрий.

В работе [21] автором были найдены все двухточечные инварианты 
как решения системы (36) для всевозможных изоморфных алгебр Ли с 
базисными операторами Х\  (г), ^ ( г ) ,  Хз  (г) и Х\  (j), ^ ( j ) ,  Хз(]).  Мно­
гие из таких систем в настоящем параграфе не рассматривались по 
условиям леммы о вырождении двухточечного инварианта, доказанной 
перед теоремой 3. Например, система (36) с операторами (30.1) и (30.2):

где ф -  произвольная функция одной переменной. По решениям (74),
(76) и обозначению (75) получаем двухточечный инвариант

d f { i j ) / d x ( i )  +  d f ( i j ) / d x ( j )  = 0, ] 
y ( i ) d f ( i j ) / d x ( i )  +  d f ( i j ) / d y ( j )  =  0 , I , .

x ( i ) d f ( i j ) / d x ( i )  +  2 y ( i ) ) d f ( i j ) / d y ( i ) +  [ 
x ( j ) d f ( i j ) / d x ( j )  -  y ( j ) ) d f { i j ) / d y { j )  =  0 , J

имеет общее решение

f ( i j )  = Ф[{х{г) ~ x(j) -  y{i)y{j))/ ^/уЩ],  (79)

в то время как она с операторами (30.1):

d f { i j ) / d x { i )  + d f ( i j ) / d x ( j )  = 0, ] 
y ( i ) d f ( i j ) / d x ( i )  +  y ( j ) d f ( i j ) / d x ( j )  =  0, I . .

x ( i ) d f ( i j ) / d x ( i )  +  2 y ( i ) d f ( i j ) / d y ( i ) +  [ 
x ( j ) d f ( i j ) / d x ( j )  +  2 y ( j ) d f ( i j ) / d y ( j )  =0,  J
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имеет решение

f ( i j )  =  i>{y{i)/y{j)), (81)

в котором отсутствуют координатв1 ж (г) и x(j).  Система же (36) с опе­
раторами (30.2) была рассмотрена ввине (система (44) при р =  —1) и 
ее решение

определяет 1-метрику плоскости Минковского.
Пусть многообразие 9Л несвязно и преобразование его различнв1х 

компонент задается изоморфными, но различивши алгебрами Ли с ба- 
ЗИ СН В 1М И  операторами (30.1) и (30.2). Тогда в целом двухточечный ин­
вариант представляется совокупностью трех решений (81), (49), (79) и 
оказывается вырожденным, так как не удовлетворяет условию (3) для 
той компоненты многообразия, преобразование которой задается алге­
брой Ли с базисными операторами (30.1), а сам инвариант - решением 
(81). Заметим, что в аналогичных условиях двухточечный инвариант 
(77) всюду невырожден,так как для него условие (3) выполняется и 
’’внутри” каждой компоненты многообразия, когда обе точки принад­
лежат ей, и ’’между” ними, когда эти точки находятся в разных компо­
нентах.

§7. Г еом етрическое ф укциональное уравнение

Рассмотрим простейшую однометрическую феноменологически сим­
метричную геометрию ранга 3. Пусть имеется одномерное многообра­
зие 9Л и функция (1-метрика) /  : 9Л х 9Л —> R, сопоставляющая паре 
< ij > Е 911 х 9Л некоторое число f ( i j )  Е R. Предположим, что функ­
ция /  гладкая и имеет отличные от нуля производные. Тройке < i jk > 
функция /  естественно сопоставляет точку ( f ( i j ) , f ( i k ) , f ( j k ) )  в R 3. 
Согласно определению из §1 функция /  задает на одномерном много­
образии 9Л феноменологически симметричную геометрию ранга 3, если 
все такие точки лежат на некоторой двумерной гиперповерхности в R 3, 
задаваемой уравнением

f ( i j )  = ф[l/{x{i) -  x(j))(y(i) -  y(j))] (49)

4 f ( i j ) J ( i k ) J ( j k ) )  = 0 , (1)
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f{ij) =l fi{f{ik), f{jk)),  (!')

где tp(u,v) -  гладкая функция двух переменных и и г с отличными 
от нуля производными <ри и Ipv, что следует из аксиомы III первого 
параграфа.

Возьмем теперь.упорядоченную четверку точек < ijkl  > и запишем 
уравнение (1') для троек < i jk >, < ijl >, < ikl >, < jkl  > из нее:

f{ij) = V{f{ik) , f{jk)) ,  ]
/(*i) =  <p(f(il),f(jl)), I n ,n
f (ik) = <p(f(il),f(kl)), [ 

f ( j k)  = <p(f(jl),f(kl)). )

Из четырех связей (1") легко получить соотношение

в котором,очевидно, независимы все три переменные f ( i l ) , f ( j l ) , f (kl ) .  
Если для них ввести обозначения х =  у =  z = f(kl),  то для
функции <р(и, v) приходим к следующему функциональному уравнению:

ip(ip(x,z),ip(y,z)) = ip(x,y). (2)

Уравнение (2) является естественнвш следствием принципа феноме­
нологической симметрии, имеет нетривиалвное решение, содержателв- 
ное как в физическом, так и математическом смвшлах, в частности, 
геометрическом.

Теорема 1. Общее решение функционального уравнения (2) зада­
ется выражением

<р{и,у) =  ■ф~1 ('ф(и) -  Ф(у)), (3)

где ф -  произвольная гладкая функция одной переменной с ф’ ф 0, ф- 1  

-  обратная к ней функция.

Уравнение (2) явно выражает зависимость трех функций ipi, ip2, <Рз, 
в которые три переменные х, у, z входят особым образом: =  <р(х, у),

причем g r a d Ф ф 0.
Представим уравнение (1) в виде, разрешенном относительно одного

из аргументов, например первого:
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ip2 =  ip{x,z), ips =  ip(y,z).  Матрица Якоби для функций tpi, ip2, ¥з по 
соответствующей теореме математического анализа имеет ранг мень­
ше трех. Матрица эта квадратная и потому ее определитель - якобиан 
d{ip\, ip2, сРз)/д(х, у, z) - должен обращаться в нуль:

<Ри{х,у) <Pv{x,y) О
ipu(x,z) 0 <pv(x,z)

о <Pu{y,z) <Pv{y,z)

Функционально-дифференциальное уравнение (4) является след­
ствием функционального уравнения (2) и потому любое решение по­
следнего есть также решение уравнения (4). Обратное же не всегда вер­
но. То есть общее решение уравнения (4) необходимо еще подставить в 
исходное уравнение (2) для установления дополнительных ограничений 
на это решение.

Разложим определитель уравнения (4) по элементам первой строки 
и разделим в нем переменные х, у:

<Ри{х, y)fv{x,  z)/<pu(x, z) +  <pv{x, y)<pv (у, z)/tpu (y, z) =  0.

Уравнение (2) и все его следствия при подстановке решения должны 
обращаться в тождества по каждой из переменных x,y, z .  Поэтому в 
последнем результате можно зафиксировать переменную z, введя удоб­
ное сокращающее обозначение pv{x, z)/ ри{х, z)\z=const =  А(х).  Перехо­
дя затем к переменным и и г, получаем для искомой функции <p(u,v) 
линейное однородное уравнение в частных производных:

<Ри(и, v)A{u) +tpv(u, v)A{v) =  0, (5)

причем, очевидно, А(и) ф 0, A(v) ф 0. Предположим, что в уравнении
(5) с разделенными переменными и и г коэффициенты А(и) и A(v) есть 
произвольные совпадающие ненулевые функции. Такое уравнение легко 
решается методом характеристик:

<p{u,v) = х{Ф{и) ~ Фф)), (6)

где х и Ф -  произвольные гладкие функции одной переменной с от­
личными от нуля производными х'  и Ф', так как, например, <ри(и, v) = 
х'(Ф(и) — Ф(У))Ф' (и) Ф 0 и ф'(и) =  1 /А(и) ф 0. Решение (6) уравнения 
(5), в чем легко убедиться, является также решением функционально­
дифференциального уравнения (4). Таким образом, в дифференциаль­
ном уравнении (5) коэффициенты А(и) и A(v) действительно являются

= 0. (4)
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п р о и зв о л ь н ы м и  с о в п а д а ю щ и м и  н ен у л ев ы м и  ф у н к ц и я м и , а  его  реш ен и е
(6) е с т ь  общ ее реш ен и е  ф у н к ц и о н а л ь н о -д и ф ф е р е н ц и а л ь н о го  у р а в н е н и я

(4).
П о д с т а в и м  р еш ен и е  (6) в  и сходное ф у н к ц и о н а л в н о е  у р а в н е н и е  (2) 

д л я  у с т а н о в л е н и я  св я зи  м еж д у  ф у н к ц и я м и  % и ф.  Э т а  св я зв  и я в л я е т с я  
т е м  д о п о л н и т е л в н в ш  о г р а н и ч е н и е м  н а  р еш ен и е, о к о т о р о м  го в о р и л о св  
вы ш е:

Х('ф((р(х, z)) -  ф{р{у,  г ) ) )  =  х{Ф{х) ~ ф{у))- 

П о с к о л ь к у  п р и  х! Ф 0 ф у н к ц и я  х  м о н о то н н а , из э т о г о  р а в е н с т в а  с л ед у е т

Ф{х{Ф{х) ~  Фф)) )  ~  Ф{х{Ф{у) ~  ФФ))) =  Ф{х) ~  Ф{у)

и п осле п р о с т ы х  п р е о б р азо в а н и й

Ф{х{Ф{х) ~  Ф{г)))  -  (ф ( х ) -  ф{г ) )  =

=  Ф{х{Ф{у) ~  ФФ))) ~  (Ф{У) -  Ф{Ф)  =  с =  const,

т а к  к а к  ф(х)  — ф( г )  и ф(у) — ф( г )  я в л я ю т с я  н е за в и и с и м ы м и  п ер ем ен н ы ­
м и . Т а к и м  о б р азо м , ф(х(Ф)  =  t +  с, т о  е с т ь  \Ф)  =  Ф_ 1 ф  +  с) и п о то м у  
по р еш ен и ю  (6) п о л у ч а е м

<p{u,v) =  ф ~ 1(ф(и) -  ф(у) +  с), (7)

гд е  ф -  п р о и зв о л ь н а я  г л а д к а я  ф у н к ц и я  одной  п ерем ен н ой  с ф' ф  О, 
ф-1 -  о б р а т н а я  к  ней ф у н к ц и я , а  с -  п р о и зв о л ь н а я  п о с то я н н а я . Ч т о б ы  
ее и с к л ю ч и т ь  из р еш ен и я , введем  сл ед у ю щ у ю  зам ен у : ф(и)  =  ф(и) — с. 
Д л я  о б р а тн о й  ф у н к ц и и  ф _ 1 {и) и м еем  т о г д а  т а к о е  в ы р а ж е н и е : ф -1  (и) =  
ф ~ 1{и-\-с). Д е й с т в и т е л ь н о , ф ~ 1{ф{иф) =  ф ~ 1{ф{и) — с) =  ф ~ 1(ф(и) — с +  
с) =  ф ~ 1{ф{и))  =  и и ф { ф ~ 1{и))  =  ф { ф ~ 1{и +  с)) =  ф { ф ~ 1{и +  с)) — с =  
и +  с —с =  и. Т о  е с т ь  в в ы р а ж е н и и  д л я  р еш ен и я  (7) п о с т о я н н а я  с м о ж е т  
б ы т ь  оп ущ ен а:

(p(u,v) =  ф 1{ф{и) -  ф{у)) ,

где , к а к  и р а н ь ш е , ф -  п р о и зв о л ь н а я  г л а д к а я  ф у н к ц и я  одной  п ерем ен н ой  
с ф' ф 0, ф -1  -  о б р а т н а я  к  ней ф у н к ц и я , п о ск о л ьк у  ф =  ф — с. В о зв р а ­
щ а я с ь  к  п р еж н ем у  о б о зн ач ен и ю  ф у н к ц и и  ф,  п о л у ч а е м  общ ее реш ен и е  
(3) ф у н к ц и о н а л ь н о го  у р а в н е н и я  (2 ). Т е о р е м а  1 д о к а за н а .
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Подставим решение (3) в уравнение (1'):

f ( i j )  = ф~1 {ф{ффк)) -  ф{/ик))) ,  (8)

откуда получаем функциональную связь

Ф { / Ш )  -  Ф{/фк)) + ф{/ик))  = 0, (9)

к которой может быть приведено любое уравнение (1), если функция /  
задает на одномерном многобразии 9Л однометрическую феноменологи­
чески симметричную геометрию ранга (3).

Координатное представление для 1-метрики можно получить из 
уравнения (8), если в нем зафиксировать точку к:

f (i j )  = ф - 1 (ср(х(ф) -  <p{x(j))), (10)

где <р(х(г)) =  ф(ф(х(г), х(к))), причем <р' ф 0.

Теорема 2. С точностью до эквивалентности и в надлежаще вы­
бранной системе локальных координат х 1 -метрика f , задающая на 
одномерном многобразии 9Л феноменологически симметричную геоме­
трию ранга 3, может быть представлена следующим выражением:

f(i j )  =  x(i) — x(j).  (И)

Действительно 1-метрика (11) переходит в 1-метрику (10) при ло­
кальном диффеоморфизме /  —> ф~1(/) и замене координат х —> <р(х). 
Форма записи уравнения (9) при этом значительно упрощается:

№ ' )  ~  /(»'*) +  f ( j k ) = 0. (12)

Результаты (11), (12) допускают естественную физическую и геоме­
трическую интерпретации. Если многообразие Ш является направлен­
ной евклидовой прямой, то 1-метрика /  есть обычное расстояние L ме­
жду двумя точками с учетом их взаимного расположения, а связь трех 
расстояний для произвольных трех точек < i jk > задается следующим 
уравнением:

L{ i j )  ~  L( i k )  +  L ( j k )  =  0. (13)
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В общем случае 1-метрику /  можно интерпретировать как квазирас­
стояние, измеряемое линейкой с произвольной шкалой. Однако суще­
ствует такая функция ф, отражающая свойства линейки, что уравне­
ние (9) задает связь (13) трех истинных расстояний L(ij) =  ф(ф(г^), 
L(ik) =  ф(ффк)), L(jk)  =  ф(ф(]к)). Таким образом, квазирасстояние /  
задает на одномерном многообразии структуру направленной евклидо­
вой прямой: L(ij) =  ^ ( /(о ) )  =  *(*) — x (j)-

Пусть, далее, многообразие 9Л представляет собой множество од­
номестных событий. Тогда 1-метрика /  есть промежуток времени Т  
между двумя событиями, а связь трех промежутков времени для трех 
произвольных событий < i jk > задается уравнением

T ( i j ) - T ( i k ) + T ( j k ) =  0. (14)

В общем случае 1-метрику /  можно интерпретировать как промежуток 
квазивремени, измеряемый неравномерно идущими часами. Но для не­
которой функции ф, корректирующей неравномерный ход часов, урав­
нение (9) задает связь (14) трех промежутков истинного времени T(ij)  = 

T(ik) =  ф(ффк)), T(jk)  =  ф{ф{]к)) для трех произвольных со­
бытий. Таким образом, квазивремя /  выявляет на множестве событий 
структуру одномерного истинного времени, измеряемого, как обычно 
говорят, равномерно идущими часами, существование которых не оче­
видно [22].

В заключение отметим, что метод решения функционального урав­
нения (2) предложен автором в работе [4], в которой и получен резуль­
тат, зафиксированный в теоремах данного параграфа. Если множество 
9Л произвольной природы, а не только одномерное многообразие, то ре­
шение функционального уравнения (2), как показали исследования А.А. 
Симонова (частное сообщение), задает на нем с точностью до изотопии 
операцию группового умножения.

§8. К  вопросу о сим м етрии расстояния в 
геом етрии

Обычно расстояние L(ij) между точками г и j  пространства 9Л опреде­
ляется с помощью некоторой функции L : 9Jt х 9Л —> R, удовлетво­
ряющей известной системе метрических аксиом: 1) L(ij) ф 0, при­
чем L(ij) =  0 тогда и только тогда, когда г =  j; 2) L(ij) =  L(j i );
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3) L(ik) +  L(jk) L(ij).  Согласно второй аксиоме для любых точек 
i , j  £ Ш выполняется равенство L(ij) =  L(ji),  то есть предполагает­
ся, что расстояние симметрично. Однако в геометрии нельзя исклю­
чить из рассмотрения так называемые симплектические пространства, 
для которв1х расстояние между точками определяется с помощью анти­
симметричной функции, так что L(ij) =  —L(ji).  И хотя такую функ­
цию не называют метрической, но в некотором более широком смысле 
она является таковой. Аналогично симметричный интервал S(ij) ме­
жду двумя событиями г и j  в псевдоевклидовом пространстве-времени 
Минковского, не удовлетворяющий аксиомам 1) и 3), есть метрика в не- 
которм более широком смысле. Естественно возникает вопрос: почему в 
геометрии допускаются только симметричные или антисимметричные 
расстояния. Оказывается, что если предположить согласно идее фено­
менологической симметрии существование какой-либо функциональной 
связи между расстояниями L(ij) и L(ji),  то будут возможны только та­
кие два типа симметрии. Перейдем к более точным формулировкам.

Пусть имеются множество 9Jt =  {г, j , &,. . .} произвольной приро­
ды, а также функция L : Gl —>■ R, где Gl С 9Jt х 9Л, сопоставляю­
щая упорядоченной паре < ij > Е Gl некоторое вещественное число 
L(ij) Е R- Функцию L будем называть метрической в некотором более 
широком смысле, не требуя от нее выполнения обычных аксиом метри­
ки. В общем случае область определения Gl функции L не обязательно 
совпадает со всем прямым произведением 9Jt х 9Л. Однако естествен­
но предположить, что если < ij > Е Gl , то и < j i  > Е Gl , то есть 
расстояния L(ij) и L(ji) определены или не определены одновременно.

Определение. Будем говорить, что метрические функции L и L' 
эквивалентны, если совпадают их области обределения G l  и G l 1 в 9Л х 
9Л и существует строго монотонная функция ф : L(Gl ) R  такая, что 
для любой пары < ij > Е Gl имеет место равенство L'(ij) =  ^)[L(ij)).

Исходя из замечания в работе Ю.И. Кулакова [1], аксиому симме­
трии будем формулировать следующим образом [23]:

A.S. Для любых двух точек г, j  Е таких, что пары < ij > и < j i  > 
принадлежат Gl , расстояния L(ij) и L(ji) связаны соотношением

L( i j ) =e ( L ( j i ) ) ,  (1)

где 0  -  некоторая строго монотонная функция одной переменной, 
область определения и область значений которой совпадают с областью 
значений L(Gl )) исходной метрической функции.
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Теорема. Если расстояние между точками пространства 971, 
определяемое метрической функцией L : Gl —>■ R, где Gl С 9Jt х 971, 
удовлетворяет аксиоме симметрии A.S., то это расстояние может 
быть либо симметричным, либо, с точностью до эквивалентности, 
антисимметричным.

Из соотношения (1) для любой пары < ij > £ Gl получаем то­
ждество 0(0(L( i j ) ) )  =  L(ij),  означающее, что функция 0  является 
решением функционального уравнения

где х G L(Gl ) С R. По предположению функция 0  строго монотонная 
и поэтому имеет к себе обратную. Если функция 0  монотонно возра­
стает, то 0(х)  =  х и расстояние оказывается симметричным. Если же 
функция 0  монотонно убывает, то, перейдя к эквивалентной метри­
ческой функции L' =  ф(Ь), где ф(Ь) = L — 0(Ь),  имеем в силу (1): 
L'(ij) =  L(ij) — 0(L(i j ))  =  L(ij) — L(ji) =  —L'(ji), то есть антисимме­
тричное расстояние. Теорема доказана.

Симметрия или антисимметрия расстояния в геометрии при на­
личии связи (1) были ранее установлены автором в работе ’’Некото­
рые следствия гипотезы о бинарной структуре пространства” [24] для 
того случая, когда это расстояние определялось с помощью функции 
f  : Gf  —т- R, где Gj  С 9Jt х 94, задающей на n-мерных многообрази­
ях 9Л =  {г, j , k,  . . .} и 94 = {а, /3, у, . . .  } физическую структуру ранга 
(п +  1, п +  1), и некоторого локального диффеоморфизма р : 9Л —)> 91:

Для расстояния (3) соотношение (1) при известной функции /  ста­
новится функциональным уравнением относительно функции 0  и диф­
феоморфизма р:

0 ( 0  (х)) = х, (2)

L(ij) = f ( i ,p( j j ) . (3)

f i h v U) )  = <9(/(i,^(*)))-

Решая это уравнение для функций из [25]:

f ( ia)  = х 1 (г)^1 (а) -|-------Ь хп (i)C ( а) ,

х 1 (г)^1 (а) +  ••• +  *’,П — 1
( О Г - ' М + *"(*■) + Г М ,
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где х 1 , . . . , хп и . ,£,п локальнве координаты в многообразиях Ш и 
91, можно найти одновременно и диффеоморфизм ip и функцию 0 , опре­
деляющую тип симметрии расстояния (3). В надлежаще выбранной в 
многообразии 9Л системе локальных координат выражения для рассто­
яния L(ij) с точностью до локальной эквивалентности можно записать 
в следующем виде:

L{ij) = 9 \aXX{i)xa{j), 1 
L{ij) = hlivx tJ{i)xv {j) + xn(i) + axn(j), J

где a = +1, -1 ; g\a = agaX, A, a = 1, . . . , n; =  a h / a ,  v =  1, . . . , n -  
1, причем для a =  — 1 размерность n многообразия 9Jt четна в первом 
из выражений (4) и нечетна во втором.

Из выражений (4) при некоторых естественных дополнительных 
условиях в случае а =  +1 можно получить симметричные метрики 
римановых и псевдоримановых пространств постоянной кривизны. В 
случае же а =  — 1 выражения (4) определяют антисимметричные ме­
трические функции симплектических пространств четной и, обратим 
внимание, нечетной размерности.
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Заклю чение

Классификация полиметрических феноменологически симметричных 
геометрий еще не завершена. Поэтому имеет смысл представить в обо­
зримом виде перед читателем перечень всех задач, как решенных, так 
и не решенных. Тогда каждый, у кого появится интерес к геометри­
ческим физическим структурам и возникнет желание испытать свои 
силы и способности, сможет легко сориентироваться и выбрать для се­
бя любую из них по душе (в том числе и решенную -  для разработки 
новых методов исследования и проверки уже полученных результатов). 
Приведем этот перечень в виде следующей таблицы:

Классификация полиметрических геометрий
№ S п sn т  = п  + 2 sn(n  + 1)/2 реш. ист.
1 1 1 1 3 1 + §7; [23]
2 1 2 2 4 3 + §6; [5]
3 1 3 3 5 6 + [6]
4 1 4 4 6 10 — —
5 1 5> 5 5,6, . . . 7,8, . . . 15,21,. . . — —
6 2 1 2 3 2 + §7; [16]
7 2 ^  2 4,6, . . . 4,5, . . . 6,12, . . . — —
8 3 1 3 3 3 + §5; [16]
9 3 ^  2 6,9, . . . 4,5, . . . 9,18, . . . — —
10 4 1 4 3 4 — —
И 4 ^  2 8,12, . . . 4,5, . . . 12,24,. . . — —
12 5> 5 ^  1 5> 5 5> з 5> 5 — —

Напомним, что s -  число компонент полиметрики /  =  (J1, . . .  , f s), 
которая на sn-мерном многообразии задает феноменологически симме­
тричную геометрию ранга т  =  п + 2, группа движений которой зависит 
от sn(n  + 1)/2 параметров. В последних двух столбцах таблицы знаком 
плюс сделана отметка о решении данной задачи и указаны соответству­
ющие источники, причем параграфы -  по основной части настоящего 
издания, а ссылки [5], [6], [16], [23] -  по списку литературы после За­
ключения в нем же (перед Приложением).

Итак, феноменологически симметричные полиметрики являются не­
вырожденными двухточечными инвариантами некоторых групп пре-
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образований исходного многообразия. Задача их классификации есте­
ственно предполагала предварительную полную классификацию групп 
преобразований с определенным числом параметров. Однако рассмо­
тренные в Основной части примеры показывают, что с ростом числа 
компонент полиметрики и ранга феноменологической симметрии про­
ведение полной классификации групп преобразований становится тех­
нически слишком сложной задачей, которая вряд ли может быть до­
ведена до конца, Тем более что отсутствует классификация г-мерных 
абстрактных алгебр Ли уже для г > 6. Поэтому естественно возника­
ет вопрос: является ли предварительная полная классификация групп 
преобразований действительно необходимой. Ведь для многих из них 
двухточечные инварианты вырождены. Следовательно, имеет смысл 
предварительно установить, каким дополнительным условиям должна 
удовлетворять группа преобразований, чтобы ее двухточечный инвари­
ант был невырожденным. Например, при классификации триметриче- 
ских геометрий в пространстве таким условием оказалось требование 
транзитивности групп преобразований (лемма 2 из §5). В исследовани­
ях В.Х. Лева [6] для случая s = 1, п =  3 соответствующие ограничения 
возникли в процессе классификации метрических функций, но они но­
сили частный характер и не формулировались в виде лемм. В целом 
вопрос об общих ограничениях на группы преобразований, следующих 
из невырожденности двухточечного инварианта, остается открытым.

Отметим еще, что все определения и результаты Основной части 
локальны. Их глобализация требует качественно нового шага в раз­
витии метода исследования и является новой проблемой, значимость 
которой обуславливается содержательной интерпретацией полиметри­
ческих геометрий и не только в самой геометрии, но и в физике.
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П рилож ение

Ш естим ерны е алгебры  Ли групп движ ений  
трехм ерны х ф еноменологически сим м етричны х

геом етрий

В .А . Кыров

§1. В ведение

Г.Г. Михайличенко в работе [1] получил полную классификацию ме­
трических функций всех двумерных феноменологически симметричных 
геометрий. В силу теоремы об эквивалентности феноменологической 
и групповой симметрий каждая из таких геометрий допускает трех- 
параметрическию группу движений. Зная эту метрическую функцию 
мы восстанавливаем группу движений, а от последней возвращаемся 
к метрике. В.Х. Лев в своей диссертации [2] получил классификацию 
метрических функций трехмерных феноменологически симметричных 
геометрий, которые допускают шестимерную группу движений. Целью 
этого приложения является нахождение базисных инфинитезимальных 
операторов шестимерных алгебр Ли этих групп движений.

Согласно [1] феноменологически симметричное двумерное много­
образие 3F представляет собой множество таких точек г =  (ж*, г/*) дву­
мерного многообразия 9Л, что любой паре < ij > из открытого и плот­
ного в 3" х 3" множества 0 j  сопоставляется действительное число

f{ij) = f{xi ,yi ,Xj ,yj) ,  (1)

причем для произвольного кортежа четырех точек < ijkl  > таких, что 
пары < ij > , . . . , <  kl >Е &f,  шесть взаимных расстояний . . . ,
f{kl) функционально связаны. В §1 Основной части настоящей моногра­
фии постулируется локальная невырожденность метрической функции
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(1). Г.Г. Михайличенко -  автором Основной чости -  в §6 были найде- 
HBi с точностью до эквивалентности все плоские метрические функции 
((4) -  (14) из §6). В §2 доказывается, что феноменологическая симме­
трия ранга 4 эквивалентна групповой симметрии степени 3, то есть 
каждая невырожденная метрическая функция (4) -  (14) из §6 допуска­
ет трехпараметрическую группу движений, относительно которой она 
является двухточечным инвариантом. Ранее [3] он же нашел трехмер­
ные группы преобразований, которые оставляют инвариантными эти 
метрические функции. Базисные операторы алгебр Ли соответствую­
щих групп выпишем из теоремы 2 §6, учитывая каноническую форму 
записи метрической функции. Они будут идти в том же порядке, что и 
метрические функции (4) -  (14) из §6:

X i = d x , Х 2 = ду , Х 3 = - у д х + хду; (2)

(3)

Х 1 = дх , Х 2 = ду , Х 3 = удх + хду; (5)

(6)

Х\  — удХ: Х 2 — хду: Х 3 — хдх уду: (7)

X i = d x , Х 2 = дУ: Х 3 = хдх + уду; (8)

Х 1 = дх , Х 2 = д у, Х 3 = (у -  (]х)дх + (х -  (]у)ду ; (9)
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X i = d x , Х 2  =  ду , X 3  =  х д х + (у -  2 х ) д у ] (10)

Х 1 = дх , Х 2 = ду , Х 3 = - ( у  + j x ) d x + (х -  1 у)ду , (И )

Х 1 = дх , Х 2 = х д х + уду , Х 3 = (х2 -  еу2)дх + 2худу , (12)

где 7 > 0 , / 3 > О и / 3 ^ 1 ,  е =  0, ±1.
Из [1] следует, что феноменологически симметричное пространство 

jF есть множество таких  точек г =  (тр  г/р Z{) трехмерного многообразия 
911, что любой паре <  i j  >  из открв1того и плотного множества S /  С 
Л" х Л" сопоставляется число

f { i j ) =  / {хг , Уг, Zi  , Xj  , yj  , Zj (13)

М етрическая функция (13), согласно §1 долж на бы ть невырожденной, 
причем все десять расстояний между произвольными пятью  точками 
функционально связаны. В.Х. Лев [2] с точностью до эквивалентности 
нашел все трехмерные невырожденные метрические функции (13). При­
ведем эту классификацию

/(*'i)

/(*i) :

f { i j )  = (Xi Xj ) “b (Di yj ) +  (Z{ Zj) , (14)

/(* i)  = (Xi Xj ) +  {jyi yj') (Zj Zj) , (15)

Xi -  Xj)2
2 (-/arctg—---- — +  Zj +  Zj)

+ ( m - y 1f ] e  X> ~ XJ (16)

i - X j ) 2 -
2{j3Ar(c)th —---- — +  Zi + Zj)

- ( № - % ) 2]e X i ~ 4 (17)

/ ( i j ) = ^ ^ e z'+z\Xi — Xj
(18)

/(*'i)

Vi -  Vj

( X i  -  X j ) 2 e X i  -  X J (19)
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(20)

f ( i j )  = sinzi sinzj (sinyi sinyj cos(xi — Xj) +  cosyi cosyj) +  coszi coszj,
(21)

f ( i j ) =  Xiyj - xjyi +  Zi - zj,

f ( i j )  = chzi chzj (sinyi s inyj  cos(xi — x j)  +  cosyi cosyj) — shzi shzj ,
(22)

f ( i j )  = chzi chzj(chyi  chyj cos(xi — X j )  — shyi shyj)  — shzi shz j ,  (23)

f ( i j )  = shzi shzj  (sinyi s inyj  cos(xi — Xj)  +  cosyi cosyj) — chzi chzj,
(24)

где 7 ^ 0 , / З ^ О и / 3 ^ 1 .
Согласно теореме об эквивалентности феноменологической и груп­

повой симметрий (§2 настоящей монографии) метрические функции (14) 
-  (24) допускают шестимерные группы движений, причем их алгебры 
Ли имеют следующий базис:

Хц = \ц(х,  у, z)dx + а/1 (х, у, z)dy + т^(х, у, z)dz, (25)

где ц =  1, 2, . . . , 6. Очевидно, что произвольный оператор этой алгебры 
задается выражением

X = Х(х, у, z)dx +  а(х, у, z)dy +  т(х, у, z)dz,  (26)

где

А = av\ v , cr = av uv, т = avrv ,

причем a1' =  const и по ’’немому индексу” v ведется суммирование от 1 
до 6. Шести независимым параметрам а1' можно сопоставить элемент 
(а1, . . . , а6) вещественного линейного пространства V 6 так, что базису 
из V 6 будет соответствовать базис алгебры Ли операторов (26).

Поскольку метрическая функция (13) является двухточечным инва­
риантом группы движений с базисом (25) соответствующей алгебры 
Ли, по инфинитезимальному критерию инвариантности

X(i ) f ( i j )  +X ( j ) f ( i j )  = 0
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или в развернутой форме:

А(г

+A(j)

df j i j )
dxi

df j i j )
дх-i

+ ст(г

r ( i )

d f j i j )
dyi

d f j i j )
dVj

+ rji

+ r j j )

d f j i j )
dzi

d f j i j )
dz;

= 0.
(27)

В нашем случае метрическая функция f j i j )  известна, поэтому (27) 
представляет собой функциональное уравнение на коэффициенты про­
извольного оператора алгебры Ли группы движений. Справедлива сле­
дующая основная

Теорема. Базисные операторы (25) шестимерных алгебр Ли групп 
движений пространств с метрическими функциями (f) -  ( I f )  в надле­
жаще выбранной системе локальных координат задаются соответ­
ственно следующими выражениями:

Xi  = dx , X 2 = d y, X 3 = dz , Х 4 = - у д х + х д у, 
Х$ = — zdx + xdz , X q =  — zdy + ydz ;

(28)

Xi  = dx , X 2 = d y, X 3 = dz , X 4 = - y d x + x d y, 
X§ = zdx + xdz , Xg =  zdy + ydz ;

(29)

X 4 = dx , X 2 = dy , X 3 = - j y  + j x ) dx + jx -  j y)dy ,

X 4 = j j y  ~ x)dx -  jy + j x ) dy + — -— dz ,

X 5 = j - x 2 + y2 + 2jxy)dx -  j j j x 2 -  y2) +  2ху)ду +  (1 +  l 2)xdz, 
AT6 = j l j y 2 ~ x 2) -  2xy)dx + jx2 -  у2 -  2yху)ду +  (1 +  l'2)ydz ;

X 4 = d x , X 2 = dy , X 3 = jf3x -  у)дх + (Ру -  x)dy,

X 4 = (j3y -  x)dx +  jj3x -  y)dy +  1 ^  dz ,

X 5 = -  jx2 + y2 -  2j3xy)dx +  jj3jx2 +  y2) -  2ху)ду +  (1 -  l32)xdz , 
X 6 = j/3jx2 + y2) -  2xy)dx -  jx2 + у2 -  2(3ху)ду +  (1 -  (32)ydz ;
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у2ду + ydz \
(32)

Xi  = dx , X 2 = dy , Х 3 = хдх + (у -  2х)ду , 
Х 4 = - 2  хду + д2, Х 5 = - х 2ду + хд2,
Х 6 = - х 2дх + 2(х2 -  ху)ду + уд2;

Х 4 — ydx , Х 2 — хду , Х 3 — хдх уду >
Х 4 = dz , Х ъ = дх + уд2, Х 6 = ду -  хд2;

X i = d x , Х 2  =  ду , Х 3  =  х д х + уду ,

Х 4  — x d x ydy “Ь tX^ — % dx x d z ,  X q —

(33)

(34)

Х 4 =  —дх , Х 2 =  —ctgy cosxdx — sinxdy ,
Х 3 =  ctgy sinxdx — cosxdy ,
X 4 = ctgz sin- 1  у cosxdx +  ctgz cosy sinxdy +  siny sinxdz , (35) 
X 5 =  —ctgz sin- 1  у sinxdx +  ctgz cosy cosxdy +  siny cosxdz ,
X q = —ctgz sinydy +  cosydz ;

X\  =  —dx , X 2 =  —ctgy cosxdx — sinxdy,
X 3 =  ctgy sinxdx — cosxdy,
X 4 =  thz 8т ~ гу cosxdx +  thz cosy sinxdy +  siny -sinxdz , (36)
X^ =  —thz sin- 1  у sinxdx +t hz  cosy cosxdy +  siny cosxdz ,
X q = —thz sinydy +  cosydz

X\  =  —dx , X 2 =  thy cosxdx +  sinxdy,
X 3 =  —thy sinxdx +  cosxdy,
X 4 =  thz ch_1y cosxdx — thz shy sinxdy +  chy sinxdz , (37)
X 5 =  —thz ch_1y sinxdx — thz shy cosxdy +  chy cosxdz ,
X q =  thz chydy — shydz ;
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Х\  =  — дх , А 2 =  —ctgy cosxdx — sinxdy ,
A3 =  ctgy sinxdx — cosxdy ,
X 4  = cthz sin- 1  у cosxdx +  cthz cosy sinxdy +  siny sinxdz , (38) 

A 5 =  —cthz sin- 1  у sinxdx +  cthz cosy cosxdy +  siny cosxdz ,
X q =  —cthz sinydy +  cosydz ,

где 7 ^ 0 , /3 0  и /3 ф 1 .

Из этой теоремы вы текает следующее

Следствие. Алгебры Ли групп движений с базисными оператора­
ми (28) -  (38) удовлетворяют соответственно следующим коммутаци- 
OHHBIM соотношениям:

[Аь  Х 2\ = 0, [Аь  Аз] =  0, [ХЪ Х 4] = Х 2,
[Хи Х ь\ = Аз, [Аь  Х 6\ = 0, [Х2, Аз] =  0,
[А2, А 4] =  - Х и [Х2 , Х 5] = 0, [А2, А 6] =  Аз, (28')
[Аз, А 4] =  0, [Аз, А 5] =  - А ь  [Аз, А 6] =  - А 2,
[А4, А 5] =  —А 6, [А4, А 6] =  А 5, [As, А 6] =  - А 4;

[Аь А 2] =  0, [А1; Аз] =  0, [Аь А 4] =  А 2,
[Аь  А 5] =  A 3 , [Аь  А 6] =  0, [А2, А 3] =  0,
[А2, А 4] =  - А ь  [А2, А 5] =  0, [А2, А 6] =  Аз, (29')
[Аз, А 4] =  0, [Аз, А 5] =  А ь  [A3 , А 6] =  А 2,
[А4, A s] =  —А 6, [А4, А 6] =  А 5, [А5, А 6] =  А 4;

0, [Аь A 3] =  - 7A i +  А 2 , [A i, А 4] =  - А !  -  7 А 2 ,
2А 4, [А4 , А 6] =  2А з, [А2 , Аз] =  -  А 4 -  7 А 2 ,
7 А 4 -  А 2, [А2, A s] =  - 2 A 3 , [А2, А 6] =  2А4, (30')
0, [Аз, А 5] =  —А 6 -  7 А 5, [Аз, А 6] =  А 5 -  7 А 6,
7 А 6 -  А 5, [А4, А 6] =  - 7 А 5 -  А 6, [А5, А 6] =  0;

[Аь А 2] =  
[Аь А 5] =  
[А2 ,А 4] =  
[Аз, А 4] =  

[А4 ,А 5] =
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[X !, Х 2] = О, [X!, Хз] = /?Х4 -  Х 2, [X!, Х 4] = - X ! +  (]Х2 ,
[X !, Х 5\ = 2Х4, [X!, Х 6\ = 2Х3, [Х2 , Х 3] = - Х 1 + /ЗХ2,
[Х2,Х 4] = [IX, -  Х 2, [Х2, Х 5] = 2Х3, [Х2 ,Х 6] = 2Х4, (31')
[Х3, Х 4] = 0, [Хз, Х 5] = - Х 6 + /ЗХ5, [Хз, Х 6] =  - Х 5 +  /ЗХ6,
[Х4, Х 5] =  РХ6 -  Х 5, [Х4, Х 6] =  /ЗХ5 -  Х 6, [Х5, Х 6] =  О;

[ХЬ Х 2] =  0 ,[Х ь Х 3] =  Х Ь [ХЬ Х 4] =  Х Ь 
[Хь  Х 5] =  Х 4 +  Хз, [Хь  Х 6] =  О, [Х2, Хз] =  Х 2,
[Х2 , х 4] =  —Х 2, [Х2 ,Х 5] =  О, [Х2 ,Х 6] =  х 4 -  Хз, (32')
[Хз, Х 4] =  О, [Хз, Х ъ] = Х ъ, [Хз, Х 6] =  Хь,
[Х4,Х 5] = Х 5 ,[Х 4 ,Х 6] =  - Х 6,[Х 5,Х 6] =  0;

[Хь  Х 2] =  О, [Х1; Хз] =  Х 4 -  2Х2, [Хь  Х 4] =  - 2 Х 2,
[ХЬ Х 5] =  Х 4,[Х Ь Х 6] =  - 2 Х з ,[Х 2 ,Х 3] = Х 2,
[Х2, Х 4] =  О, [Х2, Хь] = О, [Х2, Х 6] =  Х 4, (33')
[Хз, Х 4] =  0, [Хз, Хь] = Х 5, [Хз, Х 6] =  Х 6 -  2Х5,
[Х4, Хь] = О, [Х4, Х 6] =  —2Х5, [Х5, Х 6] =  0;

[Хь  Х 2] =  -Х з ,  [Хь  Хз] =  2Х Ь [Хь  Х 4] =  О,
[ХЬ Х 5] =  0 ,[Х ь Х 6] =  - Х 5,[Х 2,Х 3] =  - 2 Х 2,
[Х2, Х 4] =  О, [Х2, Хь] = - Хь ,  [Х2, Х 6] = 0, (34')
[Хз, Х 4] =  0, [Хз, Хь] = - Х 5, [Хз, Х 6] =  Хь,
[Х4, Хь] = О, [Х4, Х 6] =  О, [Х5, Хь] = —Х 4;

[Х4 , Х 2] =  - Х з , [Х4 , Хз] =  Х 2 , [Х4 , Х 4] =  - Х ь ,
[Хь  Хь] = Х 4, [Хь  Х 6] =  О, [Х2, Хз] =  - Х ь
[Х2, Х 4] =  - Х ь ,  [х 2, Хь] = о, [Х2, Х 6] =  Х 4, (35')
[Хз, Х 4] =  0, [Хз, Хь] = - Х ь ,  [Хз, Х 6] =  Х 5,
[Х4, Х 5] =  —Х 4, [Х4, Х 6] =  —Х 2, [Х5 , Х 6] =  —Хз;
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[ X !  , Х 2] =  - Х 3 , [ X !  , Х 3} =  Х 2 , [ X !  , Х 4] =  - Х 5,

[ХЬ Х 5] =  Х 4,[Х Ь Х 6] =  0 ,[Х 2,Х 3] =  - Х и

[ х 2, х 4] =  - Х 6 , [ Х 2 , Х 5] =  О, [Х2,Х 6] =  Х 4, (36')
[Х3, Х 4] =  0, [ Х з ,  х 5} =  - Х 6 , [ Х з ,  х 6] =  Х 5,
[ Х 4 , Х 5] = Х 4 , [Х4, Х в ]  = Х 2, [ Х 5 ,  Х в ]  = Х 3 ;

[X ! , Х 2] =  - Х 3 , [ Х г , Х 3] =  Х 2, [X ! , Х 4] =  - Х 5 ,

[ Х 1, Х 5] =  Х 4, [ Х 1, Х 6} =  0, [ Х 2, Х з ]  =  Х 1 ,

[ Х 2 , Х 4 ] = - Х 6 , [ Х 2 , Х 5] = О, [ Х 2, Х 6] = - Х 4 , (37')
[ Х 3 , Х 4 ] =  О, [Хз, Х 5] =  - Х з ,  [Хз, Х 6] =  - Х 5,
[ Х 4 , Х 5 ]  =  X i ,  [ Х 4 ,  Х 6 ] =  Х 2 ,  [ Х 5 ,  Х 6 ] =  Х з ,

причем коммутационные соотношения для алгебры Ли (38) и (36) со­
впадают.

Из структуры коммутационных соотношений алгебр Ли групп дви­
жений с базисными операторами (28) -  (38) и структурных признаков 
подалгебр [3] следует, что операторы X i ,  Х 2 ,  Х 4  алгебр Ли (28) -  (29) 
и X i ,  Х 2 ,  Х 3  алгебр Ли (30) -  (38) образуют трехмерные подалгебры 
Ли, которые будем обозначать символом А 3.

Пусть L -  произвольная алгебра Ли. Коммутантом алгебры Ли L 
называется ее идеал L W = [L,L\, который состоит из элементов вида: 
[и, v\, где u,v  G L. Второй коммутант определяется так: L = [L1, L 1] 
и, наконец, по индукции L <'k+1'> =  [Lk , Lk\. Естественным образом при­
ходим к ряду коммутантов алгебры Ли L:

L D Е(1) D Е(2) D • • • D E(n) D • • • (38)

Алгебра Ли L называется разрешимой, если ее ряд коммутантов (38) 
заканчивается нулевым идеалом.

Легко проверяется, что подалгебра А 3 алгебр Ли с операторами (28) 
-  (33) разрешима, а с операторами (34) -  (38) неразрешима.
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§2. Д ок азательство основной теорем ы  для алгебр  
Ли с разреш имой подалгеброй

Приступим к доказательству основной теоремы для групп движений с 
операторами (28) -  (33).

Для метрической функции (14) функциональное уравнение (27) при­
мет следующий вид:

-  Xj) +  cr(i)(yi -  Vj) +  T(i)(Zi -  Zj) -

-  4 ] ) { x i  ~  X j )  -  ( T { j ) { y i  -  y j )  -  T ( j ) ( Z {  -  Z j )  =  0.

Продифференцируем уравнение (39) по координатам точки г, а ре­
зультаты дифференцирований по координатам точки j

K{i )  + K{ j )  = 0 ,  (тх(г) + Xy(j) = 0 ,  тх (г) + Xz (j) = 0 ,  ( 4 0 .1 )

Ау(г') +  <rx(j) = 0 ,  (Ty(i) + <ry(j) = 0 ,  ту(г) + <rz (j) = 0 ,  ( 4 0 .2 )

Аг(г') +  Tx{j) = 0 ,  <Tz{i) +  Ty{j) = 0 ,  Гг (г) +  Tz (j) = 0 .  ( 4 0 .3 )

Разделяя переменные, относящиеся к координатам различных точек, в 
системах (40.1) -  (40.3) и интегрируя полученные уравнения, приходим 
к выражениям:

X(x,y,z) = - а 1У -  a2z + а4, 'l 
<т(х, у, z) = aix -  a3z + а5, >
т(х, у, z) = а2х + а3у + а6. )

Как говорилось во введении кортеж (0,4 , а^, ag, ai, а2, а3) принадле­
жит вещественному линейному пространству V 6 и поэтому ба­
зису (1,0,0,0,0,0), (0,1,0,0,0,0), (0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,0), (0,0,О,О,1,0), 
(0,0,0,0,0,1) соответствует базис (28).

Подставим в уравнение (27) выражение (15)

А(i)(xi ~ Xj) + cr(i)(yi -  yj) -  T(i)(Zi -  Zj) -  ^
-  4j ) {x i  ~ Xj) -  a(j)(yi -  yj) + T(j)(z{ -  Zj) = 0.

Продифференцируем уравнение (41) по координатам ж8-, г/р zp после 
чего результаты этих дифференцирований по координатам Xj , y j , Zj:

А * (г) +  Xx (j) = 0 ,  crx(i) +  \y( j )  = 0 ,  тх (г) -  Xz {j) = 0, (42.1)
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- А г ( г ' )  +  Tx {j)  =  О, +  Ty (j)  =  О, ту  ( г )  +  Tz (j)  =  0 .  ( 4 2 .3 )

Р а с с у ж д а я ,  д а л е е ,  в  о т н о ш е н и и  с и с т е м ы  ( 4 2 .1 )  -  ( 4 2 .3 )  т о ч н о  т а к ж е  к а к  

и  в  о т н о ш е н и и  к  с и с т е м е  ( 4 0 .1 )  -  ( 4 0 . 3 ) ,  п р и х о д и м  к  б а з и с н ы м  о п е р а т о ­

р а м  ( 2 9 ) .

П р и с т у п и м  т е п е р ь  к  н а х о ж д е н и ю  б а з и с н в ш  о п е р а т о р о в  ш е с т и м е р ­

н о й  а л г е б р в 1 Л и  r p y n n n i  д в и ж е н и й ,  д о п у с к а е м о й  м е т р и ч е с к о й  ф у н к ц и е й  

( 1 6 ) .  П о с к о л ь к у

=  [(*» ' -  xi )  ~  7 ( 2 / i -  % ' Ж  ^  =  - [ ( * i  -  Xj) -  7 (yi -  y j) ]a ,

=  [{Vi ~  Vj) +  l i x i ~  xj)\a, =  ~[{y i  ~  yj) +  l { x i  ~  Xj)\a,

=  [{x i ~  X j f  +  {yi -  y j f ] a ,  =  [ {xi  ~  X j f  +  (yi -  y j ) 2] a ,

г д е  a  =  2 ex p [2 ^ a rc tg vx'_yJ  + 2z 8- + 2zj],  7  ^  0, т о  и с х о д н о е  ф у н к ц и о н а л ь ­

н о е  у р а в н е н и е  ( 2 7 )  п р и м е т  с л е д у ю щ и й  в и д :

[{Xi -  X j )  -  7 {yi -  Vj)]X(i) -  [(Xi -  X j )  -  7 (yi -  yj)\X(j) +

+  [{Vi ~  Vj) +  l { x i  ~  Xj)](r(i) -  [(Vi -  y j ) +  7 (xi  -  Xj)]<r(j) +  ( 4 3 )

+  [{xi ~  Xj)2 +  (yi -  y j ) 2]r( i )  +  [(х{ -  Xj)2 +  (yi -  y j ) 2]T(j)  =  0 .

П р о д и ф ф е р е н ц и р у е м  у р а в н е н и е  ( 4 3 )  с н а ч а л а  п о  к о о р д и н а т а м  27, г/г- , гу  

т о ч к и  г , а  р е з у л ь т а т ы  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  п о  к о о р д и н а т а м  X j , y j , Z j  

т о ч к и  j

-  Хх (г) -  Xx (j)  -  j a x (i) -  j a x (j)  -  2 т(г) -  2т(j)  -

2 (xi хj)Tx (i) -\- 2 (xi Xj)rx (j)  — 0 ,

7 A x (i) ~  A y (j)  -  <rx (i) -  7 (Ty (j)  -  2 (y{ -  y j) rx (i) +  2 (x { -  Xj)ry (j)  =  0 ,

( 4 4 .2 )

Xy (i) +  <rx (j)  =  0, <Ty (i) +  <Ty (j)  =  О, ту (г) -  a z (j)  =  О, (42.2)
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M i )  -  7<Mi) +  2 (x i -  M M i )  =  0, (44.3)

-A y {i) + l K { j )  ~  7 M 0  ~  M i )  ~  2(xi -  Xj)Ty {i) + 2(г/г- -  M M i )  = 0,

7 M 0  +  7 M i )  -  M O  -  M i )  -  2 г ( г )  -  2 r ( j )  -  
-  2 ( y *  -  M M O  +  2 ( г / г- -  M M i )  =  °>

7 M i )  -  M i )  +  2 (y* -  M M i )  =  0 ,

- Аг (г) -  7 M O  “  2(ж* -  M M * )  =

7 M 0  -  M O  -  2 ( y *  -  M M O  =  0 .

Дифференцируя уравнения (44.1) и (44.2) по координате ж8, а затем 
по Xj,  (44.2) и (44.5) -  по г/г-, а затем  по г/у, (44.3) -  по ж8, (44.7) -  по ту, 
получаем следующие тождества:

М О  =  M i )  =  о, А Л О  +  7 < М 0  =  M i )  +  7 M i )  =  о,
7 М 0  -  М О  =  7 M i )  -  M i )  =  0 ,тхх(г) +  rxx(j) =  0 ,

туу(0  +  Tyy(J) =  0> ГМ 0  +  r M i )  =  °-

Разделяя в этой системе переменные, относящиеся к координатам раз­
личных точек, и интегрируя полученные уравнения, приходим к функ­
циям:

А(ж, у, z) =  А(ж, у), а(х, у, z) =  а(х, у), т(х,у, z) =  а^х +  а2у + а3.

Из уравнений (44.1), (44.5), (44.2), (44.4), разделяя переменные, полу­
чаем

(44.4)

(44.5)

(44.6)

(44.7)

(44.8)

Аж +  7<тх +  2т =  0, j X y -  (Ту -  2т =  0, 
l K  — <тх — 2aiy +  2а2х =  а4, Ау + 7 оу -  2аху +  2а2ж = а4,
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или, разрешая относительно производных Хх , \ у , сгх , ау:

(1 +  у 2)Хх =  2a i(уу -  х) -  2а2(у + ух) -  2а3 + уа4,
(1 +  1 2)(тх =  —2а4 (у +  ух) +  2 а2{х -  у у) -  а4 -  2уа3,

(1 +  7 2)Ау = 2ai [у +  ух) -  2 а2{х -  у у) + а4 +  2уа3,
(1 +  1 2)(ху = 2а4(уу -  х) -  2а2(у + ух) -  2а3 + уа4

и после интегрирования:

Х(х, у, z) =  1 ^  2 ( -Х 2 + у2 + 2уху) -  х (у(х2 -  у2) + 2ху) -

~  “ 1У) +  т т ^ (г/ +  1Х) +  “5’

а(х, y,z) = -  х ^  2 (7(^2 -  У2) +  2тг/) +  х ”2 2 (ж2 “  У2 ~ 21 ХУ) ~

~  Т Т ^ (г/ +  7ж) “  “  7г/) +  “6’
т(х, у, z) =а4х +  а2у +  а3.

В результате получаем базисные операторы (30).
Для метрической функции (17):

=  [{x i ~ X j ) ~  j3{yi -  yj)]a, = ~[{x i - X j ) -  /3{у{ -  yj)]a,

d^Qy.  ̂ =  [P{Xi ~ Xi ) ~  (Vi ~  » ) ]“ . =  ~[l3 iXi ~ Xj ) ~  (Vi ~  % 'Ж

= [(*•’ -  xi f  ~ iVi ~  Ж К  ^ g ~  =  [(*< “  xi f  ~ {Vi ~

где a  =  2exp[2(3Ar{c)th УХ'~УХ. +  2zs- +  2zj\, /3 1> 0, /3 ф 1, и потому функ­
циональное уравнение (27) примет такой вид:

[ ( ян  ~  x j )  -  (3 { y i  -  y j ) ] X ( i )  -  [ { х {  -  x j )  -  (3 { y i  -  y j ) \ X ( j )  +

+ [/3{xi -  xj) -  (y{ -  yj)\<r{i) -  [f3(x{ -  xj) -  (y{ -  yj)\<r{j) + (45)

+[{ян -  x j f  -  (Vi -  ад)2М*') + i ( x i ~ x i ) 2 ~ (Vi ~ %)2M i) = °-
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Продифференцируем уравнение (45) по координатам Х { ,  а ре­
зультаты -  ПО X j  , y j  , Z j

-  Ax (i) -  AX(j)  -  !3ax {i) -  f3ax (j)  -  2т{г) -  2r ( j )  -
2 ( x ^  X j ' ) T x (i ' ) 2 [ x ^  X j ) T x ( j )  — 0,

/3Xx (i) -  Ay (j)  +  <rx (i) -  f3<Ty (j)  +  2(y{ -  y j ) r x {i) +  2 (x { -  Xj)Ty (j)  =  0,

- T ( i )  -  ( 3 o - z { j )  + 2(xi -  X j ) T z ( j )  = 0,

fiXz {j)  +  a z (j)  -  2 (yi -  y j ) r z ( j ) =  0,

—Ay (г) +  f 3 X x ( j )  -  f3<ry { i )  +  <rx { j )  -  2 { x i  -  х у ) ту ( г )  -  2 ( y { -  y j ) r x ( j )  =  0,

/3\y (i) +  /3Xy (j) +  (Ty (г) +  cry(j) +  2 т(г) +  2 r(j)  +
+  2(yi -  yj)Ty (i) -  2 (yi -  уу)ту (])  =  0,

-А г(г) -  P<rz(i) ~ 2(xj -  Xj)rz (i) =  0,

PXz (i) +  <rz (i) +  2(у{ -  y j ) r z (i) =  0.

Далее, рассуждая точно также, как при решении функционального урав­
нения (43), приходим к функциям:

Х(х, y ,z )  =  — 1 (х2 +  у2 -  2/Зху) +  1 ( /3(х2 +  у2) -  2ху) -

-  ~ Ру) +  ~У ) + а 5 ’

У, z) =Y~TJp(P(x2 +  У2) -  2х У) -  х ^  + У2 -  2РХУ) +

+ Y Z ^ p ( P x - у ) -  т т у  “  Ру) +  “6’
т(т, у, z )  = а\ х  +  а 2у +  а 3 , 

от которых к базису алгебры Ли (31).
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Приступим теперь к нахождению базисных операторов алгебры Ли 
группы движений, двухточечным инвариантом которой является ме­
трическая функция (18). Поскольку

где а =  ех

df{ij) Vi~ Vj a Vi ~  Уз
дх  i {Xi ~ X j ) 2 ’ dxj (xi ~  Xj]

df{ij) 1 df{ij) 1

dyi Xi — Xj 9yj  ~ Xi — Xj

df{ij)  _-- У> ~ У2а, df{ij)  _ m ~ V2a
dzi Xi — Xj dzj Xi — Xj

p ( z i  +  Z j ) ,  то функциональное уравнение (27) принимает вид:

-  {Уг ~  %')А(г) +  ( г /г  -  V j)M j)  +  (ж* -  ж )̂сг(г) -  (ж* -  Xj)<r(j) 

+ (х{ -  Xj){yi -  ад)т(г') +  (ж* -  Xj)(y{ -  y j ) r ( j )  = 0.
(46)

Продифференцируем уравнение (46) по жг-, г/г-, Z{, а результаты по
xj , y j , Zj

~(Tx {i) -  ax {j) -  (г/г -  yj)rx {i) + (yi -  yj)rx {j) =  0,

K{ i )  ~ <ry {j) -  t (i) -  {xi -  Xj)rx(i) -  r( j )  + (г/г -  Уз)ту{з) =  0, 

-<rz{j) + {Vi ~  yj )rz {j) = 0, Az (j) + (x{ -  Xj)Tz (j) = 0,

K { j )  ~  V y { l )  ~  T ( i )  -  (г/г -  y j ) r y { l )  -  r ( j )  +  ( x { -  X j ) T x ( j )  =  0,

Ау(г') +  Ay ( j )  -  ( x i  -  X j ) T y { i )  +  ( х { -  X j ) T y { j )  =  0,

- c r z {i) -  ( г/г -  yj)Tz (i) =  0, Az {i) -  ( ж ,  -  Xj)rz {i) =  0.

Рассуждая аналогично, приходим к функциям:

Х(х,у, z) = а2х 2 + (а3 + а4)х + а5, 1 
сг(ж, у, z) = - a i y 2 + (а3 -  а4)у + а6, >

т(х,у, z) = ахх + аху + а3, )
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а от них к операторам (32).
И, наконец, для метрической функции (19):

df j i j )
dxi

=  [ 2(xi - X j ) -  {т -  yj)\c df j i j )
dxi

= - [2 jxi -  xj) -  jy{ -  yj)\a,

df j i j )  ,  ̂ d f j i j )
=  [ X i  —  X j ) a , — ---------=  — [ X i  —  X j  ) a ,

dyi dyj

d f j i j )
dz; —  [ X i  X i

d f j i j )
dz; —  [ X i  X i

где a =  exp[vx'_yJ  + Z{ + zj], поэтому функциональное уравнение (27) 
принимает такой вид:

[2jxi -  x j )  -  jyi -  yj)]Xji) -  [2jxi -  Xj) -  jyi -  yj)]Xjj) +
+ jxi -  Xj)aj i )  -  jxi -  X j) a j j )  + (47)
+  jxi -  X j f r j i )  +  jxi -  X j f r j j )  =  0 .

Продифференцируем уравнение (47) по ж8-, г/р zp а полученные ре­
зультаты ПО Xj , yj , Zj

-  2Аx ji) -  2Ax j j)  -  o-x ji) -  crx9j)  -  2r j i )  -  2r j j )  -
2jxi Xj)Tx ji) 2(t8 xj)i~x j j )  — 0,

Аж(г) -  2Ay jj) -  dyjj) + 2jxi -  Xj)ry jj) = 0, 

—2Az ji) -  az ji) -  2jx{ -  Xj)rz ji) = 0,

—2Azjj) -  az jj) + 2jxi -  Xj)rz j j ) =  0,

-A y(г) -  Ay(j) =  0, Az ji) = Xz jj) = 0,

-2Ау(г) -  Ax jj) -  o-yji) -  2jxi -  Xj)ry ji) =  0.
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Рассуждая также, как и при решении функционального уравнения 
(43), приходим к функциям:

Х(х, у, z) =  —а\х 2 +  а2х +  а3, 
а(х, у, z) =  (2ai -  а5)х2 -  2агху  -  2(а2 + а6)х +  а2г/ +  а4,

т(ж, у, z) = а\х + а5у + а6,

а затем к базисным операторам (33).
Этим доказательство первой части основной теоремы для алгебр Ли 

с разрешимой подалгеброй А 3 завершается.

§3. Д ок азательство основной теорем ы  для алгебр  
Ли с неразреш имой подалгеброй

В этом параграфе проведем доказательство для алгебр Ли групп дви­
жений, двухточечными инвариантами которых являются метрические 
функции (20) -  (24), а подалгебра Ли А 3 неразрешима.

С учетом выражения (20) для метрической функции f ( i j )  исходное 
функциональное уравнение (27) принимает такой вид:

VjX(i) -  Xj(r{i) -  yiX(j)  + Xicr(j) + т(г) -  r ( j )  = 0. (48)

Продифференцируем тождество (48) по координатам а ре­
зультаты по координатам Xj , y j , Zj :

- a x {i) + ax(j) =  0, АДг) +  (Ty(j) = 0, Xz (i) = Xz(j) =  0,

<rz (i) = <rz (j) = 0, (Ty(i) + Xx {j) =  0, Xy{i) -  Xy(j) = 0.

Разделяя переменные, интегрируя, возвращаясь затем в тождество (48) 
и снова разделяя переменные, окончательно получаем:

Х(х, у, z) =  а\х  +  а2у +  а4, 
а(х, у, z) = а3х -  аху + а5, 
т(х, у, z) =  - а 5х +  а4г/ +  а6.

Строки (а2, аз, ai.ae, а4, а5 ) принадлежат шестимерному линейному про­
странству V 6, причем его базису (1,0,0,0,0,0,), (0,1,0,0,0,0), (0,0,1,0,0,0),
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(0,0,0,1,0,0), (0,0,0,0,1,0), (0,0,0,0,0,1) будет соответствовать система ба- 
ЗИСНВ1Х операторов (34).

При доказательстве теоремв1 для оставшихся метрических функций 
f ( i j )  будет применяться одна и та же методика. Поэтому подробные 
рассуждения будут вестись только в отношении группы движений с 
метрической функцией (21).

Докажем сейчас теорему для группы движений с метрической функ­
цией (21). Для удобства последующих вычислений эту метрическую 
функцию запишем в следующей форме:

f ( i j )  = XiXj + yijjj + ZiZj + WiWj, 

где введены обозначения

х  =  s i nx  s iny  sinz,  у =  cosx s iny  si 
z =  cosy sinz,  w =  cc

причем x 2 + у2 + z 2 + w 2 =  1. В дальнейшем удобно ввести переобозна­
чение координат: х —У х, у —У у, z —У z, w —У w.  Тогда

f ( i j )  = XiXj + yiyj +  ZiZj + WiWj. (49')

Поскольку

df { i j ) Xi df { i j ) X j Vi— ^ 3OX i
—  W j ,  
Wi

o —dxj ---- Wi ,
W j я -  Уз dyi Wi

df { i j ) Vj df { i j ) Zi df { i j ) z j
я  ~  Vi 
д у j

--Wi ,
W j dzi ----w hWi dzj ~ W j

функциональное уравнение (27) запишется в виде:

А(г') X j W i  —  X i Wг ^ 3

-  Кз)

Wi
ь j  W t

+  (Til
л  V j W j  -  y j W j

+ T(i)
Z j W i  —  Z j Wг ^ 3

-  ^(i)- -  T t i )

W i

X  7 W i  -  X  i W j  y j W i  -  y i W j  Z j  W i  -  Z i W j  _
(51)

Продифференцируем это уравнение по координатам ж8-, г/г-, _гг-, а ре-
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A„(i) (1 +  +  Щ Х- ^  + Х 4 з ) ^ ~  +
W i W j  /  w f w j  W i W j

+  A(i)
«,■(1-1/?-*?)

/(*')
Л ! P i

(Уг (X/j Ф')
(1 -  -  z?)

v i ^ 3

+  M i )  ( i  +  ^ )  +  +  ry( i ) ^  +  г Ц ) Щ й -\  W i W j J  W i W j  W i W i  W ? W i

+ rx U ) ^  + r U ) ^  = 0,

1/г UJj i  ™3

Ay( i ) ^ -  +  A ( i ) ^  +  A,./.  ! l -" +  A(j) ^ f
W i W j  w f w j  W i W j  W i W j

+ (Т„(г) ( 1 + ViVj
V % U J j

-i:\ Уз ( X ““ xi ~ Zi) , _
°4®)

+  (гИ 1/,(1 “ » Ь = ! 1
W{W3j

v i ш 3 

Z i V j  

V i W j

• n ViZiVj
3 J /  + т у ( ^ ^  +  т( ^

+  ту ^ ) тЙ Ь  +  T^ )
; \  ViVjZj

WiWj = 0,

1 + ViVj
vl Wj

xy(0 ^  +  A ( 0 ^  +  A , (j) !l -" . A .,/.!l ' .
W{  w f w j  W i W j  W i W J

+  (Ty( i)~^-J-  +
W i  W j

Q i * u
W i W 6j

(1 -  л2 -  *?)
wf wj

Z i Z i

<rz(j)\ 1 + 1/г (X/J

‘-'г '
„2 „,2\

+ ^ 0  — +  Ф --------- з — — = °.
W i W j  W { W j

(52.4)

(52.5)

(52.6)
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1 +
X i X j

WjWi
л / .4 -v / .4 %iX

+ a ( * ) - ^  +  a4 j )

+ m

'г u->j '

ф - у ] - 4 )
W j W f

az{i )y i ^  + a{i)y ^ .
W i W j  wf wj

+  « я Щ -  + vl Wj

+  Tx 1 + г̂ ̂ j
+ TU): = o,

Аз)-
ziUj

, , .4 Xjlf 7 4 . .. e
^z (г) I- А(г) -

W { W j
iVj

vi ™3
+  ^y(j)

W j Wг ^ 3
+ A(j) ̂  + агф  + Ш . ) + ^ У ^ М  + , y {j) +

W i W j  v W i W j J  w i w j  W i W j

Z,
+ <r{j)-

( l - x] ~  zf) z,
+ tz (*') _|_ r (j)-лад!1 - * ? - ? / ? )

+ r#0-)( l +  ^ ) + r ( ; ) ^ |  =  0,V WoW^J WoWz

M * )---- -- +  А(г) —з—-  +  \z { j ) -----

л , .. ZjXjZj
+ AW ...... 3 +  az{1)

+ a (3)ZiyjZ3 + Tz (i

Vi zj

1 + г ̂  з
W { W j

v l UJj 

„2 „.2\
+  r ( i ) " ' ( 1 - f

+ 'Гг i +
Z i ( l - * 2 - t / 2)

+ T ( , ) — ^ r ^  = 0-

Умножим (52.1) на WiWj/ XiXj, (52.2) -  на WiWj/ Xiyj , (52.3) 
WiWj jx { Z j , (52.4) -  на WiWj/ yiXj , (52.5) -  на WiWj/ г/г-г/у, (52.6)

(52.7)

(52.8)

(52.9)

-  на
-  на
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W i W j / y i Z j ,  (52.7)-н а  W i W j  /  Z i X j , (52.8)-н а  W i W j / Zj-t/y, (52 .9 )-на i

1 +
bl •bJ ^X (0 1 - y f - z t А (г) + 1 1  +

ь г j
K{j )

XjW1 A(j) H---- &x(i) H---- 2°"(®) — ~ax(j) +
ж,- wf X  7' w

Vi Уз

+ ^ T x (i) + 4 r ( i )  +  ^ ( j )  +  ^ r ( i )  =  0,

1 — |/? — 2 ?
A*(*') + ----- ^ Ц - ^ г )XiWf

. W i W j  +  y t y j

W i W j  +  Жг'Жу . . . .  ,
-------------- - ХуЬ) + +

Ci V j

Vi

x i V j
M O  + ^ iT (i) +  cry(j) +

1 - x j -  zj

V j w i
r ( i )

+ ^-r*(i) +  4 r ( i )  +  M y(j) +  ^ r ( i )  =  0,
Ж* w/ Уз w i

Â  (0 1 -  Vi  ~  z \ A(i)
W i W j  +  Жг'Ж

bl^J ^ м л  +  з м )  +

+ ^ ( i )  +  +  — (7г (j) +  ^< 7(i) +
Xi wf  Zj wf

W i W j  +
8̂ r 4 i )  +  4 r ( i ) + r , ( i )  +wf

1 - * ? - ! / ?

zi wi
'(i) =  o,

WiWj +  жг-ж?-17г т  л 7 , / .ч , %i \ , .ч , •. / .ч ,ЛМ + ^2 Л(г) + X x ( j )  +
1 — -у? — zf

У‘ J A(j)

+ M O  + 1 -  *7 -  *,•
V i w i

r( i )
W j W j  +  y t y j  

Vi  x j
M i) +  z W i)  +

+ -Ty( i )  + ^ M ) +  - M i )  +  ^ r ( j )  =  °.г/i wf Xj И)

I i W j / z i Z j - .

M )  +

(53.1)

(53.2)

(53.3)

(53.4)
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х,‘ , ч х,‘ , ч а? 7* , ч а? 7* , ч
— Ау(г') +  — 2 А(г) +  — Ay(j) +  ^  A(j) +
y i  w

WjU)
ViVj  

i — x'i — z

Уз

CTy(i) +

3
„2 , 2, U7, \ , , 1 — Ж ; — Z f  , , /_|_ M _|_ 1 J \ ЛЛ i г г I / 1 I 1 3

Vi W i
-сг(г') + 1 1  +

ViVj
it i)

VjW Vi
3 T^Mi) + -MO + V (0  + ~Mi) + - r r(i) = o,

Уз

Xi 4 , ,4 x,‘ , ,4 a? 7 4 , ,4 a? 7* , ,4
“ М О  + Т+МО + “ -М-О + “ M W  +

Zi w -y i  w i - 3

+  ” 2 ± B S , „ 0 )  +  + М Л  +(7. (0
! / + ,

W i W j  +

Zjw] '(i) = o,

W{  W j  +  X { X j  X i
J -Аг (г) H---- 2 А(г) +  Aj;(j) +

w fZiX1̂ 3

\ - y ]  -  z
-J4 - JLxU)
* j W j

i У̂  /  Л i У̂  l Л i Уз /  Л  I Уз /  Л  Iн— <M0 н— 2°a0 — ax\ j ) н— + W  +
Zi w f  X j  w f

+  Tz ( г )
1 -  Xi  -  y f

' ( * ' )

W j W j  +  Zj Zj
Mi) +  MM) = °>

^  г j

Xi л , ,4 a?,- , ,4 a? 7 4 , ,4 a? 7* , , 4
— Аг(г) H---- 2 ^(г) +  т М М )  +  7 2̂ M )  +
+ '  w i

. W i W j  +  J / i J / j

Zi y j  w %

1 — — v3
+  Гг (г) H--------- г 2 Уг г(г)

Viwf

Уз

Vi  1 — x' f  — z' f
МО + ММ) + Mi) + ------ 2— М)VjWj

W i W j  +  Z i Z j  Z j

--- ------ MW + MT W = °.+ %' wf

Xi 4 , .4 a?,* 4 , ,4 a?7* , ,4 Xi л , ..
“ М О  + —2-Л(г) +  — ̂ z (j ) +  - M W  +
z , ; w t Zi W:

+ — MO + -̂cr(0 + — Vzti) + ^M(j) + (i + ^^-)Гг(г)
Z i  w f  Zj  W j  V Z i Z j  ’

1 -  ЯТ? -  s/? г(г) + (1 +
WiWn

Аз)
1 - * з ~ У з

Z j w ]
Аз) =  0,

(53.5)

(53.6)

(53.7)

(53.8)

(53.9)
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Продифференцируем (53.1) сначала по у8 и г/у, а затем по z8 и Zj, 
(53.5) -  сначала по ж8 и *j, а затем по z8 и Zj, (53.9) -  сначала по ж8 и 
Xj , а затем по ?/8 и г/у:

. U7 •
^ ( 2) ^ xy(J) ~

Vi Уз,
w- w-

Т ( * ) -----~^xz{i) +  T ( i ) ------ ^xz{j) =  0;
Zi  Z i

(54.1)

W-  W j
<Ty(*)----- L(Tyx{i) + (Ty{j)------:<Tyx{j) = 0 ,

X  ̂  X
9 2W- Wj

M O  -  - r ^ y z i i )  +  o-y(j) -  — <ryz{ j ) =  0;Zi Zj

(54.2)

W- yj j
rz {i) -----~Tzx(i) + Tz ( j ) ------Tzx(j) =  0,

X j  X i

'Uj f  ^
rz ( i ) -----~Tz y (i) +  Tz ( j ) --------- — T z y  ( i )  =  0.

Уг V j

(54.3)

Разделяя в системах (54.1) -  (54.3) переменные, относящиеся к коорди­
натам различных точек, получаем:

2 2 2 W W W
Хх лХу — 0, Xxz — 0, (Ту (ТуХ — 0,

у z х
2 2 2 

W  W W
(Ту <Tyz =  0, tz tzx — 0, tz Tzy — 0.

y y x у y

Интегрируя эту систему дифференциальных уравнений, находим:

А .г -
Cl (ж) сгЫ  _  c3 {z) (55)

W  W  W

Продифференцируем (53.2) по г/8- и Xj, (53.3) -  по гу и Xj, (53.4) -  по
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[ y j , (53.7) -  n o  x.i и Z y , (5 :
9

W j
9

IU-

^ y x { j )  +  ^ x i ^ )
г

v  x yXj Vi
9

w j w ?
^ z x { j )  +  T x i i ) ------------T x z (

X 3 Zi
9

w -
9wj

—  X x y ( i )  +  <rx (j) 3
V x yXj У]

9
W j w ?
—  <Tz y{ j )  +  Ty ( i ) ~  — T y z {
yj Zi

9
It?.

2
Wi

—  A ^ ( * )  +  ^ ( j ) ------------Tx z (Xi Zj
9

It?- w \
+ % i  ■ ~ TVZ (■y% zj

Разделяя переменные, приходим к уравнениям:
9 9 9ur W W

Х у  Х у Х —  а Ь  <7 х  ® х у  —  &1 ) X z X z x  —
х У х

W" w" w"
T~x Tx z  —  & z &z y  —  &3 ч T~y T y Z —  CJ3.

z У z y

Учитывая (55), от последней системв! приходим к следующей:

Ау — а 1 И—У ci (а
X  W

_  , х с2(у)их — —ai И-----------.
У w 
X c3 (z)

A , =  „ 3 +  i C l ( l1

(Tz = а3 + -
X  W

z  С2 ( у )

тх =  - а 2 Л-----
Z W

интегрируя которую, получаем

Ту =  - а 3 +  -

У w 
У c3(z)

\{х, у, z) =  a i y  +  a 2z -
ci (а

X
C2 (У)

+ c4(a:),

<т(х, у, z) =  - a i x  +  a 3z ------ —Lw +  c5(y),

t (x , y, z) =  - a 2x -  a 3y -
c3(z)

’ +  c6(z).
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Дифференцируя А по х, сг по у, т по z и учитывая (55), получаем с4 = 
с'5 =  с'д =  0 , [ci/х) '  =  0 , (с2 / у)' = 0 , (c3/z)'  =  0 и поэтому

Х(х, у, z) =  а\у +  a2z +  a4w +  а7, 
а(х, у, z) =  —а\х  +  a3z +  a5w +  а8, 
т(т, у, z) =  —а2х -  а3у +  a6w +  а9.

Подставляя эти выражения в исходное функциональное уравнение (51), 
устанавливаем, что 0 7  =  а3 =  а9 =  0 и после возвращения к прежним 
обозначениям координат х, у, z, w, окончательно получаем:

Х(х, у, z) =  а\у +  a2z +  a4 w,
<т(ж, у, z) =  — а4ж + a3z +  asw, 
т(т, у, z) = —а2х -  а3у + a6w,

где, напомним, x 2+y2+z 2+w2 =  1. Поэтому мы имеем такие операторы:

Xi  — У$х хду: Х 2 — zdx ~\~ хд7]
Х 3 — ^ду “Ь у37 , Х 4 — wdxi Ху — wdy, Ху — wdx-

В этих операторах переходя к координатам х, у, z, получаем выражения 
(35).

Замена координат

х =  sinx siny chz, у =  cosx siny chz, 
z =  cosy chz, w =  shz,

где x 2 + у2 + z 2 — w2 =  1 , позволяет метрическую функцию (2 2 ) записать 
в компактном виде

f{ij) = XiXj + yiyy +  ZiZj -  WiWj. (57)

Исходное функциональное уравнение (27) примет тогда такой вид:

А(г')

M i)

X j W i  — X i W j  

Wi
+  с(г

-  Mi)

Vj Wi ~ ViWj +  T[i)

X j W i  -  X i W j  y j W i  -  y i W j  Z j W i  -  Z i W j  _
-  T(i)

Z j W i  — Z i W j  

Wi

<,j Wi — /.iuuj (58)

Wi

Далее, повторяя рассуждения, использованные при решении функцио­
нального уравнения (51), находим функции:

Х(х, у, z) =  а\у +  a2z +  a4w, 
а(х, у, z) =  —а\х  +  a3z +  ayw, 
т(х, у, z) = —а2х -  а3у + a6w,
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где, напомним, х 2 + у2 + z 2 — w2 =  1. Тогда мы приходим к операторам 

Х\  — У$х Т %dy, Х 2 — Z&x Т
Х 3 — zdу Т ydz, Х 4 — wdxi Ху — wdy, Ху — wdx-

В этих операторах переходя по формулам (56) к прежним координатам 
х, у, z , получаем для них выражения (36).

Приступим теперь к нахождению базисных операторов алгебрв1 Ли 
rpynnBi движений, двухточечным инвариантом которой является ме­
трическая функция (23). Введем новые координаты

х =  sinx chy chz, у =  cosx chy chz, 
z =  shy chz, w =  shz,

где x 2 + y2 — z 2 — w2 =  1. Тогда метрическая функция (23) примет такой 
вид:

f{ij)  =  XiXj + ytyj -  ZiZj -  WiWj. (60)

Для исходного функционального уравнения (27) имеем:

А(7
X j W i  —  X i W j

+ СГ г
..VjWi -  yiWj Z j W i  —  Zi  W j

Wi
л , 4 X j W j  — X j W j  , 4 V i W i  — I f j W i  , 4 Z j W j  — Z j W j

-  MJ) ——~ — —-  -  <r(j) +  r (j) 3 % % 3 =  0.

Wi

Z j  XJj 1 А/1 UJ j

Wi Wi

(61)

Рассуждая так же, как при решении уравнения (51), приходим к следу­
ющим выражениям для коэффициентов А, а, т:

Х(х, у, z) =  —а\у +  a2z +  a4w, 
а(х, у, z) =  а4х +  a3z +  ayw, 
т(х, у, z) =  а2х +  а3у +  a6w.

Поэтому

Х\  — У&х Т %dy, Х 2 — zdx Т хдц,
Х 3 — ^ду Т уЗх, Х 4 — wdx, Ху — wdy, Ху — wdx-

Переходя по формулам (59) к прежним координатам х, у, z, будем иметь 
операторы (37).
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С помощью замены координат

х =  sinx siriy shz, у =  cosx siny shz, 1 ,
z = cosy shz, w =  chz, J ' '

где x 2 +  у2 +  z 2 — w2 =  —1, метрическая функция (24) записывается в

(62)

более удобном для решения нашей задачи виде

f{ij) = X i X j  + V i V j  +  Z i Z j  -  W i W j .  

Тогда уравнение (27) примет такой вид:

(63)

А(г') X j W i  — X i W j Z j W i  — Zi W j

A ( j)

Wi

X j W i  — X i W j

Wi

Z j W j  -  Zj  W j  _
(64)

Решая уравнение (64) точно так же, как и уравнение (51), получаем 
коэффициенты:

и соответствующие базисные операторы:

Х \  = —удх +  хду, X ’l = —zdx  +  xdz,
Х 3 =  —zdy  +  ydz, Х 4 = wdx, X 5 =  wdy, X q = wdz.

Переходя к прежним координатам по формулам (62), получаем опера­
торы (38).

Этим утверждением полностью завершается доказательство основ­
ной теоремы.
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О тзы в о монографии  
’’П олим етрические геом етрии”

Монография Г.Г. Михайличенко представляет собой расширенный 
вариант первой части его докторской диссертации, защищённой в 1993 
году в специализированном совете Института математики СО РАН. В 
монографии учтены все результаты,полученные автором после защи­
ты, а также (в приложении) результаты, полученные его аспирантом 
В.А. Кыровым.

Полиметрические геометрии есть геометрии с более чем одним рас­
стоянием, которые допускают содержательную физическую интерпре­
тацию. Автор даёт строгое определение таких геометрий, их феномено­
логической (холотропной) и групповой симметрий и доказывает экви­
валентность этих симметрий. На основе этой эквивалентности осуще­
ствляется полная классификация некоторых полиметрических геоме­
трий, в частности, однометрических и двуметрических геометрий на 
плоскости и триметрических геометрий в пространстве.

Результаты монографии прошли квалифицированную апробацию и 
опубликованы в центральных научных журналах. Монография, объеди­
няя их все, придаёт исследованиям новую перспективу. Метод исследо­
вания, разработанный автором, достаточно оригинален, особенно метод 
классификации групп преобразований. Монография адресована науч­
ным работникам, аспирантам и студентам старших курсов по профилю 
геометрия и теоретическая физика.

Профессор Горно-Алтайского госуниверситета Ю.И. Кулаков
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