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Abstract. As you know, the n-dimensional geometry of maximum
mobility allows the group of motions of dimension n(n + 1)/2. Many of
these geometries are well known such as euclidean and pseudoeuclidean
geometries. These are phenomenologically symmetric geometries, i.e. for
them the metric properties are equivalent to group ones. In this work we
applied the analytical method of embedding, which helps to find metric
functions of all three-dimensional geometries of maximum mobility, which
contain as an argument metric functions of two-dimensional symplectic
geometry.
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1. Введение

Как известно, n-мерная геометрия максимальной подвижности допускает
группу движений размерности n(n + 1)/2 [1]. Многие из таких геометрий хо-
рошо известны, к их числу относятся: евклидова геометрия, псевдоевклидова,
симплектическая геометрия, сферическая, геометрия Лобачевского, простран-
ство де Ситтера и др. Полная же классификация таких геометрий неизвест-
на [2].

В работах второго соавтора [2, 4] дается полная классификация двумерных
феноменологически симметричных геометрий, которые являются геометриями
максимальной подвижности, т. е. фактически построена полная классифика-
ция двумерных геометрий максимальной подвижности. Эта классификация,
кроме хорошо известных двумерных геометрий (евклидова, псевдоевклидова,
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симплектическая, сферическая, двумерное пространство де Ситтера и др.),
содержит и неизвестные геометрии (симплициальная, гельмгольцева, псевдо-
гельмгольцева и дуальногельмгольцева). Заметим, что группы движений всех
этих геометрий трехпараметрические. Методы, разработанные Михайличенко
для классификации таких геометрий, ввиду больших технических трудностей,
неприменимы при построении классификации геометрий большей размерно-
сти.

В. Х. Лев другим методом построил классификацию трехмерных феноме-
нологически симметричных геометрий (геометрий максимальной подвижно-
сти) [5], которая также содержит как известные, так и неизвестные геометрии.
Правда полной уверенности в полноте этой классификации нет. Группы дви-
жений таких геометрий шестипараметрические. Методом Лева классифика-
цию четырехмерных геометрий и геометрий более высокой размерности, ввиду
больших технических сложностей, построить не удалось.

В данной работе предлагается новый метод классификации феноменологи-
чески симметричных геометрий (геометрий максимальной подвижности), ко-
торый позволит построить классификацию феноменологически симметричных
геометрий более высоких размерностей. Он назван методом вложения и его
суть состоит в нахождении метрических функций всех феноменологически
симметричных геометрий по известным метрическим функциям феноменоло-
гически симметричных геометрий размерности на единицу меньше, содержа-
щих их внутри себя как аргумент. С помощью этого метода здесь перепроверя-
ется часть классификации Лева. Так, в приводимых здесь исследованиях, по
метрической функции симплектической плоскости

xiyj − xjyi

ищутся все метрические функции трехмерных геометрий вида:

φ(xiyj − xjyi, zi, zj),

допускающие шестипараметрическую группу движений. Эта задача здесь име-
ет единственное решение

xiyj − xjyi + zi + zj .

Геометрия с полученной метрической функцией иногда называется трехмерной
симплектической [6]. Вообще, под четномерной симплектической геометрией,
понимается геометрия, задаваемая функцией

x1ix
2
j − x1jx

2
i + · · ·+ xn−1

i x2j − xn−1
j xni ,

а под нечетномерной симплектической геометрией — геометрия с функцией

x1ix
2
j − x1jx

2
i + · · ·+ xn−1

i x2j − xn−1
j xni + xn+1

i − xn+1
j .

В этой статье задача о вложении решается аналитически, т. е. сводится к
решению соответствующих функциональных и дифференциальных уравнений
в виде рядов Тейлора. Подобная задача в классе дифференцируемых как ми-
нимум два раза, но неаналитических функций исследуется в работах первого
соавтора [7, 8, 9].
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2. Постановка задачи и основные результаты

Рассмотрим аналитическое трехмерное многообразие M . Локальные коор-
динаты в M обозначим через (x, y, z). Пусть задана функция f :M ×M → R,
называемая метрической, с открытой и плотной в M ×M областью определе-
ния Sf . Выполнение метрических аксиом не предполагается.

Аксиома аналитичности. Метрическая функция f : M ×M → R анали-
тическая во всех точках области определения Sf .

Рассмотрим множество четверок ⟨i1, i2, i3, i⟩, ⟨i, i1, i2, i3⟩ ∈ M4 таких, что
⟨i, i1⟩, ⟨i, i2⟩, ⟨i, i3⟩ ∈ Sf , ⟨i1, i⟩, ⟨i2, i⟩, ⟨i3, i⟩ ∈ Sf . Пусть выполняется следующая
аксиома:

Аксиома невырожденности. Для открытого и плотного в M4 множества
четверок ⟨i1, i2, i3, i⟩ и ⟨i, i1, i2, i3⟩ справедливы неравенства

∂(f(i, i1), f(i, i2), f(i, i3))

∂(xi, yi, zi)
̸= 0,

∂(f(i1, i), f(i2, i), f(i3, i))

∂(xi, yi, zi)
̸= 0,

где (xi, yi, zi) — координаты точки i ∈M .
Рассмотрим множество пятерок ⟨i1, . . . , i5⟩ ∈M5: ⟨ip, iq⟩ ∈ Sf , p, q = 1, . . . , 5,

p ̸= q.
Аксиома феноменологической симметрии. Для некоторой окрестности

пятерки точек ⟨i1, . . . , i5⟩ из плотного в M5 множества выполняется тождество:

Φ(f(i1, i2), . . . , f(i4, i5)) = 0,

где Φ — аналитическая функция, причем rangΦ = 1.

Определение 1. Говорят, что на аналитическом многообразии M метриче-
ская функция f задает феноменологически симметричную геометрию, если
выполняются аксиомы аналитичности, невырожденности и феноме-
нологической симметрии [2].

Ниже все вычисления будем проводить в координатной окрестности U ⊂M ,
хотя это не всегда будет оговариваться. Для любых точек i, j ∈ U , ⟨i, j⟩ ∈ Sf ,
существуют окрестности U(i) ⊂ U , U(j) ⊂ U такие, что метрическая функция
f определена и аналитична в U(i)×U(j). Заметим, что эти окрестности могут
пересекаться.

Пусть группа Ли G действует эффективно и аналитично в U ⊂ M . Это
означает, что задано аналитическое инъективное отображение (эффективное
действие)

λ : U ×G→ U ′,

где U ′ ⊂M — открытая область, причем выполняются свойства:
1). λ(i, e) = i, e ∈ G — единица, i ∈ U ;
2). λ(λ(i, a), b) = λ(i, ab), для любых a, b ∈ G и i ∈ U ;
3). λ(i, a) = i, если a = e.
Действие λa, определяемое произвольным элементом a ∈ G, называется дви-

жением, если для любых точек i, j ∈ U таких, что ⟨i, j⟩ ∈ Sf , ⟨λa(i), λa(j)⟩ ∈
Sf , выполняется равенство

f(λa(i), λa(j)) = f(i, j).

Действия группы G можно определить в окрестностях U(i) и U(j) точек i
и j, причем если эти окрестности пересекаются, то действия в пересечении
совпадают [2].
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Множество определенных таким образом движений образует аналитическую
группу Ли движений. Доказано, что размерность группы движений трехмер-
ной феноменологически симметричной геометрии равна 6 [2]. Двухточечным
инвариантом такой группы является метрическая функция. Также доказано,
что по метрической функции можно найти уравнения группы движений.

Алгебра Ли группы движений состоит из операторов вида [3]:

(1) X = X1∂x +X2∂y +X3∂z,

где Xα = Xα(x, y, z) — аналитическая функция в U , α = 1, 2, 3. Через операто-
ры (1) записывается условие локальной инвариантности метрической функции:

(2) X(i)f(i, j) +X(j)f(i, j) = 0,

которое выполняется в окрестностях U(i) ⊂ U и U(j) ⊂ U точек i и j.
Рассмотрим метрическую функцию симплектической плоскости:

(3) θ = xiyj − xjyi,

где (xi, yi) и (xj , yj) — локальные координаты точек i и j.
Как известно, алгебра Ли группы движений двумерной симплектической

геометрии трехмерна, поэтому ее базис состоит из трех линейно независимых
операторов [2]:

(4) X1 = y∂x, X
2 = x∂y, X

3 = x∂x − y∂y.

Произвольный же оператор является их линейной комбинацией с постоянными
коэффициентами.

Цель данной работы — нахождение всех трехмерных феноменологически
симметричных геометрий с метрическими функциями, в подходящих коорди-
натах принимающих следующий вид:

(5) f(i, j) = f(θ, zi, zj) = f(xiyj − xjyi, zi, zj).

Поскольку метрическая функция (5) невырождена (аксиома невырожденно-
сти), ее координаты не "выпадают", т. е. в U(i)×U(j) справедливы неравенства:

(6)
∂f

∂θ
̸= 0,

∂f

∂zi
̸= 0,

∂f

∂zj
̸= 0.

Пусть k ∈ U ⊂ M — начало некоторой системы координат в U , в кото-
рой эта точки имеет нулевые координаты (0, 0, 0). В такой системе координат
справедливы разложения в ряд Тейлора [10] для компонент оператора (1) и
метрической функции:

(7)



X1 =X1(z) +D1(X1)(z)x+D2(X1)(z)y+

+
1

2
D1,1(X1)(z)x

2 +D1,2(X1)(z)xy +
1

2
D2,2(X1)(z)y

2 + · · · ,

X2 =X2(z) +D1(X2)(z)x+D2(X2)(z)y+

+
1

2
D1,1(X2)(z)x

2 +D1,2(X2)(z)xy +
1

2
D2,2(X2)(z)y

2 + · · · ,

X3 =X3(z) +D1(X3)(z)x+D2(X3)(z)y+

+
1

2
D1,1(X3)(z)x

2 +D1,2(X3)(z)xy +
1

2
D2,2(X3)(z)y

2 + · · · ,

(8) f(θ, zi, zj) = f(zi, zj) +D1(f)(zi, zj)θ +
1

2
D1,1(f)(zi, zj)θ

2 + · · · ,
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где, например,X1(z) = X1(0, 0, z),D1(X1)(z) =
∂X1(x, y, z)

∂x
|x=y=0,D2(X1)(z) =

∂X1(x, y, z)

∂y
|x=y=0, D1,2(X2)(z) =

∂2X2(x, y, z)

∂x∂y
|x=y=0, f(zi, zj) = f(0, zi, zj),

D1(f)(zi, zj) =
∂f(θ, zi, zj)

∂θ
|θ=0.

Теорема 1. Рассмотрим произвольную точку k ∈ M и ее координатную
окрестность U . Возьмем также две точки i, j ∈ U с окрестностями U(i)
и U(j) такие, что U(i) ∪ U(j) ⊂ U , причем ⟨i, j⟩, ⟨i′, j′⟩ ∈ Sf , ∀i′ ∈ U(i),
∀j′ ∈ U(j). Тогда метрическая функция f(i, j) в аналитическом многооб-
разии M задающая трехмерную феноменологически симметричную геомет-
рию в окрестности U(i)× U(j) в подходящих локальных координатах и мас-
штабном преобразовании (аналитическая функция от метрической функции
φ(f) → f ), имеет вид:

(9) f(i, j) = xiyj − yixj + zi − zj .

Заметим, что выражение (9) дает метрическую функцию трехмерной сим-
плектической геометрий.

В процессе доказательства теоремы ищутся как метрические функции трех-
мерных феноменологически симметричных геометрий в виде (5), так и базис-
ные операторы алгебр Ли групп движений этих геометрий. Заметим, что эти
алгебры шестимерны, поэтому их базисы состоят из шести независимых опе-
раторов, три из которых совпадают с операторами (4):

X1 = y∂x, X
2 = x∂y, X

3 = x∂x − y∂y, X
4,5,6 = X4,5,6

1 ∂x +X4,5,6
2 ∂y +X4,5,6

3 ∂z.

Произвольный же оператор алгебр Ли этих геометрий имеет вид (1) и является
линейной комбинацией шести базисных операторов.

3. Доказательство теоремы

Искомая метрическая функция (5) является двухточечным инвариантом ше-
стимерной группы движений, поэтому условие локальной инвариантности (2)
в явном виде записывается так:

(10)


[yjX1(i)− yiX1(j)− xjX2(i) + xiX2(j)]

∂f(i, j)

∂θ

+X3(i)
∂f(i, j)

∂zi
+X3(j)

∂f(i, j)

∂zj
= 0,

где X1, X2, X3 – компоненты произвольного оператора (1). Заметим, что выра-
жение (10) выполняется тождественно по координатам точек i и j из окрестно-
стей U(i) и U(j), причем U(i) ∪ U(j) ⊂ U , где U — координатная окрестность.

Лемма 1. В тождестве (10)

yjX1(i)− yiX1(j)− xjX2(i) + xiX2(j) ̸= 0.

Доказательство. Предположим противное, пусть выполняется равенство

yjX1(i)− yiX1(j)− xjX2(i) + xiX2(j) = 0.

Продифференцируем его дважды по: xi и xj , yi и yj , xi и yj , zi и xj , zi и yj
X ′

2x(j)−X ′
2x(i) = 0, X ′

1y(j)−X ′
1y(i) = 0,
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X ′
2y(j) +X ′

1x(i) = 0, X ′
2z(i) = 0, X ′

1z(i) = 0.

Затем разделяем переменные:

X ′
1x = c = const, X ′

2y = −c, X ′
2x = a = const, X ′

1y = b = const, X ′
1z = 0, X ′

2z = 0.

Интегрируя эти уравнения и подставляя результат в исходное уравнение, полу-
чаем первые две компоненты произвольного оператора (1) алгебры Ли группы
движений:

X1 = cx+ by, X2 = ax− cy.

В тождестве (10), с учетом сделанного выше предположения, возможны два
случая: либо X3 = 0, либо X3 ̸= 0.

Если X3 = 0, то произвольный оператор алгебры Ли группы движений трех-
мерной феноменологически симметричной геометрии с метрической функцией
(5) имеет вид:

X = (cx+ by)∂x + (ax− cy)∂y.

Придавая произвольным постоянным (a, b, c) значения (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1),
получаем три базисных оператора (4), а должно быть шесть. Противоречие.

Пусть теперь X3 ̸= 0. Тогда

(11) X3(i)
∂f(i, j)

∂zi
+X3(j)

∂f(i, j)

∂zj
= 0, X3 ̸= 0.

От выражения (11) переходим к тождеству

(12)
X3(i)

X3(j)
= φ(θ, zi, zj),

для чего левую и правую части делим на ненулевое произведение X3(j)
∂f(i,j)
∂zi

и вводим обозначение φ(θ, zi, zj) = −∂f(i,j)
∂zj

/∂f(i,j)
∂zi

. Дифференцируем (12) по xi
и по xj :

X ′
3x(i)

X3(j)
= yjφ

′
θ, −

X3(i)X
′
3x(j)

X2
3 (j)

= −yiφ′
θ,

затем первое выражение умножаем на yi, а второе на yj и складываем резуль-
таты, а потом разделяем переменные:

yiX
′
3x(i)

X3(i)
=
yjX

′
3x(j)

X3(j)
= α = const.

Уравнение (12) теперь дифференцируем по yi и yj , затем результаты умножаем
на xi и xj соответственно и складываем, а потом разделяем переменные:

xiX
′
3y(i)

X3(i)
=
xjX

′
3y(j)

X3(j)
= β = const.

Дифференцируем (12) по xi и по yj :

X ′
3x(i)

X3(j)
= yjφ

′
θ, −

X3(i)X
′
3y(j)

X2
3 (j)

= xiφ
′
θ,

затем первое выражение умножаем на xi, а второе на yj и вычитаем результа-
ты, потом разделяем переменные:

xiX
′
3x(i)

X3(i)
= −

yjX
′
3y(j)

X3(j)
= γ = const.
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Таким образом, получаем

yX ′
3x = αX3, xX

′
3y = βX3, xX

′
3x = γX3, yX

′
3y = −γX3.

Сравнивая полученные уравнения, имеем α = β = γ = 0. Тогда

X3 = c(z) ̸= 0.

Подставляя найденное в (11), имеем

a(zi)
∂f(i, j)

∂zi
+ a(zj)

∂f(i, j)

∂zj
= 0.

Вводим замену:
∫

dz
a(z) = z. Тогда в новых координатах X3 = 1.

Таким образом, произвольный оператор алгебры Ли группы движений трех-
мерной феноменологически симметричной геометрии с метрической функ-
цией (5) имеет вид:

X = (cx+ by)∂x + (ax− cy)∂y + ∂z.

Придавая произвольным постоянным (a, b, c) значения (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1),
(0, 0, 0), получаем базисные операторы

y∂x + ∂z, x∂y + ∂z, x∂x − y∂y + ∂z, ∂z.

Видно, что таких операторов четыре, а должно быть шесть. Противоречие. �

Лемма 2. В тождестве (10)
X3 ̸= 0.

Доказательство. Предположим противное, пусть в (10) X3 = 0. Тогда из лем-
мы 1 следует ∂f(i,j)

∂θ = 0, что противоречит условию невырожденности (6) мет-
рической функции (5). �

Лемма 3. В тождестве (10) функция X3(x, y, z) явно зависит либо от x,
либо от y, то есть(

∂X3(x, y, z)

∂x

)2

+

(
∂X3(x, y, z)

∂y

)2

̸= 0.

Доказательство. Предположим противное, пусть

X3 = X3(z) ̸= 0.

Тогда тождество (10) можно представить в виде:

(13) yjX1(i)− yiX1(j)− xjX2(i) + xiX2(j) = F (θ, zi, zj),

где введено обозначение

F (θ, zi, zj) = −
(
X3(zi)

∂f(ij)

∂zi
+X3(zj)

∂f(i, j)

∂zj

)
)/
∂f(i, j)

∂θ
.

Продифференцируем равенство (13) по переменным xi, xj , yi, yj :

yjX
′
1xi

− xjX
′
2xi

+X2(j) = yjF
′
θ,

−yiX ′
1xj

−X2(i) + xiX
′
2xj

= −yiF ′
θ,

yjX
′
1yi

−X1(j)− xjX
′
2yi

= −xjF ′
θ,

X1(i)− yiX
′
1yj

+ xiX
′
2yj

= xiF
′
θ.
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Далее полученные уравнения делим на коэффициенты перед производной F ′
θ:

X ′
1xi

−
xjX

′
2xi

yj
+
X2(j)

yj
= F ′

θ,

X ′
1xj

+
X2(i)

yi
−
xiX

′
2xj

yi
= F ′

θ,

−
yjX

′
1yi

xj
+
X1(j)

xj
+X ′

2yi
= F ′

θ,

X1(i)

xi
−
yiX

′
1yj

xi
+X ′

2yj
= F ′

θ.

приравниваем левые части данных уравнений:

(14)



X ′
1xi

−
xjX

′
2xi

yj
+
X2(j)

yj
= X ′

1xj
+
X2(i)

yi
−
xiX

′
2xj

yi
,

X ′
1xj

+
X2(i)

yi
−
xiX

′
2xj

yi
= −

yjX
′
1yi

xj
+
X1(j)

xj
+X ′

2yi
,

−
yjX

′
1yi

xj
+
X1(j)

xj
+X ′

2yi
=
X1(i)

xi
−
yiX

′
1yj

xi
+X ′

2yj
.

Затем первое уравнение дифференцируем по xi и xj , второе — по xi и yj , а
третье — по yi и yj :

X ′
2xixi

yj
=
X ′

2xjxj

yi
,
X ′

1xiyi

xj
=
X ′

2xjyj

yi
,
X ′

1yjyj

xi
=
X ′

1yiyi

xj
.

Потом приравниваем и разделяем переменные:

yX ′
2xx = α = const, xX ′

2xy = β = const, yX ′
1xy = β, xX ′

1yy = γ = const.

Интегрируя эти уравнения, имеем α = β = γ = 0. Тогда

X ′
2xx = X ′

2xy = X ′
1xy = X ′

1yy = 0, X ′
2x = p1(z), X

′
1y = q2(z).

С учетом последнего, система (14) примет вид:

(15)



X ′
1xi

− xjp1(zi)

yj
+
X2(j)

yj
= X ′

1xj
+
X2(i)

yi
− xip1(zj)

yi
,

− yjq2(zi)

xj
+
X1(j)

xj
+X ′

2yi
= X ′

1xj
+
X2(i)

yi
− xip1(zj)

yi
,

X1(i)

xi
− yiq2(zj)

xi
+X ′

2yj
= −yjq2(zi)

xj
+
X1(j)

xj
+X ′

2yi
.

Продифференцируем первое уравнение этой системы по xi, а второе урав-
нение по yi, потом разделим переменные:

X ′
1xx = 0, X ′

2yy = 0.

Интегрируя, получаем

X1 = q1(z)x+ q2(z)y + q(z), X2 = p1(z)x+ p2(z)y + p(z).
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Далее найденное подставляем в систему (15):

q1(zi) +
p1(zj)xj + p2(zj)yj + p(zj)

yj
− xjp1(zi)

yj

= q1(zj) +
p1(zi)xi + p2(zi)yi + p(zi)

yi
− xip1(zj)

yi
,

− yjq2(zi)

xj
+
q1(zj)xj + q2(zj)yj + q(zj)

xj
+ p2(zi)

= q1(zj) +
p1(zi)xi + p2(zi)yi + p(zi)

yi
− xip1(zj)

yi
,

− yiq2(zj)

xi
+
q1(zi)xi + q2(zi)yi + q(zi)

xi
+ p2(zj)

= −yjq2(zi)
xj

+
q1(zj)xj + q2(zj)yj + q(zj)

xj
+ p2(zi).

Из новой системы следует, что

p = q = 0, q1(z) = 2α+ p2(z), p1 = const, q2 = const, p2(z) = P (z)− α.

Тогда
X1 = (α+ P (z))x+ q2y, X2 = p1x+ (P (z)− α)y.

Найденное выражение подставляем в (13) и приводим подобные:

yjX1(i)− yiX1(j)− xjX2(i) + xiX2(j) = (P (zi) + P (zj))θ.

Поэтому уравнение (10) принимает вид:

(P (zi) + P (zj))θ
∂f(i, j)

∂θ
+X3(zi)

∂f(i, j)

∂zi
+X3(zj)

∂f(i, j)

∂zj
= 0.

Решая это уравнение, получаем [11]

f(i, j) = f(eΨ(zi)+Ψ(zj), κ(zi)− κ(zj)).

Далее вводим замену координат xeΨ(z) = x, yeΨ(z) = y, κ(z) = z и переписыва-
ем метрическую функцию:

f = f(θ, zi − zj), θ = xiyj − xjyi.

В новых координатах тождество (13) принимает вид:

yjX1(i)− yiX1(j)− xjX2(i) + xiX2(j) = (X3(zi)−X3(zj))F (θ, w), w = zi − zj ,

где введено обозначение

F (θ, w) = −∂f(i, j)
∂w

/
∂f(i, j)

∂θ
.

В силу леммы 1, очевидно, X ′
3 ̸= 0. Тогда имеем тождество

(16)
yjX1(i)− yiX1(j)− xjX2(i) + xiX2(j)

X3(zi)−X3(zj)
= F (θ, w).

Рассуждая далее как и выше, получаем

X1 = (α+ P (z))x+ q2y, X2 = p1x+ (P (z)− α)y.
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Найденное выражение подставляем в уравнение (16):

(17)
P (zi) + P (zj)

X3(zi)−X3(zj)
= F (θ, w)/θ.

Далее полученное дифференцируем по zi и zj , а затем складываем:

(P ′(zi)− P ′(zj))(X3(zi)−X3(zj))− (P (zi) + P (zj))(X
′
3(zi) +X ′

3(zj)) = 0.

Дифференцируем теперь найденное тождество по zi и по zj :

(18) P ′′(zi)X
′
3(zj) + P ′′(zj)X

′
3(zi) + P ′(zi)X

′′
3 (zj) + P ′(zj)X

′′
3 (zi) = 0.

Так как X ′
3 ̸= 0, то последнее тождество делим на произведение X ′

3(zi)X
′
3(zj)

и дифференцируем по переменным zi и zj :

P ′(zi)

X ′
3(zi)

X ′′
3 (zj)

X ′
3(zj)

+
P ′(zj)

X ′
3(zj)

X ′′
3 (zi)

X ′
3(zi)

= 0.

Далее возможны два случая: X ′′
3 = 0 и X ′′

3 ̸= 0.
Если X ′′

3 = 0, т.е. X3 = a1z + b1, a1 ̸= 0, то в тождестве (18) разделяем
переменные и получаем P ′′ = 0 или P = a2z + b2. Подставляя это в (17),
получаем P ′ = 0.

Если же X ′′
3 ̸= 0, то в тождестве (18) разделяем переменные и снова полу-

чаем P ′ = 0.
Таким образом, P = const и тогда из (17) будет следовать

F (θ, w) =
αθ

w
= −∂f(i, j)

∂w
/
∂f(i, j)

∂θ
.

Приводя к общему знаменателю, получаем дифференциальное уравнение:

αθ
∂f(i, j)

∂θ
+ w

∂f(i, j)

∂w
= 0.

Интегрируя полученное уравнение [11], имеем метрическую функцию:

f(i, j) = ϕ((xiyj − xjyi)/(zi − zj)
α).

Несложно проверить, что полученная метрическая функция не является инва-
риантом шестипараметрической группы движений. Противоречие. �

Функциональное уравнение (10) удобно переписать в виде:

(19) yjX1(i)− yiX1(j)− xjX2(i) + xiX2(j) +X3(i)F1 +X3(j)F2 = 0,

где введены обозначения

(20) F1(θ, zi, zj) =
∂f(ij)

∂zi
/
∂f(ij)

∂θ
, F2(θ, zi, zj) =

∂f(ij)

∂zj
/
∂f(ij)

∂θ
.

Из (6) и (8), очевидно, следуют аналитичность функций (20) и справедливость
неравенств F1 ̸= 0, F2 ̸= 0. Тогда имеем разложения в ряд Тейлора [10]:

(21)

{
F1 = f1(zi, zj) +D1(f1)(zi, zj)θ + 1/2D1,1(f1)(zi, zj)θ

2 + · · · ,
F2 = f2(zi, zj) +D1(f2)(zi, zj)θ + 1/2D1,1(f2)(zi, zj)θ

2 + · · · .

Потом найденные разложения (7) и (21) подставляем в тождество (10) и
сравниваем коэффициенты слева и справа перед одинаковыми степенями про-
изведений переменных xi, yi, xj , yj . Эта задача существенно упрощается с
применением математического пакета программ MAPLE 15 [12].
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Cравниваем коэффициенты перед степенью 0:

X3(zi)f1(zi, zj) +X3(zj)f2(zi, zj) = 0.

Cравниваем коэффициенты перед степенями 1:

(22)


D1(X3)(zi)f1(zi, zj) +X2(zj) = 0,

D2(X3)(zi)f1(zi, zj)−X1(zj) = 0,

D1(X3)(zj)f2(zi, zj)−X2(zi) = 0,

D2(X3)(zj)f2(zi, zj) +X1(zi) = 0.

Затем сравниваем все коэффициенты перед степенями 2:

D1(X1)(zi) +D2(X2)(zj) +X3(zj)D1(f2)(zi, zj) +X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0,

D1(X1)(zj) +D2(X2)(zi) +X3(zj)D1(f2)(zi, zj) +X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0,

D1(X2)(zj)−D1(X2)(zi) = 0,

−D2(X1)(zj) +D2(X1)(zi) = 0,

D1,2(X3)(zi)f1(zi, zj) = 0, D1,2(X3)(zj)f2(zi, zj) = 0,

D1,1(X3)(zi)f1(zi, zj) = 0, D1,1(X3)(zj)f2(zi, zj) = 0,

D2,2(X3)(zi)f1(zi, zj) = 0, D2,2(X3)(zj)f2(zi, zj) = 0.

Разделяя переменные в третьем и четвертом уравнениях, получаем

D1(X2) = a = const, D2(X1) = b = const.

Далее вычитаем из первого уравнения второе:

D1(X1)(zi) +D2(X2)(zj) = D1(X1)(zj) +D2(X2)(zi),

после разделения переменных, имеем

D1(X1) = D2(X2) + d, d = const.

Таким образом, получается результат:
(23)

D1(X2) = a = const, D2(X1) = b = const,
D1,2(X3)(zi)f1(zi, zj) = 0, D1,2(X3)(zj)f2(zi, zj) = 0,

D1,1(X3)(zi)f1(zi, zj) = 0, D1,1(X3)(zj)f2(zi, zj) = 0,

D1(X1) = D2(X2) + d, d = const,
D2(X2)(zj) +D2(X2)(zi) + d+X3(zj)D1(f2)(zi, zj) +X3(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0.
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Cравниваем коэффициенты перед степенями 3:

(24)



D1,1(X1)(zi) + 2D1(X3)(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0,

D1,1(X1)(zj) + 2D1(X3)(zj)D1(f2)(zi, zj) = 0,

D1,2(X2)(zi) +D1(X3)(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0,

D1,2(X2)(zj) +D1(X3)(zj)D1(f2)(zi, zj) = 0,

D1,2(X1)(zi) +D2(X3)(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0,

D1,2(X1)(zj) +D2(X3)(zj)D1(f2)(zi, zj) = 0,

D2,2(X2)(zi) + 2D2(X3)(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0,

D2,2(X2)(zj) + 2D2(X3)(zj)D1(f2)(zi, zj) = 0,

D1,1(X2) = 0, D2,2(X1) = 0,

D1,1,1(X3)(zi)f1(zi, zj) = 0, D1,1,1(X3)(zj)f2(zi, zj) = 0,

D1,1,2(X3)(zi)f1(zi, zj) = 0, D1,1,2(X3)(zj)f2(zi, zj) = 0,

D1,2,2(X3)(zi)f1(zi, zj) = 0, D1,2,2(X3)(zj)f2(zi, zj) = 0,

D2,2,2(X3)(zi)f1(zi, zj) = 0, D2,2,2(X3)(zj)f2(zi, zj) = 0.

Далее аналогично поступаем с более высокими степенями.
Полученные результаты можно просуммировать и записать компактно, для

чего вводятся сокращающие обозначения:

F1 = (D1,1(f1), D1,1,1(f1), D1,1,1,1(f1), . . .),

F2 = (D1,1(f2), D1,1,1(f2), D1,1,1,1(f2), . . .).

Тогда

(25)



D1,β1,...,βs(X1)(zi)+

+(2s− β1 − · · · − βs + 1)Dβ1,...,βs(X3)(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0,

D1,β1,...,βs(X1)(zj)+

+(2s− β1 − · · · − βs + 1)Dβ1,...,βs(X3)(zj)D1(f2)(zi, zj) = 0,

Dβ1,...,βs,2(X2)(zi)+

+(β1 + · · ·+ βs − s+ 1)Dβ1,...,βs(X3)(zi)D1(f1)(zi, zj) = 0,

Dβ1,...,βs,2(X2)(zj)+

+(β1 + · · ·+ βs − s+ 1)Dβ1,...,βs(X3)(zj)D1(f2)(zi, zj) = 0,

D1,...,1(X2) = 0, D2,...,2(X1) = 0,

(26)


Dα1,α2,...(X3)(zi)f1(zi, zj) = 0, Dα1,α2,...(X3)(zj)f2(zi, zj) = 0,

Dα1,α2,...(X3)(zi)F1(zi, zj) = 0, Dα1,α2,...(X3)(zj)F2(zi, zj) = 0,

D1(X3)(zi)F1(zi, zj) = 0, D1(X3)(zj)F2(zi, zj) = 0,

D2(X3)(zi)F1(zi, zj) = 0, D2(X3)(zj)F2(zi, zj) = 0,

причем αn = 1, 2, n = 2, 3, 4, . . ., βm = 1, 2, m = 1, 2, 3, . . .

Лемма 4. Система дифференциальных уравнений
∂f

∂zi
= φ(zi)θ

∂f

∂θ
,
∂f

∂zj
= φ(zj)θ

∂f

∂θ
,

где f = f(θ, zi, zj), имеет решение

f(i, j) = ψ(lnθ +K(zi) +K(zj)),
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причем K — аналитическая функция.

Доказательство. Записываем уравнение характеристик по первому диффе-
ренциальному уравнению [11]: dθ/θ = −φ(zi)dzi, следовательно f(i, j) = µ(lnθ+
K(zi), zj). Найденное подставляем во второе уравнение системы и интегрируем,
в результате приходим к утверждению леммы. �

Далее рассмотрим два случая: (D1(X3))
2 + (D2(X3))

2 = 0 и (D1(X3))
2 +

(D2(X3))
2 ̸= 0.

1. Предположим сначала, что (D1(X3))
2 + (D2(X3))

2 = 0. Тогда по лемме 3
хотя бы одно из выражений Dα1,α2,...(X3), причем αn = 1, 2, n = 2, 3, 4, . . ., от-
лично от нуля. Поэтому из (26) вытекает f1(zi, zj) = 0, f2(zi, zj) = 0, F1(zi, zj) =

0, F2(zi, zj) = 0, а из (25) следуетD1(f1)(zi, zj) = D1(f1)(zi) ̸= 0,D1(f2)(zi, zj) =
D1(f2)(zj) ̸= 0. Из равенств (25) тогда будем иметь D1(f1)(z) = D1(f2)(z). По-
этому выражения (20) примут вид:

(27) D1(f1)(zi)θ =
∂f(i, j)

∂zi
/
∂f(i, j)

∂θ
, D1(f1)(zj)θ =

∂f(i, j)

∂zj
/
∂f(i, j)

∂θ
.

Приводя к общему знаменателю, приходим к уравнениям [11]:

θ
∂f(i, j)

∂θ
− 1

D1(f1)(zi)

∂f(i, j)

∂zi
= 0, θ

∂f(i, j)

∂θ
− 1

D1(f1)(zj)

∂f(i, j)

∂zj
= 0.

Затем применяем лемму 4:

f(i, j) = ψ (lnθ +K(zi) +K(zj)) = ψ
(
θeK

′(zi)+K′(zj)
)
, K ′ = expK.

Получена явно вырожденная метрическая функция, которая не задает фено-
менологически симметричную геометрию.

2. Рассмотрим второй случай: (D1(X3))
2 + (D2(X3))

2 ̸= 0. Из (24), очевид-
но, следует D1(f1)(z) = D1(f2)(z). Для определенности далее можно считать
D1(X3) ̸= 0, иначе D2(X3) ̸= 0. Тогда из (22) и (24) следует

f1(zi, zj) = − X2(zj)

D1(X3)(zi)
, f2(zi, zj) =

X2(zi)

D1(X3)(zj)
,

D1(f1)(z) = −D11(X1)(z)

2D1(X3)(z)
= D1(f2)(z).

Найденное подставляем в (20) и приводим к общему знаменателю:

D1(X3)(zi)
∂f(ij)

∂zi
=

(
−X2(zj)−

D11(X1)(zi)

2
θ

)
∂f(i, j)

∂θ
,

D1(X3)(zj)
∂f(i, j)

∂zj
=

(
X2(zi)−

D11(X1)(zj)

2
θ

)
∂f(i, j)

∂θ
.

Далее вводим замену координат:
∫
dz/D1(X3)(z) = z. Тогда в новых коорди-

натах будем иметь:

(28)


∂f(i, j)

∂zi
=

(
−X2(zj)−

D11(X1)(zi)

2
θ

)
∂f(i, j)

∂θ
,

∂f(i, j)

∂zj
=

(
X2(zi)−

D11(X1)(zj)

2
θ

)
∂f(i, j)

∂θ
.
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Если X2 = 0, то приходим к лемме 4, которая дает вырожденную метриче-
скую функцию. Если же X2 ̸= 0, то первое уравнение умножаем на X2(zi), а
второе на X2(zj) и складываем результаты:

(29)


X2(zi)

∂f(i, j)

∂zi
+X2(zj)

∂f(i, j)

∂zj
=

= −
(
D11(X1)(zi)

2
X2(zi) +

D11(X1)(zj)

2
X2(zj)

)
θ
∂f(i, j)

∂θ
.

Далее рассматриваем случаи: D11(X1) = 0 и D11(X1) ̸= 0.
В первом случае (D11(X1) = 0) уравнение (29) имеет решение

f(i, j) = ψ (M(zi)−M(zj), θ) ,

где M ′ = 1/X2. Подставляем найденное в систему (28):
1

X2(zi)

∂ψ

∂w
= −X2(zj)

∂ψ

∂θ
, − 1

X2(zj)

∂ψ

∂w
= X2(zi)

∂ψ

∂θ
,

где w =M(zi)−M(zj), или

∂ψ

∂w
= −X2(zi)X2(zj)

∂ψ

∂θ
.

Полученное соотношение разрешаем относительно произведения X2(zi)X2(zj):

X2(zi)X2(zj) = τ(w, θ) = −∂ψ
∂θ
/
∂ψ

∂w
.

Далее в найденное выражение сначала дифференцируем по zi, а затем по zj :

X ′
2(zi)X2(zj) =

1

X2(zi)
τ ′w, X2(zi)X

′
2(zj) = − 1

X2(zj)
τ ′w.

Потом приводим к общему знаменателю и складываем:

X ′
2(zi)X2(zi)X2(zj) +X2(zi)X2(zj)X

′
2(zj) = 0.

Сокращая на общий множитель, разделяя переменные и интегрируя, получаем

X2 = a = const ̸= 0.

Тогда уравнения из системы (28) приводятся к виду
∂ψ

∂w
= −a2 ∂ψ

∂θ
.

Решением последнего уравнения [11] будет метрическая функция:

f = χ
(
xiyj − xjyi + a2(M(zi)−M(zj))

)
.

Если ввести переобозначение координаты z: a2M(z) = z, а также масштабное
преобразование χ−1(f) → f , то получим каноническую метрическую функцию
(9).

Во втором случае (D11(X1) ̸= 0) уравнение (29) решено в лемме 3:

f(i, j) = ψ (M(zi)−M(zj), lnθ + T (zi) + T (zj)) ,

гдеM ′ = 1/X2, T ′ = −D11(X1)/2. Подставляем найденное в систему (28), затем
группируем, в результате получаем одно независимое выражение:

∂ψ

∂w
= −X2(zi)X2(zj)

1

θ

∂ψ

∂u
, w =M(zi)−M(zj), u = lnθ + T (zi) + T (zj).
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Из данного выражения следует:

X2(zi)X2(zj)
1

θ
= ϕ(w, u) = −∂ψ

∂u
/
∂ψ

∂w
.

Данная комбинация возможна в единственном случае:

X2(zi)X2(zj)
1

θ
= ϕ(w, u) = e−u.

Тогда имеем дифференциальное уравнение
∂ψ

∂w
+ e−u ∂ψ

∂u
= 0,

решая которое [11], получаем метрическую фунцию:

f(i, j) = χ
(
xiyj − xjyi −M(zi) +M(zj) + eT (zi)+T (zj)

)
, T ̸= const.

Если ввести переобозначения M(z) = z, eT (z) = Q(z) и масштабное преобразо-
вание χ−1(f) → f , то метрическую функцию можно упростить:

(30) f(i, j) = xiyj − xjyi − zi + zj +Q(zi)Q(zj), Q ̸= const.

Выясним, при каком значении функции Q метрическая функция (30) задает
феноменологически симметричную геометрию, то есть имеет шестипараметри-
ческую группу движений. Для этого найдем операторы алгебры Ли группы
движений. Воспользуемся тождеством (10):

yjX1(i)− yiX1(j)− xjX2(i) + xiX2(j)+

+X3(i)(Q
′(zi)Q(zj)− 1) +X3(j)(Q(zi)Q

′(zj) + 1) = 0.

Осуществим в этом равенстве переобозначение точек i↔ j, в результате имеем:

yiX1(j)− yjX1(i)− xiX2(j) + xjX2(i)+

+X3(j)(Q
′(zj)Q(zi)− 1) +X3(i)(Q(zj)Q

′(zi) + 1) = 0.

Складывая полученный уравнения, будем иметь:

(X3(i) +X3(j))(Q
′(zi)Q(zj) +Q′(zj)Q(zi)) = 0.

Так как X3 ̸= 0, то
Q′(zi)Q(zj) +Q′(zj)Q(zi) = 0.

Разделяя в данном тождестве переменные, получаем Q′ = 0, то есть Q = const.
Таким образом, метрическая функция (30) не задает феноменологически сим-
метричную геометрию.

Теорема доказана полностью.

4. Заключение

Итак, поставленная выше задача об аналитическом вложении симплектиче-
ской двумерной геометрии полностью решена. В результате получилась трех-
мерная симплектическая геометрия максимальной подвижности. Аналогично
решается задача об аналитическом вложении симплициальной двумерной гео-
метрии, т.е. задача о нахождении всех трехмерных геометрий максимальной
подвижности с метрической функцией вида:

f(i, j) = f

(
yi − yj
xi − xj

, zi, zj

)
.
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