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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ 
В ТЕОРИИ ФИЗИЧЕСКИХ СТРУКТУР 

В исследованиях по основаниям физики Ю. И. Кулаковым ( ' • 2 ) бы­
ла предложена математическая модель строения физического закона. 
-Эта модель под наименованием бинарной физической структуры ранга 
(т, п) для простейших случаев т—п—2 и 7 re= w - f - l = 3 была рассмот­

рена в работах ( 3 _ 5 ) методом параметризации. В настоящей работе да­
ется более совершенная формулировка аксиом физической структуры и 
применяется функциональный метод, предложенный автором ( 6 ) . Ввиду 
большого объема изложения полное доказательство проведено для 
5 г г е = 2 (§ 2 ) . 

§ 1. Математическая формулировка теории 
физических структур 

Наглядно понятие физической структуры может быть описано сле­
дующим образом. Пусть даны произвольные множества Ш, 91 и функция 
а:(г, а)е£ЙХ9с.->-а ; а&й. Пусть, далее, m^n^Z — целые. Будем говорить, 
что тройка (Tt, % а) образует бинарную физическую структуру ранга 
(пг, п), если для любых элементов ц, i2, .. ., г' те2Я и ос,, а2, ..., а„е91 вы­
полняется уравнениеФ («г 1 а 1 , « г , а 2 > • • • ,

 aiman) = 0- Ha множества Ш, 91 и 
функции а, Ф вводятся некоторые достаточно естественные ограничения, 
без которых в математическом отношении задача, по-видимому, оказывает­
ся бессодержательной. Приведем точные формулировки. 

Пусть даны множества ffl, 91 и функция a:(i, а ) - > « t o f= i? . Из сооб­
ражений удобства в дальнейшем вместо aia будем писать (i, а). 

О п р е д е л е н и е 1. Два элемента i, /с=2И (соответственно а, [ЗеЗс.)' 
считаются эквивалентными, если для любого ^(=31 (соответственно fee 
еЗЙ) имеет место равенство (г, у) = (/, у) (соответственно (к, а) = 
= .(*,,&),)• 

Будем предполагать, что по введенному отношению эквивалентности 
множества Ш, 91 факторизованы. 

О п р е д е л е н и е 2. Элемент Ге9Л (соответственно а е й ) называется 
квазинулевым по отношению к 91 (соответственно Ш), если множество 
значений функции а: { f}X9l ->-Д (соответственно а:ШХ{а) ->-/?•) конечно. 

Обозначим через 9Л, 91 множества квазинулевых элементов. Будем 
предполагать, что они конечны и 2 К \ З Й , 5 1 \ ^ н е пусты. 

О п р е д е л е н и е 3. Множество ЕЙ'сгЗИ (соответственно SK'crSt) назы­
вается ограниченным, если оно является объединением конечного числа 
его подмножеств Шр (соответственно 9l'q), для каждого из которых су-
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шествует такое ар <= 9х\§с(соответственно iq что множество 
значений функции а : ш'р X {ap}-^R (соответственно a: {iq} X Ша-^R) 
ограничено. 

Ясно, что всякое конечное подмножество ограничено и что объеди­
нение конечного числа ограниченных множеств ограничено. 

Топологию в Ш и 9с определим, задавая фундаментальные системы 
окрестностей. Пусть здеЭЯ, 91'— ограниченное множество и е > 0 . Обоз­
начим через P(io, 91', е) множество всех г'енЯИ, для которых | (г, а ) — 
— (г0, a ) j < « s при любом аеЗсЛ Семейство всех P(k, 31', е) для всевоз­
можных ограниченных множеств Эс'сЭс. и любых значений е > 0 примем 
за фундаментальную систему окрестностей точки in- Пересечение любых 
двух множествP(i 0 , Жл, s^ , P ( i 0 , 9хг\ е 2)содержит множество Р {iQ, 9xi U 
U 9x2, min(©i, ег ) ) . Заметим, что если 91' содержит хотя бы один элемент из 
9 1 \ Д , то окрестность P(i0, 91', е) является ограниченным множеством. 

Задание фундаментальной системы окрестностей для каждой точки 
множества SK (и аналогично 91) известным образом определяет топологию 
( ( 7 ) , с. 20) . Отделимость этой топологии (в смысле Хаусдорфа) вытека­
ет из следующих соображений. Поскольку всякое конечное множество 
ограничено, построенная в 9Л топология мажорирует слабейшую, при ко­
торой непрерывны все частичные отображения а: 2ЯХ{а}->~Д для любого 
a e S . Если i¥=j, то найдется такой элемент аеЭс, что (г, а) ф (/, а ) , т. е. 
для любых двух различных элементов i, /е=3й существует непрерывное 
отображение а: 9ЛХ { а } R множества 9Л в отделимое пространство R, 
при котором образы элементов i, / различны. Но тогда топология в Ш 
(аналогично, в 91) будет отделимой ( ( 7 ) , с. 109). В дальнейшем под P(io), 

<?(«о) будем понимать открытые окрестности точек £г>с=2Я, ао^Эс. Топо­
логия в 9ИХ9с определяется как произведение топологий пространств-со­
множителей. 

П р е д л о ж е н и е 1. Каждая точка iGrSS (соответственно af=9l) име­
ет такую окрестность P(i) (соответственно Q(a)), в которой нет ни од­
ного квазинулевого элемента, за исключением, может быть, самой этой 
точки. 

В силу отделимости пространств 9Л, 91, а также конечности множеств 
квазинулевых элементов ж, 31 утверждение предложения 1 очевидно. 

П р е д л о ж е н и е 2. Функция a :9JcX9t—непрерывна на 9ЛХ9с. 
Пусть Jof=9JJ, ао^Эс. — произвольные элементы. Рассмотрим е-окрест­

ность точки (г'о, ао).с=Д, задаваемую неравенством \х — (in, a 0 ) | < е . 
Если 2е=Р(г0, {ссо, ро}, ©1), a«=<?(ao, P(i0, {те0, (50}, e i ) , е 2 ) , где [30^91 
и 8 1 + 6 2 = 8 , то будет выполняться неравенство | (i, a) — (k, an) | 
т. е. функция a:W\%-^R непрерывна по совокупности переменных. 

Пусть Ш"\ 3ln—m- и re-кратные прямые произведения множеств Ж 
и 9с, где т^п"^2 — целые числа. Элемент прямого произведения назовем 
кортежем. Построим функцию А : WimX3ln Rnn, сопоставляя каждому 
кортежу (ijk...v, a[3y . . . т>с=2>ГХ9с" матрицу 

(i, а) (г, Р) . . . . (i, г ) 
( / , а ) ( / , Р) . . . . ( / , г ) , 

(v, a) (v, р) . . . . (и, х) 

рассматривая ее как точку пространства Rmn. Матрицу (1.1) будем обо­
значать также (Цк, ..., v, сфч . . . т) — [(i, a), (i, [3), . . . , (v, т)] = . 
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П р е д л о ж е н и е 3. Функция A:WlmX$ln-+Rmn непрерывна на 9ЛтХ 

Это предположение является естественным следствием непрерывно­
сти функции а: 9ЛХ9с - » - R. 

О п р е д е л е н и е 4. Преобразования пространства Rmn, соответству­
ющие перестановкам строк и столбцов в матрице (1.1), называются кано­
ническими перестановками пространства Rmn. Точки Rmn, переходящие 
друг в друга при некоторой канонической перестановке, называются ка­
нонически сопряженными. 

Обозначим через N множество значений функции А. Множество N. 
наделим топологией, индуцированной из Rmn. 

О п р е д е л е н и е 5. Говорят, что тройка <ЗЭТ, Зс, а:9ЛХ9с->-Д> образует 
бинарную физическую структуру ранга (ш, п), если выполнены следую­
щие условия (аксиомы физической структуры): 

A. В любой окрестности произвольного кортежа из Зс" - 1 (соответст­
венно ж"1'1) найдется такой кортеж <[3у.. .т> (соответственно (fk...v)), 
что отображение a[pY ..%] •M~*Rn-1 (соответственно a[jk.. .v] :9с 
-v-ff" 1"" 1), определяемое функцией i -»- (£ , [З^.. .т) e i R " - 1 (соответственно 
a-*- (fk.. .v, a J e A * - 1 ) , открыто. 

B. Отображение A:MmX3ln-+-N открыто. 
C. Существует аналитическая функция Ф : Е - > Д , определенная в об­

ласти EczRmn, такая, что множество N является открытым подмножест­
вом множества, задаваемого уравнением Ф = 0, т. е. 

Ф[{цк.. .v, а#ч. . ' . т ) ] = 0 (1.2) 

для любого кортежа (ijk.. .v, a(3"f.. .т)еШс" гХ9Г. 
D. Градиент Ф отличен от нуля на всюду плотном в N подмно­

жестве N. 
Согласно условию А множество 9Л по крайней мере (п—1) -мерно, 

а множество 9с (то—1)-мерно. Однако условие А отлично от требования, 
чтобы множества 9Л и 91 были многообразиями соответствующей размер­
ности. Открытость отображений a[[3f. . .т] :Wl-+Rn~l и a[jk.. .v] :9с-> 
_ ^ д ™ - 1 налагает дополнительные ограничения на исходную функцию 
а: ЗЯХ91 ->• R. При этом определенцые в множествах 9JJ и 91 топологии не 
вырождаются в дискретные. Заметим, что кортежи ([Зу . . . т ) и (jk . .. v) 
должны содержать неквазинулевые попарно-различдые элементы [3, у, . . . 
. . . , т е 91 и /, к, . . . , иеЗЛ. Назовем такие кортежи не диагональными. 
Основное содержание теории физических структур заключено в условии 
С, которое возникло из анализа строения физических законов. Функция 
а: S9JX91 —»- R выступает как результат физического эксперимента, выявля­
ющего отношение между множествами физических объектов Ж и 91. 
Уравнение (1.2) есть аналитическое выражение физического закона, так 
что открытость отображения А: ЗЛтХ9с" - > N, требуемая условием В, озна­
чает сохранение структуры этого закона в локальном смысле. От функ­
ции Ф можно потребовать только достаточной гладкости, но при этом 
необходимо будет усилить условие D, предположив, что все производные 
функции Ф отличны от нуля одновременно на всюду плотном в N под­
множестве N (см. предложение 6 ) . Такое "усиление условия D может 
быть оправдано физическими соображениями равноправия результатов 
измерения относительно связи (1.2). 

Пусть JVo — любая окрестность произвольной точки N. Из условий 
С и D следует, что найдется такая точка ( i i / i & i - . .v\, ai-jJiTfi. • - T i ) eiVo, 
в которой g r a c ^ ^ O . Без ограничения общности можно предположить, 
что в этой точке отлична от нуля производная функции Ф по первому 
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аргументу (i, а). Но тогда по теореме о неявных функциях существуют 
такие окрестности Н и V, что уравнение (1.2) может быть однозначно 
разрешено относительно (i, а,) в окрестности U=HXVaRmn 

(i, a)=T[(jk.. .v, j3 T . . .т), (i, р т . . . т ) , (jk.. .v, а)]. (1.3) 

Поскольку аналитическая функция Г определена на V, по условию 
С аргументы, входящие в нее, могут рассматриваться как независимые 
переменные. Уравнение (1.3) задает множество А \ = N f) U czN0. 

П р е д л о ж е н и е 4. Частные производные функции Г по каждой из 
переменных (i, $4 , . . т ) , (jk .. . v, а) отличны от нуля на множестве пол­
ной меры в окрестности V. 

Предположим, например, что r ( i j P ) = 0 на множестве положительной 
меры в окрестности V. Тогда в силу аналитичности Г(г,р) = 0, так что 
функция Г не зависит от переменной (t, р) 

(i, а) = ГЛ [ (jk.. .v, И . . . т ) , (*, т . . . г ) , (jk.. .v, а) ] . (1.3') 

В силу непрерывности функции А : З ^ Х ^ - ^ Л 7 существует такая окрест­
ность Q(ai), что уравнение (1.3') имеет место для всех 06©O"(ai). В ок­
рестности [Q(ai)]n~i кортежа (aicti.. .cxi) согласно условию А найдется 
такой кортеж (осгссз-. .«„>, что отображение а[«газ-. . а „ ] : m-+Rn~l от­
крыто. Однако это невозможно, так как согласно (1.3') п — 1 координат 
(г, «газ . . .ап) выражаются через п—2 параметров (i, 4.. л). Таким об­
разом, производная Г(,, р> может обращаться в нуль только на множестве 
нулевой меры. Аналогичное утверждение верно и для других производ­
ных функции Г. 

С л е д с т в и е . Все производные функции Г по переменным (i, $4.. л), 
(jk.. .v, а) одновременно отличны от нуля на множестве полной меры 
в окрестности V. 

П р е д л о ж е н и е 5. В N0 существует точка, в которой все произ­
водные функции Ф по переменным (i, а ) , (г, Р ^ - . .т), (jk.. .v, а) отлич­
ны от нуля. 

Имеем Г ( г, Р ) = —Ф(г, е )/Ф(г, «), причем Ф ( 4, а)ф0 на N^CZNQ. Согласно 
следствию предложения 4 в V существует точка, в которой все производ­
ные функции Г по переменным (г, р^. . . т ) , (jk.. .v, а ) отличны от нуля. 
В соответствующей точке окрестности Ni производные Ф по тем же пе­
ременным отличны от нуля. Так как Ф^^ФО всюду на Ni, то предло­
жение -5 доказано. 

П р е д л о ж е н и е 6. В любой окрестности относительно N произволь­
ной точки N существует такая точка, в которой все производные функ­
ции Ф отличны от нуля. 

Согласно предложению 5 в No существует точка, в которой Ф(,-, ^ФО, 
т. е. уравнение (1.2) может быть однозначно разрешено относительно 
(i, р ) . Проведя рассуждения, аналогичные предыдущим, получим, что 
в No существует точка, в которой отличны от нуля производные Ф по 
переменным (г, оф) , (г, f. .л), (jk.. .v, оф). Затем можно уравнение 
(1.2) разрешить относительно (i, "[) и т. д., что очевидным образом и до­
казывает предложение 6. 

П р е д л о ж е н и е 7. В любой окрестности относительно N произволь­
ной точки N существует такая точка, что в ней самой и во всех mini ка­
нонически сопряженных точках все производные функции Ф отличны 
от нуля. 

Это предложение легко доказать, рассматривая окрестность N0 и все 
mini сопряженных окрестностей А* и применяя к ним предложение 6. 
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Не усложняя обозначений, будем считать, что именно в точке 
(£i/i...yi, « i P i . . . T i ) и в точках, ей сопряженных, все производные функ­
ции Ф отличны от нуля. В этой точке уравнение (1.2) можно однозначно 
разрешить относительно любого аргумента. В силу непрерывности функ­
ции Ф существует такая окрестность Ni точки (t'i/i . . . v,, cti.pi . . . TI), ЧТО 
всюду в N\ и в каждой сопряженной окрестности Ni все производные 

функции Ф отличны от нуля. В матрице (hji... v\, a i f h . . . T i ) , возможно, 
совпадают некоторые компоненты. Например, (и, cci) = ( / i , c c i ) , ХОТЯ бы 
и цФ)\- Однако, как легко понять, в окрестности Ni можно найти такую 
точку, что в матрице, ее описывающей, будут различны все компоненты. 
Не усложняя обозначений, будем считать, что все координаты точки 
(г'1/1 • • • v\, c x i P i . . . T i ) e i ? m " различны. Тогда будут попарно-различными 

все элементы множеств Ш\ — {ц, /1, к\, . . ., i>J, % = {а\, |3i, f ь • . ., T i } -
Множества SJcai % содержат т и п различных элементов, причем 

можно считать, что среди них нет ни одного квазинулевого. Все значе­
ния функции а:Ш{Х.%^-В различны. Можно сказать, что во всех точках 
Л7, соответствующих недиагональным кортежам из TtT X 5с^производные 
функции Ф отличны от нуля. Действительно, точка (hju . .vi, c c i p Y . .xi) 
и все ей канонически сопряженные — это и есть точки, соответствующие 
недиагональным кортежам из Tt™ X 5с i-

Пусть £о^2Я и оо<=9{ — произвольные точки и P(io), <?(«о) — любые 
их окрестности. В силу открытости отображения A :'5Jc™X9c™ —>- N, требуе­
мой условием А, множество No значений функции А: [Р(k)]mX.[Q(ао)]"—»-
-->iV открыто и потому является некоторой окрестностью точки(io , oc0J. 
Учитывая все вышеизложенное, вместе с предложением 7 мы можем за­
писать следующее 

П р е д л о ж е н и е 8. В любых окрестностях Р(ц) и Q(ao) произволь­
ных точек £0с=9й, аос=Э1 можно найти множества Tl\ = {ii, / 1 , . . ., vi} и 
Зц = { с ц , Pi, . . ., T i } , содержащие тип различных неквазинулевых эле­
ментов, такие, что значения функции a:9JciX9ci —>-7? различны и все про­
изводные функции Ф отличны от нуля в каждой точке N, соответствую­
щей иедиагоналъному кортежу из TtT X 9с 

Будем предполагать, что io<£ffli, a0<^3ci. 
П р е д л о ж е н и е 9. Множества 9Jti и % предложения 8 могут со­

держать mi и п\ элементов соответственно, где пг^тп, щ^п. 
Докажем это предложение методом индукции, так как множества 

Mi и 9li, содержащие m и п элементов, существуют согласно предложе­
нию 8. Пусть множества Ш\.= {и, . . ., vh .. ., gi} и %—{оси . . . , T i , . . . 
. . . , p i} , в отношении которых имеет место предложение 9, содержат не­
которое число m'^m и п'^п элементов, при этом /о^Зй,, ao^Sii. Возь­
мем такие непересекающиеся без квазинулевых элементов окрестности 
P(h), ..., P(gi)czP(io) и Q(m), . . . , Q(p\) czQ(ao), что предложение 9 
остается справедливым для любых множеств {£, . . . , v, . . ., g) и {a , . . . 

т, р } , где i<=P(U), . . ., p e E ( ? ( p i ) . Поскольку io^Tli, аоФ%, вы­
берем окрестности точек множеств 3J?i и % таким образом, чтобы су­
ществовали непересекающиеся с ними окрестности Pi(io) и Qi(oco).. 
Пусть SiePi,(£o) — некоторый элемент, отличный от i0, и P(si)cz.Pi{in) — 
некоторая его окрестность. Эту окрестность выберем так, чтобы сущест­
вовала непересекающаяся с ней окрестность Pz(io). Рассмотрим мно­
жество Mi 0 {Si},содержащее тп'-\-1 элементов. К каждой точке N, со­
ответствующей недиагональному кортежу из [ЭЙ! U {si)\m X 5с ь и связан­
ной о ней окрестностью можно применить предложение 7. Всего таких 
точек конечное число. Переходя последовательно от одной точки к дру­
гой, можно найти такие множества Tt 1 = {h, . . . , g\, ч), 3\[ = {а[, . . . 
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pi}, где i i e i 5 ( f 1 ) , 4 e P ( S i ) , а\ e= <? Ю , . . . , pi eE<?(px), 
содержащие m '-j-l и различных элементов, что все значения функции 
я : Tt 1 X 9?1 -й различны и в каждой точке N, соответствующей неди­
агональному кортежу из [ 3 # i ] m X [$KiT\ все производные функции Ф 
отличны от нуля. При этом Tt'i czP(i0), 911 <=: <?(а 0 ), гвф Ttu 9ti-
Еще раз отметим, что число элементов в множестве Tt i на единицу боль­
ше, чем в множестве 9J?i. Аналогично можно увеличить на единицу число 
элементов в множестве 9с i, что и доказывает предложение 9. 

О п р е д е л е н и е 6. Два уравнения Ф — 0 и Ф 1 = 0 , где Ф : Е -> Л и 
Ф1 : Е —>- R, считаются эквивалентными, если множества, которые они оп­
ределяют в Rmn, канонически сопряжены (в частности, совпадают). 

П р е д л о ж е н и е 10. Если эквивалентные уравнения Ф —0 и <Di=0 
могут быть однозначно разрешены относительно одного и того же аргу­
мента в некоторых окрестностях канонически сопряженных точек, то они 
определяют этот аргумент как одну и ту же функцию остальных пере­
менных. 

Действительно, предположим, например, что Ф ( , - , а ) Ф0, Фцг,а)Ф0 
и эквивалентные уравнения можно записать в виде, однозначно разре­
шенном относительно {i, а): 

(i, a)=T[(jk...v, р - f . . . x ) , (i, И . . . т ) , (jk...v, а)), 
(i, a\=Ti[(ik...v, р т - . .T ) , (»» PT--^)» « ) ] , 

откуда следует, что Г = так как все аргументы, входящие в функции 
Г и Гь являются согласно условию С независимыми переменными. Экви­
валентные уравнения обычно возникают при различных канонических 
перестановках. 

В заключение введем понятие параметризации. Пусть 9JJi и 9li — мно­
жества, определяемые предложением 9, и ( i i / ь . .vi, ai(3i. . . T i ) — недиа­
гональный кортеж из Tt™ X 9ci- В окрестности кортежей < / ь . 
e spjm-i л ( р ь _ . T i ) e 9 c " _ I найдем по условию А такие кортежи < j ' i . . . vi} 
и <_'pi . . . x i / , чтобы отображения a . . . v\] : 9c -> i ? m — 1 и a [pi . . . i[] : 

->• - R n — 1 были открытыми. Запишем уравнение (1.3) для кортежа 
. . . v[, api . . . xi)>, где ic=P(i i) , ac=(?(a 1 .) , 

(i, a) = r [ ( / i . . . v[, Pi . . . r i ) , ( j , pi .. . x i ) , ( / i . . . v\, a ) ] . (1.4) 

Если числа ( j , Pi . . . T j ) и ( / t . . . y l t a ) рассматривать как независимые 
параметры, задаваемые открытыми отображениями a [PJ . . . TJ: Р (Ч)->-
~>-Я и a[/i . . . : (2 ( « i ) Rm~\ то уравнение (1.4) будет определять 

некоторое локальное параметрическое представление функции a:P(ii)X 
XQ(ai)^-R. Для того чтобы не нарушилось условие А, параметры 
(s, Pi . . . T'I) и (/i . . . Vi, а ) должны входить в представление (1.4) суще­
ственным образом. 

§ 2 . Бинарная физическая структура ранга (лг, 2 ) 

В данном параграфе подробно будет рассмотрен случай пг^п—2, так 
как исследование общего случая 7 г а ^ г а ^ 2 требует очень большого объема 
изложения. Полную сводку результатов можно найти в работе ( 8 ) . 
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Т е о р е м а . Бинарная физическая структура ранга (ш, 2 ) , где пг^ 
' ^ 2 , существует для m=2, m=3, m=A и не существует для т ^ 5 . 
Если тройка (Ш, 9с, a:WlX$l~+R) образует бинарную физическую струк­
туру ранга (пг, 2 ) , то в любых окрестностях P(i0), Q(oto) произвольных 
точек £0<=9Л, а 0 е9с найдутся элементы ii<=P(i0), ai^Q{a0), для некото­
рых окрестностей Р(ц),' Q{<X\) которых функция a:P,(i{)XQ(a{)^R 
и множество значений функции А: [Р(ц)]mX[Q(<x,\)]2->i?2m могут быть 
заданы следующим образом: 

а) для т=2 

У[(*, р.) ] - ¥ [ ( / , а ) ] + ¥ [ ( / , р ] = 0 , (2.1) 

Ь) для т—Ъ, 

(i, а) = Ч-1(х(й+еа), 
¥[(£,«)] V[(i,№ 1 
¥ [ ( / , а)] ¥ [ ( / , Р)] 1 = 0 , 
¥ [ ( & , « ) ] ¥ [ ( £ , р)] 1 

(2.2) 

с) для т=А 

( £ , а ) = ¥ - 1 [ ( ^ + Й ) / ( ^ - + ^ ) ] , 
¥ [ ( £ , « ) ] ¥[(£, р)] ¥[(£ , а ) ] х ¥ [ (£ , р)] 1 
¥ [ ( / , « ) ] ¥ [ ( / , Р)] ¥ [ (у , а ) 1 х ¥ [ ( / , Р)] 1 
¥ [(£, а ) ] W [(к, р)] ¥ {(к, а)] х ¥ [(ft, Р)] 1 
¥f(Z, а)] ¥[ (Z, Р)] ¥ [ ( Z , a ) l X яр [(Z, р)] 1 

0, (2.3) 

где i, /, A;, Ze7 J (£i) , а, peiO'(ai) , 4 я — строго монотонная аналитическая 
функция одной переменной, определенная в некоторой окрестности 
точки (ii, a,i)^R, 4 / _ 1 — обратная функция, Xi и | а — независимые па­
раметры, задаваемые некоторыми открытыми отображениями x:M-^-R 
и (1\ | 2 , . . . , I - 1 ) :*l-+Rm-\ 

Все дальнейшее изложение представляет собой последовательное до­
казательство сформулированной выше теоремы. Существование уравне­
ний (2.1), (2.2) было предположено Ю. И. Кулаковым ( ( ' , ) , с. 18, 56) , 
уравнение (2.3) впервые было обнаружено автором ( ( 9 ) , с. 191—196). 

Уравнение (1.2) для рассматриваемого случая т~^п—2 имеет вид 

Ф[(£/&...у, а р ) ] = 0 . (2.4) 

Пусть £о, ао —произвольные точки и Р(г'о), <?(ао)— любые ит откры­
тые окрестности. В соответствии с предложением 9 § 1, существуют мно­
жества 2f i i={i i , /ь vi, g\}c:P(i0), Э с 1={«1, р ь . . . , т ь ..,,, p i}cz 
czQ(ai), содержащие сколь угодно большое конечное число различных 
неквазинулевых элементов, такие, что все значения функции a:%RiX%->-
-+R различны, и в каждой точке N, соответствующей недиагональному 
кортежу из ШТ X 9tf, все производные функции Ф уравнения (2.4) от­
личны от нуля. Последнее означает, что в некоторой окрестности каждой 
такой точки уравнение ,(2.4) может быть однозначно разрешено относи­
тельно любого аргумента, например, 

(£, a)=T[(jk...v, р) , (£, p.), (jk...v, а ) ] . (2.5) 
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Поскольку все значения функции a:TiiX%^-R различны, среди то­
чек N, соответствующих недиагональным кортежам язШ? X Эхо нет сов­
падающих, поэтому окрестности точек, где все производные функции Ф 
отличны от нуля, можно взять непересекающимися. Пусть, далее, 

..., P(gi) и Q{ai), . . . , (?(pi) —такие непересекающиеся окрест­
ности, не содержащие квазинулевых элементов, что если в множествах 
Tii и 9ti любой элемент заменить точкой из его окрестности, то сохранят 
силу утверждения предложения 9. Например, в точке, соответствующей 
любому кортежу (ijk...v, а |3><=Р(и)Х.. .X()([3i), все производные функ­
ции Ф отличны от нуля. Кроме того, элементы ь. /, к, ..., v ш те, [3 попар­
но-различны, и в матрице (ijk. . .v, сф) различны все компоненты. 

Уравнение (2.5) задает некоторую окрестность точки ,(M/I. . .v\, a,i$i). 
Поскольку окрестности точек, соответствующих недиагональным корте­
жам из TlT X не пересекаются, уравнение (2.5) будет задавать каж­
дую такую окрестность. При этом можно сохранить одно и то же обозна­
чение для функции Г. Все производные функции Г в уравнении (2.5) 
отличны от нуля. Аргументы, входящие в функцию Г, можно рассматри­
вать как 2m — 1 независимую переменную. Число элементов в множест­
вах Tii и 9li будем предполагать настолько большим, что исключение по 
той или иной причине некоторых из них несущественно. 

В окрестности P(gi) возьмем элемент g и запишем уравнение (2.5) 
для кортежей (gik.. .v, оф) и (gjk.. .v, оф} 

(g, a)=T[(ik...v, [3), (g, [3), (ik...v, о ) ] , 

(g, a)=r[(ik...v, [3), (g, [3), (fk...v, a ) ] , 

откуда, приравнивая правые части, получаем соотношение 

R(ij)T[(ik...v, 13), (g, [3), (ik...v, a )];=0, (2.6) 

где для сокращения записи был использован оператор альтернирования R, 
действие которого состоит в антисимметризации выражений, стоящих 
справа от оператора. Например, R{ij){i, a ) ] = 1 F [ ( i , a ) ] — Ч Р [ ( / , а)]. 

Зафиксируем в соотношении (2.6) переменную (g, [3). Вводя также 
новое обозначение 

Q[(ik.. .v, оф)] =T[(ik.. .v, [3), (g, [3), (ik.. .v, a)] |(g, 

получаем уравнение 

R(ij)Q[(ik...v, aft)]=0. (2.7) 

Из свойств функции Г вытекает, что отличны от нуля все производ­
ные функции Q. Это значит, что уравнение (2.7) можно однозначно раз­
решить, например, относительно (г, а ) . Сопоставляя уравнения (2.7) и 
(2.5), легко получаем, что левая часть уравнения (2.7) имеет отличные 
от нуля производные по всем переменным. 

Совершенно аналогично можно получить уравнение 

R(a$)3[(ijk.. .v, a ) ] = 0 , (2.8) 

в котором «расщеплены» элементы а, [3. 
Два уравнения (2.7) и (2.8) эквивалентны, так как задают одно 

ж то же множество — совокупность окрестностей всех точек, соответству-
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вдщих недиагональным кортежам из TtT X Это обстоятельство нала­
гает дополнительные ограничения на функции Q и Н. 

Разрешим уравнения (2.7) и (2.8) относительно (г, а ) : 

{I, a ) = X i { Q [ ( / f c , о ф ) ] , (к, ар ) , (i, В)} , 
(г , a ) = x { S [ ( i / A , В) ] , (/A, a ) } , (2.9) 

откуда получаем функциональное уравнение для {jk, а)] 

%{E[(ijk, р ) ] , (/A, a)}=xiM(/*, «Р) ]> (Л, оР) , (i, Р ) } . (2.10) 

Для сокращения записи в уравнении (2.10) временно опущены «непо­
движные» элементы, следующие за к. 

Продифференцируем уравнение (2.10) по переменным (г, р) , (/', а ) , 
и разделим правую и левую части первого результата на соответствую­
щие части второго 

% ( Ш {В [(i/fc, 6)], (/ft, a)} - Qu<a)№, ap)] ' ( 2 Л 1 > 

где — производная функции % по первому аргументу. Результат (2.11) 
может рассматриваться как функционально-дифференциальное уравне­
ние для х [К (jk, а) ] . Заметим, что все производные, входящие в равен­
ство (2.11), отличны от нуля. 

В уравнении (2.11) перейдем к переменной X=S[(ijk, р ) ] , которая 
взаимно-однозначно связана с (г, В.) 

Ъ.[К Uк, a ) ] E ( i , P ) { X j > , (jк, р,)], (jk, р )} = 

= X(j.a,[X, (jk, a ) ] Q ( , , f ) [ ( / A , op)] /f i ( , ,a , [ . ( / f t , a p ) ] . (2.12) 

Зафиксируем значение переменных (jk.. .v, p) , не входящих в функ­
цию х[Х, (/fc, а,)] 

Х*[Л, (/A, a j / h M + x ^ l X (/А, а)]Д1 [ . ( / А , а ) ] ; = 0 , 

т. е. по переменным X и (/, а ) получено линейное однородное уравне­
ние в частных производных. Это уравнение не имеет особых точек, так 
как коэффициенты А{ и By не обращаются в нуль, и поэтому может быть 
решено методом характеристик 

%[К, (jk, a)]=%2{A(X)+B[(jk, a ) ] , (A, « ) } , (2.13) 

где Х2 - ^ 4 , 5 — аналитические функции, имеющие отличные от нуля про­
изводные по первому аргументу, так как АХ(Х) — 1/А1(Х) Ф 0, 
^ . a i [ ( / A , a ) ] = l / / i i [ ( /A, a ) ] # 0 , хя[Я, (jk, а)]ф0. Подставим решение 
(2.13) в уравнение (2.9) 

'(*, «:) = Х г Й [ 3 [ ( * Я Р.Ш4-В[,(/А, а ) ] , (А, а ) } 

и разрешим результат подстановки относительно суммы А+В 

A{S[(ijk, р ) ] } = в [ ( /А , a)]-B[(jk, a ) ] , (2.14) 

причем 9 ( i , a ) [ ( i k , а ) ] ф0. 
Уравнение (2.14) инвариантно относительно подстановки элементов 

из множества 91, откуда следует 

•й(аР)е[(*А, а).]=Д(«р)Д[(/А, а)]. 
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Инвариантность же последнего выражения относительно подстановки эле­
ментов из множества ж приводит к окончательному результату 

Д(г/)Д(аР)в[(Ш . . .17, а ) ] = 0 . (2.15) 

Уравнение (2.15) является следствием эквивалентности уравнений 
(2.7) и (2.8). 

Запишем уравнение (2.15) для частного случая то=2 

6[,(i, а)]-в[(£, Р)]-в[(/, «)]+в[(/, Р ) ] = 0 . (2.16) 

Представим уравнение (2.16) в виде, разрешенном относительно аргу­
мента (г, а), и проведем параметризацию в смысле, разъясненном в § 1. 
Функция a:P(h)XQ(ai)-^R будет иметь следующее параметрическое 
представление: 

.(*, а) = Ч ' - 1 ( * * + ! » ) , 

где Ч г — строго монотонная аналитическая функция одной переменной, 
определенная в некоторой окрестности точки (ii, « i ) е / ? , в которой 4 я = 
==6. W~l — обратная функция. 

Если далее предполагать, что i, je^P(U), a, $<=Q(a.i), то множество 
значений функции A:[P(h)]2X[Q(ai)]2->R4 может быть задано урав­
нением (2.1). 

При последующих преобразованиях результата (2.15) будем предпо­
лагать, что 7?0=3. Переставим в уравнении (2.15) элементы /, к 

R(ik)R{a$)&[{ijl. . .v, с с ) ] = 0 . (2.17) 

Эквивалентные уравнения (2.15) и (2.17) определяют неявно, на­
пример, (/, а) как одну и ту же функцию остальных переменных, в част­
ности переменной (i, а ) , откуда легко получаем 

в « , , ) [ ( Ш , ч » ) ] e ( j t t t ) [ ( 0 4 , a ) ] QUa)m,a)] j 

где для сокращения записи опущены элементы, следующие за I. 
Равенство (2.18) есть функционально-дифференциальное уравнение 

для в . 
Фиксируя значение переменной (к, а), приходим к линейному не­

однородному уравнению в частных производных для функции 9 

®а,«ЛШ « ) ] Л , [ ( й , сс ) ]+е ( ; - a)[(ijl, а ) ]Л, [ ( /7 , a.)] = 5 i [ ( / 7 , a ) ] , (2.19) 

причем A i ^ O . Если частное решение неоднородного уравнения взять не 
зависящим от переменной (г, а ) , то общее решение уравнения (2.19) 
можно записать в следующем виде 

6[(i /Z, a)] = P{A[(il a)]-A[(jl, a ) ] , (I, a)}+B[(jl, a ) ] , (2.20) 

где функции P и А имеют отличные от нуля производные по первому 
аргументу. 

Подставим решение (2.20) в уравнение (2.18), произведем сокраще­
ние на ненулевые множители и зафиксируем переменную <{к, а), полагая 
х=А[(0, а ) ] , у<=А[{Ц, а ) ] 

V'[x-y, (I, а)]=Е[у, (I, a)]l{F[x, (I, a ) ] -F[y, (Z, а ) ] } (2.21) 
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Заметим, что введение независимых переменных х и у возможно, 
так как A(iia)[(il, а)]фО, А0,а)[{]'1, а)]фО. Свойство функций Е и F 
легко вывести из исходного уравнения (2.18) и из условия неравенства 
нулю производной Р 7. Согласно введенному обозначению ЕфО, РфО 
и, кроме того, F[x, (Z, а) ] — F[y, (Z, а) ] ФО. 

Продифференцируем выражение (2.21) по переменным х, у. Сравни­
вая результаты, после простых преобразований получаем 

Е'[у, (I, а)]1Е[у, (I, а)] = 

= {F'[x, (Z, a)]-F'[y, (Z, a)]}/{F[x, (I, a)]-F[y, (I, a))}. '(2.22) 

Переставим в равенстве (2.22) переменные х, у. Правая часть при 
этом не изменится. Сравнивая левые части, приходим к уравнению для 
функции Е 1 

Е'{х, (Z, а)]/Е[х, /(Z, а)]=С[(1, а)]. (2.23) 

Воспользовавшись уравнением (2.23), из равенства (2.22) получаем так­
же уравнение и для функции F 

* ' [ * , U « ) ] = £ , [ ( / , . « ) ] + C [ ( Z , a)]F[x, (I, o 0 ] , (2.24) 

где С[(l, а)] и Ci[(Z, а ) ] — аналитические функции. 
Уравнения (2.23) и >(2.24) легко интегрируются 

Е[х, (Z, а)]=К[{1, a ) ] e x p C [ (Z , а)]х, (2.25) 
F[x, (Z, a ) ] = - C i [ ( Z , a)]/C[(l, a)]+L[(l, a ) ] e x p C[,(Z, a)]x. (2.26) 

Поскольку E ф 0, не обращается в нуль также и коэффициент К. 
Производная функции F в соответствии с выражением (2.26) имеет вид 
F'—CLexpCx, откуда следует, что произведение CL есть аналитическая 
функция, причем СЬфО, так как должно быть F[x, (Z, a ) ] — F[y, (I, а)]ф 
ФО. Если коэффициент С[(1, а)] обращается в нуль, то уравнение (2.24) 
имеет линейное решение, которое может быть получено из общего реше­
ния (2.26) при 

Решения (2.25) и (2.26) подставим в выражение (2.21)" для произ­
водной Р' 

Р'[х-у, (Z, a)]=K[(l, a)]/{L[(l, a ) ] e x P C [ Z , a)](x-y)-L[(l, a ) ] } , 
откуда получаем 

*[х-У, (I, a)l=Ci[(l, a)]+K[(l, a)]X{C[(l, a)]L[(l, а)]У1Х 
Xln {L [ (Z , a ) ] e x p C [ (Z , a)](y-x)-L[(l, a ) ] } . (2.27) 

Используя результат (2.27), можно выписать общее выражение для 
функции ©[(г/7, а)] в соответствии с формулой (2.20) 

в[(г/7, a)]=B[(jl, a ) ] + C 2 [ ( Z , а)]+К[{1, a)]X{C[(l, а)Щ(1, а)]}~'Х 

Xln{L [ (Z , a ) ] e x p C [ (Z , a)][A[(jl, a)]-A[(U, a)]]-<L[(l, a ) ] } , (2.28) 

Заметим, что выражение под логарифмом в формуле (2.28) в нуль не 
обращается. 

Подставим функцию (2.28) в уравнения (2.15) и (2.17) 

R(ij)R(^)K[(l, a)]{C[l, a ) ] L [ (Z , a)]}-l\n{A[(il, a)]-A[(kl, а ) ] } = 0 , 

.(2.29) 
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R(ik)R(^)K[(l, a)]{C[(l, a)]L[(l, a ) ] } - 4 n { A [ ( z 7 , а ) ] - Л [ ( 7 7 , а ) ] } = 0 , 

def 
Л [ ( Д a)]=L[(l, a)]/exVC[(l, a)]A[(il, a)]-L[(l, a)]. (2.31) 

Функция Л аналитична, в выражении (2.31) возможен предельный пере­
ход С - > 0 , сохраняющий свойства этой функции. Кроме того, очевидно 
A ( i , a ) [ ( i i , a ) ] = ^ 0 , так как C[(l, a)]L[(l, а)]фО. 

Эквивалентные уравнения (2.29) и (2.30) определяют неявно, на­
пример, (i, а) как одну и ту же функцию переменной (г, 8 ) . Сравнивая 
соответствующие производные, легко получаем 

A[{ilf . . . и, a) ] Л [(ilf . . . v, р)1 1 
Л iflf . . . v, a)] A l(]lf .. .v, р)] _ 1 = 0. (2.32) 

Л[(klf ...v,a)] A[(klf . . . v, р)] 1 

Запишем результат (2.32) для пг—3. После параметризации легко 
получаем параметрическое представление функции а:Р(ц)X<?(«i) - > Д 
и уравнение (2.2), задающее множество значений функции A:[P(i\)]3X 
X[<2(ai) ] 2 - v i ? 6 , что и составляет содержание случая Ь) доказываемой 
теоремы. 

При дальнейших преобразованиях результата (2.32) будем предпо­
лагать, что пг^А. Переставим в уравнении (2.32) элементы k, I 

A [(ikf . . . v, a)] A [(ikf . . . v, Р)] 1 
Л [(jkf . . .V, а)] Л [ ( / & / . . . и, Р)] 1 = 0 . (2.33) 

Л [(Ikf . . . v , a ) ] A [(Ikf . . . v, р)] 1 

Эквивалентные уравнения .(2.32) и (2.33) определяют неявно, на­
пример, (/, В) как одну и ту же функцию переменной (i, а ) , откуда по­
лучаем 

Л, а) [W> ")1 Л [(ikf, а)] — Л [(Ikf, а)] _ Л р - , р ) !(/*/> Р)1 

[(ikf, a) 
X X 

X (2.34) 

А [ (И/ , а ) ] - Л [ ( Ы / , a ) ] Л ( , > р ) [ ( / Л , Р)] 

ЛЩЛс/, Р ) ] - Л [ ( № / , р)] 
Л [ ( 7 7 / , р ) ] - Л [ ( Ы / , р)] ' 

где для сокращения записи опущены «неподвижные» элементы, следую­
щие за /. 

Поскольку правая и левая части уравнения (2.34) содержат различ­
ные переменные, получаем 

A[(ikf, a ) ] — A\(lkf, a ) ] Л(Ла> К«Л «)1 
\ г , а } ШМ> « ) ] Л [(а/, ос)] — Л [ ( И / , а ) ] 

= а, (2.35) 

где а ^ О . В соотношении (2.35) зафиксируем значение переменной (к, а ) : 

Л («,а,[(Й/, а ) ] / { Л [ ( Й / , а) ] - £ [ ( / / , а ) ] } = аД(,- e ) [(if, a ) ] / { A [ ( i / , а ) ] -
- A [ ( Z / , а ) ] } , 

откуда после интегрирования по переменной (i, а) получаем выражение 
для функции Л: 

Л[(Й/, a ) ] = S [ ( Z / , o c ) ] - M ( ( Z / , « ) ] { А [ ( г / , « ) ] - A [ ( V , a ) ] } " . (2.36) 

Заметим, что в выражении (2.3.6) A [(If, a) ] ^ 0 , А(,-, a > [ ( i / , - a ) ] =7^0 
и отлична от нуля разность, стоящая в фигурных скобках. 
10 Сибирский математический журнал № S 
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Подстатшм выражение (2.36) в соотношение (2.35), введя обозначе­
ния x=A[{if, a ) ] , y=A[(kf, а ) ] , z=A[(lf, а ) ] , 

0 . (2.37) 

Переставим в уравнении (2.37) переменные //, г 
а - 1 

а - 1 
(x-z)a~(y-z)a 

= 0 , 

т. е. в 2 = 1 . 
Легко проверить, что уравнение (2.37) обращается в тождество толь­

ко при подстановке значения а——1. 
Для функции Л из формулы (2.36), где должно быть а*=—1, полу­

чаем выражение 

Л[(Й/, а ) ] = # [ ( / / , a)]+A[(lf, a)]{A[(if, a)]-A[(lf, а)]}~\ (2.38) 

Подставим функцию (2.38) в уравнение (2.32), исключая В и вы­
нося из первого н второго столбца в ненулевой множитель А: 

{R(il)A[(ifw, а ) ] } " 1 

{R(il)M(jfw, а ) ] } " 1 

{R ( W ) A [(fc/w, а)}}'1 

{R(il)A[(ifw,p)]}~ 1 

(Д (77) A [ ( / M P ) ] } " 1 1 

(R(kl)M(kfw, Р ) ] } - 1 1 

= 0, (2.39) 

где опущены элементы, следующие в кортеже (ijklfw.. .v} за элементом 
w. Уравнение (2.39) является следствием эквивалентности уравнений 
(2.32) и (2.33). Производные левой части уравнения (2.39) по каждой 
яз переменных (ijк, ай) , а следовательно, и по всем остальным отличны 
от муля. 

Запишем уравнение (2.39) для то=4. Проведя параметризацию, 
находим параметрическое представление функции a:P(i\)XQ(a\)~*-R 
ж уравнение (2.3), задающее множество значений функции А:[Р(и)]*Х 
X[Q{ai)]z'-*-Rs, что и составляет содержание случая с) доказываемой 
теоремы. 

При последующих преобразованиях результата (2.39) будем пред­
полагать, что т^Б. Переставим в уравнении (2.39) элементы I, /: 

{R(if)A[(ilw, а ) ] } " 1 

{ £ ( / / ) A ](jlw, а ) ] } " 1 

{R(kf)A[(klw, а ) ] } - 1 

{R(if)A)(ilw, Р)]> 

{R (jf) A [(jlw, Р)]}-

(R(kf)A[(klw, р)]} 

- 1 

- 1 

= 0. (2.40) 

Эквивалентные уравнения .(2.39) и (2.40) определяют, например, (/, а ) 
как одну н ту же функцию переменной (г, а ) , откуда получаем 

77 (If) 
*l 

{R (jl) A [(jfw, m)-1 i 
{Л (И) A [(ifm, а))У *l {Я (kl) A [(kfw. i 

AU,a) «)1 
X 

{R(il)A[(ifw, i 
{it (jl) A [( / /», a ) ]} 2 X 

{Ft (kl) A [(kf» P)]}-1 i 
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Воспользуемся дополнительно уравнениями (2.39) и (2.40), чтобы 
исключить из последнего соотношения элемент В: 

R (If) {A(i,a> l(ifw, a)]/A w , « , [(jfw, a)}} x 

{ Д (jk)A[(jfw, a)]} X ( Д (/') Д [ ( / / X a)]} = Q ^ .41) 

{R (ik) A[(ifw, a)]} X {R (Щ A[(ifw, a)]} 

В уравнении (2.41) зафиксируем значение переменных (i/Z, а ) , вво­
дя удобные обозначения функций А, В, В\, В2: 

{ А [ ( / с М a)]+Bi[(fw, a)]}X{A[(kw, a ) ] + 5 [ ( M a ) ] } = B 2 [ ( M a ) ] , 

(2.42) 

= 0. (2.43) 

причем A<k, a ) [ (kw, a) ] =£0, B2[ (fw, a)} Ф0. 
Перепишем уравнение (2.39), преобразуя очевидным образом опре­

делитель третьего порядка в определитель четвертого порядка и исполь­
зуя связь (2.42): 

A [(iw, a)] A [(iw, f>)] A [(iw, а)] X A [(iw, ft)] 1 

A [(jiv, a)] A [(jw, р)] A [(jw, a)] X A [(iw, р)] 1 

A [(kw, a)] A [kw, $)] A [(kw, a)] X A ](kw, P ) ] 1 

A[(lw,a)] A[(lw, P ) ] A [(Iw, a)] X A [(Iw, p ) ] 1 

Соотношение (2.43) в действительности является тождеством, так 
как отсутствуют переменные (/, а ) и (/, В). Продифференцируем тож­
дество (2.43) последовательно по переменным (г, a ) , (i, В), (/., а ) , (/, В) 

A0ia)[(iw, a)]XA0,a)[(jw, a)]XA^h[(iw, В) ] У\А(к: р, [ (kw, 0 , ) ] = О , 

хотя, как было установлено выше при получении" связи (2.42), произ­
водные функции А по первому аргументу отличны от нуля. Выявлен* 
ное противоречие означает, что нельзя записать уравнение, задающее 
множество N в случае тп^-Ъ, п—2, т. е. бинарные физические структу­
ры ранга (т, 2) для mZ^5 не существуют. Это утверждение завершает 
доказательство теоремы. 

Поступила в редакцию 
28 октября 1976 г. 
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