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ПРОСТЕЙШИЕ ПОЛИМЕТРИЧЕСКИЕ 
ГЕОМЕТРИИ. I 

Г. Г. Михайличенко 

Полиметрические геометрии, т. е. геометрии с более чем одним 
расстоянием, естественно возникают в теории физических структур 
Ю. И. Кулакова [1]. Дело в том, что в рамках этой теории расстояние 
понимается в самом общем смысле как числовая функция пары точек, 
причем все взаимные расстояния д л я некоторого конечного числа то
чек по аксиоме так называемой феноменологической симметрии долж
ны быть функционально связаны. Следующий физический пример 
подтверждает , в частности, содержательность понятия двуметриче-
ской геометрии, делая ее возможным объектом точного определения 
и математического исследования. 

Пусть ОТ — множество равновесных состояний некоторой термо
динамической системы, задаваемых двумя параметрами Р и К, т. е. 
давлением и объемом. Каждой паре состояний (ij) & ОТ х ОТ, в з я т ы х 
в определенном порядке, сопоставим д в а числа fl(ij) = Ару (г *-* j) и 
f2(ij) = Аур(г »-* j ) , равных работе внешних сил по переводу системы 
из состояния i в состояние j сначала по изобаре, а потом по изохоре в 
первом случае (процесс PV) и сначала по изохоре, а затем по изобаре — 
во втором (процесс VP). Если состояния i и j з адаются параметрами 
P(i), V(i) и P(j),V(j), то лля величин f1(ij) и f2(ij) имеем следующие 
выражения: 

f1(ij) = P(i)(V(i)-V(j)), f2(iJ) = PU)(V(i)-V(j)). (1) 

Ч и с л а fl(ij) и f2(ij) будем называть расстояниями (соответственно пер
вым и вторым) от точки i до точки j , а саму функцию / : ОТ х ОТ —• Я2, 
где / = (Z 1 , / 2 ) , — двуметрикой. Говорить об обычных метрических ак
сиомах в случае двуметрики не всегда уместно, хотя лля конкретной 
двуметрики (1) аксиома симметрии, например, выполняется в следу
ющем смысле: fl(ji) = —f2(ij)- He совсем ясно, как интерпретиро
вать лля двуметрики неравенство треугольника. Кроме того, рассто
яния fl(ij) и f2(ij) не обязательно положительно определенны и могут 
обращаться в нуль не только д л я совпадающих точек г и j . Поэтому 
ниже удобно будет двуметрику / = (Z 1 , / 2 ) понимать как некоторую 
функцию пары точек, на которую наложены достаточно общие и есте
ственные условия гладкости и невырожденности. 

Рассмотрим, далее, три состояния ij, к £ ОТ, взятых в определен
ном порядке, т. е. тройку (ijk) 6 ОТ3, и выпишем все шесть расстояний 
лля пар (ij), (ifc), (jk)) в которых порядок состояний определяется их 
следованием в исходном кортеже (ijk). Кроме выражений (1) будем 
иметь еще четыре выражения: 

/ x ( i t ) = P(i)(V(i) - V(k)), f\ik) = P(k)(V(i) - V(k)), 
f4jk) = P(j)(v(j)-v(k)), f2(jk) = p(k)(V(j)-v(k)). 
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Исключая из шести расстояний (1), (2) шесть параметров Р(г), V(i), 
P(j), V(j), P(k), V(k) трех состояний г, j , &, сравнительно нетрудно 
получить две независимые функциональные связи между э т и м и рас
стояниями: 

0 
/ЧУ) 
/Ч*'*) 

I/ЧУ) 
/Ч»'*) 
№) 

-/НИ) 
0 

/ W 
/l(i*) 

0 

-№) 

-№) 
-/'О'*) 

0 

-f2(ik) 
-f2(jk) 

= 0, 

0. 

(3a) 

(36) 

Наличие двух соотношений (За) и (36) между шестью расстоя
ниями (1), (2) д л я любой тройки состояний (ijk) Е ЯЛ3 означает в 
терминологии теории физических структур, что исходная функция 
/ : ЯЛ х ЯЯ —* Ш2 задает на множестве состояний ЯЛ двуметрическую 
физическую структуру ранга 3 или двуметрическую феноменологиче
ски симметричную геометрию того же ранга. 

В работе [2] автор, следуя идеям Ю. И. Кулакова [3], д а л опре
деление однометрических физических структур, т. е. феноменологи
чески симметричных геометрий с одним расстоянием. Там же было 
показано, что метрика / : ЯЯ х ЯЯ —• К допускает нетривиальную ло
кальную группу Ли локальных движений, сохраняющих расстояние 
между д в у м я точками. Аналогичная ситуация должна иметь место 
и в случае двуметрических геометрий, а также и s-метрических, где 
s ^ 2, к определению которых мы ниже перейдем. Используя группо
вую симметрию этих геометрий, можно в некоторых частных случаях 
построить их полную классификацию, что и будет сделано во второй 
части работы д л я двуметрических и триметрических феноменологи
чески симметричных геометрий наименьшего ранга 3. 

Пусть имеется множество ЯЯ, являющееся sn-мерным г л а д к и м 
многообразием, где s ^ 2 и n ^ 1 — целые числа, точки которого 
обозначим строчными латинскими буквами, а также функциональное 
соответствие / : ЯЯ х ЯЯ —*• М5, сопоставляющее каждой паре (ij) из 
области его определения 6 / С ЯЯ х ЯЯ некоторую совокупность s ве
щественных чисел f(ij) = ( / 1 ( i j ) , . . . , fs(ij)) Е Ш*. Функциональное соот
ветствие / = ( /* , . . . , fs) будем называть s-метрикой, не требуя, однако, 
положительной определенности ее компонент и выполнения аксиом 
обычной 1-метрики. Заметим, что в общем случае функциональное со
ответствие / не является функцией, т. е. не всякой паре из ЯЯ х ЯЯ 
сопоставляется s чисел, но в дальнейшем удобно в явной записи s-
расстояния f(ij) подразумевать, что (ij) Е 6 / . 

Обозначим через U(i) окрестность точки i E ЯЯ, через U((ij)) — 
окрестность пары (ij) E ЯЯ х ЯЯ и аналогично будем обозначать окрест
ности кортежей из других прямых произведений множества ЯЯ на се
бя. Д л я некоторого кортежа (к\.. .кп) Е ЯЯП д л и н ы п введем функцио
нальные соответствия /п[кх...кп] : ЯЯ - • Ш'п и fn[kx . . . Jbn] : ЯЯ — М5П, со
поставляя точке г Е ЯЯ точки (f(iki),.. . ,/(г'6п)) Е Шзп и (7(&i0,. . .,f(kni)) 
Е Млп соответственно, если (iki),..., (ikn) E 6 / и (fcii),..._, (kni) E 6 / . За
метим, что области определения соответствий / п и / п могут не со
впадать друг с другом и с исходным множеством ЯЯ. В отношении 
пространства ЯЯ и s-метрики / = (/*, . . . , / * ) будем предполагать вы
полнение следующих трех аксиом. 

I. Область определения 6 / функционального соответствия / : ЯЯ х 
ЯЯ —• Ж* есть открытое и плотное в ЯЯ х ЯЯ множество. 
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II. Функциональное соответствие / в области своего определения 
6 / | есть достаточно гладкая функция. 

III. В 9ЯП плотно множество таких кортежей д л и н ы п, д л я кото
рых функциональное соответствие / п ( / п ) имеет максимальный ранг, 
равный sn, в точках плотного в ЯЛ множества. 

Достаточная гладкость означает, что в области определения не
прерывна как сама s-метрика, так и все ее производные достаточно 
высокого порядка. Гладкую s-метрику / = (Z1', •• •>/*)> лля которой 
выполняется аксиома III, будем называть невырожденной. Заметим 
также, что ограничения в аксиомах I—III открытыми и плотными мно
жествами связано с тем, что исходные множества могут содержать 
и с к л ю ч и т е л ь н ы е подмножества меньшей размерности, гле э т и акси
омы не выполняются . 

Пусть m = п + 2 ^ 3. Введем функциональное соответствие F : 
Шт —• M , m(m-1) /2

> сопоставляя кортежу (ijk .. .vw) д л и н ы га из ЯЯт точ
ку (f(ij),f(ik),...J(vw)) € Я*"1*™-1)/2, координаты которой в #"*("»-* )/2 
определяются упорядоченной по исходному кортежу последователь
ностью sm(m—1)/2 расстояний д л я всех пар его точек: (ij), (ik),..., (vw), 
если все э т и пары принадлежат в / . Область определения соответ
ствия F обозначим через вр. Очевидно, что область 6 ^ есть откры
тое и плотное в Wtm множество. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ I. Будем говорить, что функциональное соответствие 
f : Ш х OTt —• Rs задает на sn-мерном многообразии УЯ s-метрическую фе
номенологически симметричную геометрию (физическую структуру) ранга 
т — п + 2, если кроме аксиом I—III дополнительно имеет место сле
д у ю щ а я аксиома. 

IV. Существует плотное в 6 ^ множество такое, что ЛЛЯ каждого 
кортежа (ijk .. .vw) элементов этого множества д л и н ы т = п + 2 и не
которой окрестности U((ijk .. .vw)) найдется такая достаточно г л а д к а я 
функция Ф : & —• Я5, определенная в некоторой области & С Я 5 Ш ^ т ~ 1 ^ 2 , 
содержащей точку F((ijk.. .vw)), что в ней rang Ф = s и множество 
F(u((ijk .. .vw))) является подмножеством множества нулей функции Ф, 

Ф(/ (у) . / (* '*) . - . - . / (™)) = 0 (4) 
лля всех кортежей из U((ijk.. .vw)). 

Аксиома IV составляет содержание принципа феноменологической 
симметрии. Она выражает требование, чтобы sm(m — l ) /2 расстояний 
между точками любого кортежа д л и н ы т — п + 2 из U((ijk .. .vw)) были 
функционально связаны, удовлетворяя системе s уравнений (4). Усло
вие на гавдФ означает, что уравнения Ф = 0 (т. е. Фх = 0 , . . . , Ф, = 0) 
независимы. 

Если х = (х1,..., xsn) — локальные координаты в многообразии ЯЛ, 
то д л я «-метрики / = ( /* , . . . , fs) в некоторой окрестности U(i) х U(j) ка
ждой пары (ij) G в / можно выписать явно ее локальное координатное 
представление 

/(У) = /(*(»), *(;)) = f(xl(i),..., x'n(i), xl(j),.... x*n(j)), (5) 
свойства которого определяются аксиомами II и III. Поскольку ранги 
функциональных соответствий / п и / п , равные sn, максимальны, коор
д и н а т ы x(i) и x(j) входят в представление (5) существенным образом. 
Последнее означает, что никакая локально обратимая гладкая замена 
координат не приведет к уменьшению их числа, т. е. не существу
ет такой локальной системы координат, в которой представление (5) 
можно записать в виде f(ij) = f(xl(i),. >.,xn'(i)txl(j),.. .,xn"(j)), гле ИЛИ 
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п' < sn, и л и п" < sn. Действительно, если, например, п' < sn, то д л я 
любого кортежа (j\ ... jn) G (U(j))n д л и н ы п и для любой точки из U(i) 
ранг функционального соответствия fn[j\ . . . jn] будет заведомо меньше 
sn, что противоречит аксиоме III. Заметим, однако, что существенная 
зависимость представления (5) от локальных координат x(i) и x(j) не 
гарантирует выполнения аксиомы III. 

Используя (5), запишем локальное координатное представление 
введенного выше соответствия F: 

/(У) = /И0,*(Л), Л*'*) = /И0, *(*)), 
матрица Якоби которого 

d№) df(ij) 

f(vw) = f(x(v),x(w)), (6) 

дх{г) 
dfjik) 
дх(г) 

0 

dx(j) 

0 

0 

dfjik) 
дх(к) 

0 

0 

df(vw) 

0 

0 

df(vw) 

(7) 

df 
дх 

\dfi 

Idxi ' 

I дх1 ' 

df1 

dxsn 

df 
dx'n 

dx(v) dx(w) 

имеет sm(m — l) /2 строк и smn столбцов. Здесь через -^ обозначена 
матрица Якоби д л я соответствия / = (Z 1 , . . . , / * ) по координатам х — 

(8) 

Представление (6) для соответствия F задается системой sm(m — l ) /2 
функций /(*.;),/(*&),... ,/(vu;), зависящих специальным образом от smn 
координат xl(i),..., x8n(i),..., x1(w)y..., xsn(w) всех точек кортежа (ijAr... 
vw) д л и н ы m = п + 2. Поскольку число функций в системе (б) не больше 
общего числа координат, наличие связи (4) является н е т р и в и а л ь н ы м 
фактом, не имеющим места для произвольной системы типа (6). 

Соответствие F согласно его координатному представлению (6) 
отображает окрестность U((ijk .. .vw)) С &F В 7^5m(m-1)/2. функциональ
ной матрицей отображения F является матрица Якоби (7) системы 
функций (6), а его рангом называется ранг этой матрицы. 

Теорема 1. Для того чтобы функциональное соответствие / : 9Л х 
9Я —> Я5, удовлетворяющее аксиомам I—III, задавало на sn-мерном мно
гообразии 9Я s-метрическую феноменологически симметричную гео
метрию {физическую структуру) ранга m = n-f2, необходимо и доста
точно^ чтобы ранг отображения F был равен sm(m— l)/2 — s на плотном 
в &F множестве. 

Докажем сначала необходимость условия теоремы 1. 
Лемма 1. В функциональной матрице (7) отображения F с коорди

натным представлением (6) имеется квадратная подматрица порядка 
sm(m — 1)/2 — s, определитель которой отличен от нуля. 

Выделим в матрице (7) квадратную ступенчатую подматрицу, 
диагональными клетками которой я в л я ю т с я следующие квадратные 
матрицы Якоби: д л я sn функций f(ik),..., f(iw) по sn переменным х(г), 
д л я sn функций f(jk)y..., f(jw) по sn переменным x(j), для s(n— 1) функ
ций / (&/ ) , . . . , f(kw) по некоторым s(n — 1) переменным из ж(А:),..., для 
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s функций f(vw) по некоторым s переменным из x(v). Из аксиомы III, 
как легко понять, следует, что д л я любого г ^ sn в функциональной 
матрице соответствия / п обязательно найдется минор порядка г, кото
рый не обращается в нуль. Поэтому ранг выделенной выше ступенча
той подматрицы для некоторого кортежа из U((ijk .. .vw)) оказывается 
равным sn+sn+s(n —l)-\ \-s = s(n2 + 3n)/2 = sm(m~l)/2 — s, где m = n-f 2. 

Следствие . Ранг функциональной матрицы (7) не меньше sm(m — 
1 ) / 2 - « . 

Согласно аксиоме IV в любой окрестности произвольного корте
ж а из &р найдутся такой кортеж (ijk... vw) и такая его окрестность 
U((ijk . . .vw)), что множество значений F(U((ijk .. .vw))) будет удовле
творять уравнениям (4), причем rang<l> = s в точке F((ijk.. .vw)). По
скольку функция Ф достаточно гладкая , можно без ограничения общ
ности считать , что rang<l> = s д л я всех точек области ее определения 
£ С i J 5 m ( m - 1 ) / 2

 И ) конечно же, на множестве значений F(U((ijk.. .vw))). 
Но тогда множество нулей функции Ф, но не обязательно множество 
F(U((ijk . . . vw))), будет гладкой без особых точек поверхностью в 
ftsm(m-i)/2 коразмерности s. 

Продифференцируем уравнение (4) по каждой из smn координат 
ж1(г) , . . . , xsn(i),..., xl(w),..., xsn(w) точек кортежа (ijk ... vw). В резуль
тате получим smn линейных однородных уравнений относительно 
sm(m — 1)/2 производных от компонент функции Ф = (Фх,.. . , Ф3): 

дФ* dfjij) | ( дФа df(iw) = Q 
df(ij) dx(i) df(iw) dx(i) 

ЗФа df{iw) дФа dfjvw) _ 
(9) 

df(iw) dx(w) df(vw) dx(w) 

гле a = 1, . . . ,«, 
дФа 
df 

8Фа дФа 

df1 'dfs 

а через -g^ обозначена матрица Якоби (8). Матрица же системы урав
нений (9) совпадает с матрицей Якоби (7) системы функций (6) с точ
ностью до транспонирования. 

Л е м м а 2. Ранг матрицы системы уравнений (9) не может быть 
больше чем sm(m — 1)/2 — s. 

Предположим противное, т. е. пусть ранг матрицы системы (9) 
равен sm(m— l ) /2 —s', где s' < s. Но тогда система (9) будет иметь все
го s' линейно независимых ненулевых решений, число которых, как 
известно, определяется разностью между числом неизвестных в си
стеме (= sm(m — 1)/2) и рангом ее матрицы (= sm(7n — 1)/2 — s'). Однако 
уравнения системы (9) имеют по крайней мере s таких решений в не
которой окрестности U((ijk.. .vw)), так как по аксиоме IV гаг^Ф = s в 
точке F((ijk . . . vw)). Установленное противоречие и доказывает лемму 

Из леммы 2 и следствия леммы 1 однозначно вытекает, что ранг 
матрицы (7) д л я некоторого кортежа (i\jik\ .. .v\W\) G U((i...w)) будет 
точно равен sm(m— l ) /2 — s. Легко понять, что множество таких корте
жей плотно в 6 F , так как плотно в &г множество кортежей (ijk .. .vw), 
о которых говорится в аксиоме IV. На этом завершается доказатель
ство необходимости условия теоремы 1. 

Перейдем теперь к доказательству достаточности условия теоре
мы 1. 
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Лемма 3. Ни для одного кортежа из &г ранг матрицы (7), т. е. 
ранг отображения F, не может быть больше sm(rn — 1)/2 — «. 

Действительно, если для некоторого кортежа из &г ранг матри
цы (7) будет больше sm(m—1)/2 — «, то он в силу гладкости функций си
стемы (б) будет больше того же значения и в какой-то его окрестности 
U С &F- Но тогда в этой окрестности не найдется ни одного кортежа, 
для которого ранг отображения F был бы равен sm(m — 1)/2 — «, что 
противоречит условию доказываемой теоремы. 

Пусть для кортежа (ijk.. .vw) из плотного в &р множества, о ко
тором говорится в условии теоремы 1, ранг отображения F, задава
емого системой функций (6), равен «га(га — 1)/2 — s. Из леммы 3, оче
видно, следует, что для всякой окрестности кортежа (ijk.. .vw) ранг 
матрицы Якоби (7) не больше sra(ra — 1)/2 — « и равен д л я него это
му значению. По теореме о функциональной зависимости для неко
торой окрестности U((ijк ... vw}) существует такая достаточно глад
кая функция Ф : S —• Rs, определенная в соответствующей области 
£ С Д 5 т ( т - 1 ) / 2

) содержащей точку F((ijk.. .vw)), в которой rang<I> = «, 
что множество F(U((ijk.. .vw))) является подмножеством множества 
нулей функции Ф, т. е. имеют место уравнения (4) д л я всех кортежей 
из U((ijk ... vw)). Ясно также, поскольку ранг матрицы (7) д л я исходно
го кортежа (ijk .. .vw) равен sm(m — l)/2 — s и максимален в окрестности 
U((ijk .. .vw)), что существуют такие его окрестность U'((ijk ... vw)) С 
U((ijk.. .vw)) и соответствующая область £' С <*, для которых мно
жество значений F(U'((ijk ... vw))) совпадает с множеством нулей функ
ции Ф в <?', являясь гладкой без особых точек поверхностью в 
ftsm(m-i)/2 коразмерности «. Теорема 1 полностью доказана. 

Рассмотрим теперь групповые свойства «-метрической феномено
логически симметричной геометрии, введенной выше определением 1. 

Пусть А — взаимно однозначное отображение области U С 9Я на 
область U' С ЯЛ. Гладкое преобразование 

\:U-*U' (10) 

называется локальным движением, если при нем сохраняется «-метрика. 
Последнее означает, что для любой пары (ij) E 6 / такой, что i,j £ U, 
и соответствующей пары (X(i),X(j)}, если она принадлежит б / , имеет 
место равенство 

f(X(i),X(j)) = f(ij), (11) 

выполняющееся для каждой компоненты «-метрики / = ( /*, . . . , / 5 ) . 
Множество всех движений (10) есть локальная группа, д л я кото

рой «-метрика согласно равенству (11) является двухточечным инвари
антом. Если s-метрика известна, то равенство (11) представляет со
бой уравнение, решая которое можно найти полную группу локаль
ных д в и ж е н и й (10). Нам же о «-метрике известно, что она я в л я е т с я 
невырожденной и удовлетворяет некоторому уравнению (4). Но этого 
оказывается достаточно д л я установления существования группы ее 
д в и ж е н и й с sn(n + l) /2 параметрами. 

Д л я большей ясности последующего изложения воспроизведем в 
наших обозначениях определение локальной группы Ли преобразова
ний, следуя монографии [4, с. 435]. Пусть &г — r-мерная локальная 
группа Ли и U — некоторая область гладкого многообразия ЯЯ. До
пустим, что каждому элементу a G б г поставлено в соответствие не
прерывно зависящее от а гомеоморфное отображение Аа области U на 
некоторую область U' многообразия ЯЯ, относящее точке i E U некото
рую точку i' £ U', т. е. V = Аа(г) = А(г,а). Будем говорить, что (5Г есть 
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локальная группа Ли преобразований области U, если выполнены сле
д у ю щ и е условия: 1) единице е группы 0 Г соответствует тождествен
ное преобразование A(i,e) = i области U на себя и А(А(г, а), 6) = А(г,аЬ), 
т . е. произведению элементов а, 6 Е ФГ соответствует произведение 
преобразований; 2) д в а преобразования Аа и А& совпадают только то
гда, когда а = Ь (иначе это условие можно сформулировать, потребо
вав, чтобы преобразование Аа было тождественным лишь при усло
вии, что а есть единица е группы Фг); 3) в координатной форме А(г,а) 
есть достаточное число раз дифференцируемая функция точки г Е U и 
элемента а Е Фг. 

Определенная только что группа преобразований по условию 2 эф
фективна, и потому сами элементы группы 0 Г могут считаться пре
образованиями, т. е. можно говорить о г-мерной локальной группе Ли 
локальных преобразований многообразия ЯЛ, которую обозначим че
рез ФГ(А). Таким образом, в области U задано эффективное гладкое 
действие группы (5Г, причем условия 1-3 выполняются д л я некото
рой ее части, т. е. некоторой зависящей от U окрестности единичного 
элемента е Е 0 Г . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Будем говорить, что функциональное соответствие 
/ : 9Jt х 9Jt —• Rs задает на sn-мерном многообразии Wt s-метрическую геоммг-
трию, наделенную групповой симметрией степени sn(n -f l ) /2 , если кроме 
аксиом I—III дополнительно имеет место следующая аксиома. 

IV . Существует открытое и плотное в 9Л множество, д л я каждой 
точки г которого задано эффективное гладкое действие sn(n + l) /2-
мерной локальной группы Ли в некоторой окрестности U(i) такое, что 
действия ее в окрестностях U(i),U(j) двух точек i,j совпадают в пе
ресечении U(i) П U(j) и что функциональное соответствие / является 
двухточечным инвариантом. 

Группы преобразований, о которых говорится в аксиоме IV, опре
д е л я ю т локальную подвижность жестких фигур в sn-мерном прост
ранстве 9Л, аналогичную подвижности твердых тел в евклидовом про
странстве. Заметим, что глобальной подвижности при этом может и 
не быть, так как, хотя локальные действия группы 05 П(П + 1)/2 определе
ны согласно аксиоме IV в некоторой окрестности каждой точки откры
того и плотного в Ш множества, может оказаться, что на всем этом 
множестве действует только единичный элемент группы. Множество 
пар, д л я которых s-метрика / определена и является двухточечным 
инвариантом, очевидно, открыто и плотно в 9Я х Ж. Будем говорить 
также, что s-метрика / допускает sn(n+ 1)/2-мерную локальную группу 
Ли локальных движений. 

Из аксиомы IV следует, что на открытом и плотном в 9Jt множе
стве задано sn(n -f 1)/2-мерное линейное семейство гладких векторных 
полей X, замкнутое относительно операции коммутирования, т. е. ал
гебра Ли преобразований (см. [4, §60]). В некоторой локальной системе 
координат базисные векторные поля этого семейства запишем в опе
раторной форме: 

где ш = 1,.. . ,5п(п-Ь 1)/2, а по немому индексу р. производится сум
мирование в пределах от 1 до sn. Функциональное соответствие / = 
(У1*---, /5) будет двухточечным инвариантом локальной группы Ли 
преобразований некоторых окрестностей U(i),U(j) точек i}j в том и 
только в том случае, если оно покомпонентно удовлетворяет системе 
уравнений 

• М О Л У ) + <MJ')/(0') = о 
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с операторами (12): 

поЩ^Ш^ т 
где А£(г) = А£(х(г)) = X^(xl(i),.. .,xsn(i)) и аналогично для \%(j) (см. [5, 
с. 229, 237]). 

Если векторное поле X ненулевое, то в области его з адания есть 
хотя бы одна точка, в которой оно отлично от нуля. Однако в дру
гих точках этой области поле X может обращаться в нуль. Если же 
д л я соответствующей группы Ли преобразований, алгебре Ли которой 
п р и н а д л е ж и т поле X, s-метрика является невырожденным двухточеч
ным инвариантом, то имеет место следующая 

Лемма 4. Множество точек, где ненулевое векторное поле X алге
бры Ли локальной группы Ли локальных преобразований, удовлетво
ряющей аксиоме IV , отлично от нуля, открыто и плотно в ЯЛ. 

Предположим противное. Пусть ненулевое векторное поле X име
ет в и д X = о,шХш, где аш, и> = l , . . . , s n ( n + l) /2 — постоянные, не все 
равные нулю одновременно, в некоторой окрестности U(i) точки г обра
щаются в нуль тождественно. Поле X ненулевое, поэтому в какой-то 
другой точке j , а значит, и в некоторой ее окрестности U(j) оно от
лично от нуля. Поскольку область 6 / открыта и плотна в ЯЛ х ЯЛ по 
аксиоме I, можно считать , что (г.;) Е в / . Тогда согласно аксиоме I V 
5-метрика / будет двухточечным инвариантом, являясь решением си
стемы sn(n + l ) /2 уравнений (13). С учетом того, что по предположе
н и ю X(i) = awXw(i) = 0 и X(j) = awXw(j) ф О, из этой системы получаем 
уравнение 

в которое в х о д я т производные только по координатам точки j и толь
ко от э т и х же координат зависят коэффициенты a^X^j) при производ
ных, причем по крайней мере один из них отличен от нуля. Следо
вательно, уравнение (13') может быть решено методом характеристик. 
Система уравнений характеристик д л я него имеет не более sn — l неза
висимых интегралов, и потому общим решением уравнения (13') будет 

f(ij) = f(xl(i),..., x>n(i), ^(j), • • •, r'U)), 
где, например, ф1(з) = ф1{х1{з),.. • ,#5 n(j)) и n' ^ sn — 1. Но в полученное 
лля «-метрики / выражение sn координат точки j входят несуществен
ным образом через n' < sn функций ipl(j),..., фп (j), что, очевидно, про
тиворечит аксиоме III. Таким образом, в окрестности U(i) обязательно 
найдется точка, где исходное векторное поле отлично от нуля. По
скольку область задания поля X плотна и открыта в ЯЛ, множество 
точек, где оно отлично от нуля, тоже плотно и открыто в ЯЛ, хотя 
может и не совпадать с областью его задания. Лемма 4 доказана. 

Следствие. Множество точек, где базисные векторные поля Хш, 
UJ = l,...,sn(n+ l ) /2 , алгебры Ли локальной группы Ли локальных 
преобразований, удовлетворяющей аксиоме IV, одновременно отлич
ны от нуля, открыто и плотно в ЯЛ. 

Следствие очевидно, так как по доказанной выше лемме 4 каждое 
базисное векторное поле Хш отлично от нуля на открытом и плотном 
в ЯЛ множестве, пересечение же конечного числа таких множеств от
крыто и плотно в ЯЛ. 
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Теорема 2. Для того чтобы функциональное соответствие / : ОТ х 
Ш —• Rs, удовлетворяющее аксиомам I-III, з адавало на sn-мерном мно
гообразии 9Л s-метрическую геометрию, наделенную групповой сим
метрией степени sn(n + l ) /2 . необходимо и достаточно, чтобы ранг ото
бражения F был равен sm(m — 1)/2 — s, где m — п + 2, на плотном в &г 
множестве. 

Докажем сначала необходимость условия теоремы 2. 
Пусть (ijk...vw) £ 9Jtm такой кортеж д л и н ы m = п + 2, что его 

точки iyj,k,...,v)w принадлежат открытому и плотному в 9Л множе
ству, о котором говорится в аксиоме IV определения 2. Ясно, что 
множество таких кортежей открыто и плотно в 9Jtm, а его пересече
ние с &F открыто и плотно в © F - Поэтому, не ограничивая общно
сти, можно считать , что (ijk...vw) £ &г- Согласно аксиоме IV су
ществуют такие окрестности U(i),U(j),... ,U(w) точек этого кортежа, 
что действия некоторой sn(n -Ь 1)/2-мерной локальной группы Ли в 
них сохраняет s-метрику / , определенную в каждой из окрестностей 
U(i) х U(j),U(i) x U(k),..., U(v) x U(w). Возьмем теперь произвольную 
m-точечную фигуру, соответствующую некоторому кортежу д л и н ы m 
из окрестности U(i) x U(j) x • • • х U(w) С 6 ^ . Движение этой фигуры как 
жесткой конструкции означает, что при действии группы 05 П(П + 1) /2 

в окрестностях U(i),U(j),... ,U(w), т. е. при изменении координат ее 
точек, все sm(m— l ) /2 расстояний в ней, определяемые системой функ
ций (6), сохраняются, будучи двухточечными инвариантами. Инвари
антность же функций (6) при локальных преобразованиях, задаваемых 
векторными полями 

X = ^ ) ~ (") 

в окрестностях U(i),U(j),... ,U(w), означает, что э т и функции удовле
т в о р я ю т следующей системе уравнений, аналогичных уравнению (13): 

\4i)df{ij) I ,V(i)df{ii) - О 

v ; dx»(v) v Jdx»(w) 

Система (15) при известной s-метрике / = ( Z 1 , . . . , / 5 ) может быть 
рассмотрена как система sm(m — l)/2 линейных однородных уравне
ний относительно m(sn) компонент векторного поля (14) в некоторых 
окрестностях точек i,j, к,..., v, w. Заметим, что матрица этой системы 
совпадает с функциональной матрицей (7) отображения F. Алгебры 
Ли векторных полей (14) sn(n + 1)/2-мерны, так как такую размерность 
и м е ю т согласно аксиоме IV локальные группы Ли преобразований 
окрестностей U(i),U(j),... }U(w). Система (15), следовательно, имеет 
решение 

A"(i) = owA£(t), . . . , \"(w) = au)£(w), (16) 

где аш — произвольные числовые коэффициенты и по индексу ш про
изводится суммирование в пределах от 1 до sn(n -f l ) /2, причем функ
ции А£(#) линейно независимы по этому индексу с постоянными коэф
фициентами в соответствующих окрестностях каждой точки кортежа 
(ijk . . . vw). 
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Таким образом, система (15) имеет sn(n+1)/2 линейно независимых 
с постоянными коэффициентами ненулевых решений. Их можно выпи
сать по общему решению (16), взяв sn(n+1)/2 линейно независимых не
нулевых векторов ( а 1 , . . . , а*п^п+1^2), например, (1 ,0 , . . . , 0 ) , . . . , ( 0 , . . . , 0,1): 

А£(0,<Ш. • - . , № ) , (16') 
где /z = 1 , . . . , sn и и = 1 , . . . , sn(n -f l ) /2 . 

Лемма 5. Решения (16') линейно независимы не только с постоян
ными коэффициентами, но и с переменными коэффициентами, т. е. в 
общем смысле. 

Предположим противное. Пусть найдутся такие переменные ко
эффициенты сш = cw((ijk ... vw)), ijj = 1 , . . . , sn(n -f l ) /2, что имеют место 
следующие m • (sn) соотношений: 

&>\*{i) = 0, c"\£(j) = 0, . . . , c"\»(w) = 0, (17) 

вытекающие из предполагаемой линейной зависимости решений (16'), 
которые, напомним, линейно независимы с постоянными коэффициен
тами. Коэффициенты сш суть решения системы уравнений (17) и по 
предположению я в л я ю т с я некоторыми функциями координат точек 
кортежа (ijk...vw), одновременно в нуль не обращающимися ни для 
одного из таких кортежей. Заметим, что система (17) не обязатель
но имеет ненулевое решение, так как в ней число уравнений больше 
числа неизвестных. 

Рассмотрим движение произвольной фигуры (к . . . vw), содержащей 
п точек, и фигуры (jk . . . vw), содержащей п+1 точку, причем переход от 
первой фигуры ко второй состоит в добавлении точки j . Поскольку 
при д в и ж е н и и второй фигуры сохраняются также и sn расстояний 
f(jk),..., f(jw), относительно sn компонент векторного поля X(j), т. е. 
поля (14), в некоторой окрестности U(j) точки j , естественно возникает 
система sn линейных неоднородных уравнений: 

А [3)dx^j) ~ А (*W(*)* 

А v'dxtij) ~ А (w)dx>{wy 

Ранг матрицы этой системы согласно аксиоме III равен sn по крайней 
мере д л я одного кортежа (k...vw) и одной точки j из соответствую
щих окрестностей. Решая уравнения системы, выражаем компонен
ты векторного поля X(j) через компоненты векторных полей Х(к),..., 
X(w): 

где b%u = b%u((jk . . . vw)), a — I,... ,n. В соответствии с решением (16) и 
в силу произвольности коэффициентов аш в нем из э т и х выражений 
получаем линейную связь: 

^0') = W W + - + W K (is) 
Запишем подсистему из sn2 уравнений системы (17), относящуюся 

к укороченному кортежу (к . .. vw) длины п: 

cu,A£(fc) = 0,...,c*'A£(u;) = 0. (17') 
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Соответствующая подсистема системы (17) для кортежа (jk .. .vw) 
д л и н ы п + 1 получается добавлением к подсистеме (17') sn уравне
ний c^A£(j) = 0, которые по линейной связи (18) я в л я ю т с я следстви
ем уравнений подсистемы (17'), т. е. ранги матриц подсистем си
стемы (17), относящиеся к кортежам (jk...vw) и (k...vw), совпадают. 
Пусть ранг матрицы подсистемы (17') равен г. Ясно, что он не пре
вышает значения sn(n + l ) /2 и по следствию леммы 4 не может быть 
меньше единицы. Однако в случае г = sn(n + l) /2 вся система (17) 
будет иметь только нулевое решение, что противоречит сделанному 
предположению. Если же sn(n + l ) /2 = 1, то обязательно должно быть 
г = sn(n -f 1)/2, поэтому будем считать , что sn(n -f l ) /2 > 1, т. е. что 
или га > 1 или s > 1. Тогда в матрице подсистемы (17') найдется ква
дратная подматрица ненулевого порядка г < sn(n-\- l ) /2, определитель 
которой отличен от нуля. Возьмем подматрицу порядка г + 1 , содержа
щую эту квадратную подматрицу в качестве минора порядка г и одну 
строку из матрицы подсистемы системы (17) для кортежа (jk.. .vw), в 
которую входят функции A£(j). Поскольку по доказанному выше ранг 
матрицы подсистемы системы (17) д л я кортежа (jk .. .vw) тоже равен г, 
определитель указанной подматрицы порядка г+1 должен обращать
ся в нуль. Раскрывая его по элементам строки, содержащей функции 
A£(j), д л я каждого индекса fi = 1 , . . . , sn получаем связь 

3*((k...vw))\>{j) = 0, 
где сш((к ...vw)) есть алгебраическое дополнение к A£(j), зависящее от 
координат точек кортежа (к . . .vw) и не зависящее от координат точки 
j . Заметим, что хотя бы одно из этих алгебраических дополнений то
ждественно в нуль не обращается. Фиксируя в полученной связи коор
д и н а т ы точек кортежа (к . . . vw), по которым эта связь выполняется то
ждественно, устанавливаем, что функции A£(j) линейно зависимы по 
нижнему индексу и с постоянными коэффициентами. Но этот резуль
т а т противоречит основному условию аксиомы IV, согласно которому 
размерность локальной группы Ли преобразований окрестности U(j) 
равна sn(n+1)/2, и потому такую же размерность имеет соответствую
щая алгебра Ли векторных полей X(j) с базисом Xw(j) = ^(j)d/dx^(j), 
где и = 1, . . .,sn(n -f l ) /2 . Установленное противоречие и доказывает 
лемму 5. 

Итак, по только что доказанной лемме 5 система уравнений (15) 
имеет sn(n + l ) /2 линейно независимых в общем смысле ненулевых ре
шений в некоторой окрестности U(i) x U(j) х • • • х U(w) кортежа (ijk . . . vw). 
Предположим, что в этой окрестности найдется такой кортеж д л и н ы 
m — п + 2, д л я которого ранг матрицы (7), т. е. матрицы системы (15), 
равен sm(m — 1)/2 — s', где s > s' ^ 0, и этот ранг максимален. В силу 
гладкости s-метрики / ранг матрицы (7) будет равен sm(m— l ) /2 — sf и в 
некоторой окрестности указанного кортежа, содержащейся в окрестно
сти U(i) х U(j) x • • • х U(w). Как известно, максимальное число линейно 
независимых (для системы (15) в общем смысле) ненулевых решений 
системы линейных однородных уравнений равно числу неизвестных 
минус ранг матрицы системы. В предполагаемом случае д л я систе
мы (15) оно будет равно smn — sm(m — 1)/2 + sf = sn(n -f l ) /2 - (s - s'), где 
m — n + 2, т. е. меньше sn(n -f l) /2, хотя по лемме 5 э та система имеет 
sn(n-\-1)/2 линейно независимых в общем смысле ненулевых решений. 
Таким образом, ранг матрицы (7) в окрестности U(i) x U(j) x • • • х U(w) 
не может быть больше sm(m— l ) /2 — s. С другой стороны, в матрице (7) 
по лемме 1 имеется квадратная подматрица порядка sm(m — 1)/2 — s с 
отличным от нуля определителем для некоторого кортежа из окрест
ности U(i) x U(j) x ••• х U(w). Следовательно, в любой окрестности 
плотного в 6 ^ множества кортежей (ijk.. .vw), упомянутых в самом 
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начале доказательства теоремы 2, найдется такой кортеж, д л я которо
го ранг матрицы (7), т. е. ранг отображения F, задаваемого системой 
функций (6), точно равен sm(m — 1)/2 — s. Множество таких кортежей, 
очевидно, плотно в &р) что и завершает доказательство необходимо
сти условия теоремы 2. 

Перейдем к доказательству достаточности условия теоремы 2. 
Пусть для кортежа (ijk... vw) д л и н ы т = п + 2 из плотного в &F 

множества, о котором говорится в условии теоремы 2, ранг отобра
жения F с функциональной матрицей (7) равен sm(m — 1)/2 — s. Опи
раясь на лемму 3, можем полагать, что ранг матрицы (7) будет равен 
sm(m— \)/2 — s д л я всех кортежей из некоторой окрестности U(i) х U(j) x 
• • -xU(w) С &F- Поскольку число столбцов в этой матрице, равное smrc, 
больше ее ранга, между ними существует линейная связь. Запишем 
эту связь между столбцами по элементам каждой строки: 

1 J dx»(v) L idx^(w) 

где, например, А [̂г] — коэффициент линейной зависимости при столб
це с дифференцированием по координате а^(г'), р = l , . . . , s n , а д л я его 
о т л и ч и я от компоненты А (̂г') векторного поля (14) в окрестности С/(г), 
входящей в уравнения (15), здесь использованы квадратные скобки. 
Соотношения (19) при известной s-метрике / = (Z 1 , . . . , / * ) будем рас
сматривать как систему sm(m— l ) /2 линейных однородных уравнений 
относительно smn коэффициентов линейной зависимости А^[г], A^L;],..., 
A^fw], которые одновременно в нуль не обращаются ни для одного кор
тежа (ijk .. .vw) из окрестности U(i) x U(j) x • • • х U(w). Матрица систе
мы (19) совпадает с матрицей (7), поэтому ее ранг равен sm(m— 1)/2 — s. 
Максимальное число линейно независимых (в общем смысле) ненуле
вых решений системы (19) равно числу неизвестных минус ранг ма
трицы системы, т. е. равно sn(n -f l ) /2. Выпишем общее решение си
стемы (19): 

\"[i\ = d*\»(i,(ijk.-.vw)), 
\»[j] = c»\Z(j,(ijk...vw)), m 

\"[w] = <r\£,(w,(ijk...vw)), 

где cw = ^((ijk . . .vw)) — коэффициенты общего решения в его выра
жении через линейно независимые ненулевые для каждого кортежа 
(ijk...vw) решения этой же системы, причем суммирование по индек
су uj производится в пределах от 1 до sn(n + l ) /2 . Однако в о т л и ч и е 
от решения (16) аналогичной системы (15) здесь учтена возможная за
висимость выражений А*4[г], А^[;] , . . . , X^[w] не только от координат той 
точки, по координатам которой проводится дифференцирование в со
ответствующем столбце матрицы Якоби (7), но и от координат всех 
точек кортежа, входящих в коэффициенты уравнения (19). Кроме того, 
в решении (20) линейные коэффициенты сш я в л я ю т с я в общем случае 
произвольными функциями координат точек кортежа (ijk .. .vw), тогда 
как в решении (16) они были только произвольными числами . 
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Лемма 6. Общее решение (20) системы уравнений (19) может быть 
записано в такой форме) что координаты точки i и точки j входят 
явно в функции А£ только для выражений А [̂г] и №Ц] соответственно. 

Пусть сначала п = 1. Тогда в системе (19) будет 3s уравнений: 

' А l?W(*)+A l*W(*)-0, (19) 

д я м Я + ш М - п 
А W a ^ ( j ) + A l*JdxM(t)-°-

где /i = 1,...,«. Ранг матрицы этой системы равен 2s в окрестности 
U(i) х U(j) x U{k), поэтому она имеет там s линейно независимых не
нулевых решений. По аксиоме III в этой окрестности найдется такая 
тройка (кортеж д л и н ы три), д л я которой отличны от нуля якобианы 
| Qx\i)\ и 1 dx(j)\> г д е df е с т ь матрица Якоби (8), которая д л я случая 
п = 1 будет квадратной. Общее решение системы уравнений (19*) тем 
самым можно записать в следующем виде: 

А*[*] = с" А£ (*,<*)), 
А"М = c"A£(i, <*», (20*) 

A"[7] = c-A£(j,(*», 
где о/ = 1 , . . . , « и через (к) условно обозначено возможное присутствие 
координат точки к во всех выражениях этого решения. 

Пусть теперь п ^ 2. Обозначим через / точку, следующую за точ
кой к в кортеже (ijkl.. .vw). Возьмем кортеж д л и н ы n = m — 2, полу
ченный из первоначального кортежа (ijkl... vw) E U(i) x [/(j) x • • • х £/(и>) 
д л и н ы m опусканием точек г и j . Выделим из системы (19) подсистему 
sn(n — l ) /2 уравнений, которые не в к л ю ч а ю т в себя координат точки г 
из окрестности U(i) и точки j из окрестности U(j): 

\>\k\df{kl) \ \»mdf{kl) - о А [Цдх»(к) + х [ Ц д х » ( 1 ) - 0 ' 

1 ' dx»(v) l }dx"(w) 

(19') 

В матрице подсистемы (19') имеется минор порядка sn(n—1)/2, по акси
оме III не обращающийся в нуль всюду. Соответствующая квадратная 
матрица ступенчатая, и ее диагональными клетками я в л я ю т с я следу
ющие квадратные матрицы Якоби: д л я s(n- 1) функций / (&/ ) , . . . , f(kw) 
по s(n— 1) переменным из х(к),..., д л я s функций f(vw) no s переменным 
из x(v) (см. аналогичную лемму 1), т. е. ранг матрицы подсистемы (19') 
равняется своему максимальному значению sn(n—1)/2 по крайней мере 
д л я одного укороченного кортежа д л и н ы п из U(k) x • • • х U(w} и неко
торой его окрестности. Но тогда подсистема (19') имеет в этой окрест
ности sn(n-H)/2 и не более линейно независимых (в общем смысле) не
нулевых решений, так как максимальное число таких решений равно 
числу входящих в нее неизвестных (= sn2) минус ее ранг (= s n ( n - l ) / 2 ) . 
В матрице подсистемы (19') нет зависимости от координат точек i и j , 
и потому ее общее решение можно записать в такой форме, в которой 
функции А£ не зависят от этих координат: 

\»[k] = c»\»(k,(k...vw)), 
(21) 

\»Ы = <Г\»(ь,,(к...уи>)). 
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(19") 

При этом суммирование по индексу CJ, как и в общем решении (20) всей 
системы (19), производится в пределах от 1 до sn(n + l ) /2 . 

Выделим из системы (19) подсистему sn уравнений, содержащих 
координаты точки г: 

1}дх»(г) L 1дх^{к) 

L Jdx"(i) L }dx»(w) 

и подсистему sn уравнений, содержащих координаты точки ,;': 

••• ••••••• (19'") 
А uW(j) +А и<^н 

Относительно sn неизвестных А^г] и А ^ ] э т и подсистемы неоднород
ны и по аксиоме III имеют ранг sn. Но тогда неизвестные коэффици
енты А [̂г] и А^[/] могут быть однозначно выражены через общее реше
ние (21) подсистемы (19'): 

A"W = CA£(j, <*...»«;)). l } 

Ранг подсистемы уравнений (19) без первых s уравнений 

содержащих s расстояний f(ij) = (fl(ij), •.., fs(ij)), равен рангу самой 
системы (19), в чем легко убедиться, составляя ее из подсистем (19'), 
(19") и (19'"). Поэтому первые s уравнений системы (19), т. е. урав
нения (23), я в л я ю т с я следствием всех остальных и никаких допол
нительных ограничений на решения (22) не налагают . Совокупность 
решений (21) и (22) систем (19') и (19"), (19'") для п ^ 2, а также реше
ние (20*) системы (19*) д л я п = 1 в некоторой окрестности некоторого 
кортежа из U(i) х U(j) х • • • х U(w) д л я любого п ^ 1 задает общее ре
шение системы (19), причем в этом решении координаты точек i и 
.; в х о д я т явно в функции А£ только для коэффициентов А [̂г] и X^[j] 
соответственно. Лемма б доказана. 

Рассмотрим, далее, такой кортеж (р.. .q) £ 9ЛП д л и н ы п, что л ю б а я 
упорядоченная по нему пара его элементов принадлежит 6 / . Множе
ство таких кортежей, очевидно, открыто и плотно в 9ЯП. Запишем 
систему уравнений (19') д л я этого кортежа и некоторой его окрестно
сти U(p) х • • • х U(q). Эта система, как показано выше, имеет не более 
sn(n -f l ) /2 линейно независимых ненулевых решений. Общее ее реше
ние можно записать по решению (21) простой заменой точек кортежа 
(kl... vw) соответствующими точками кортежа (р... q): 

(2Г) 
А"[«] = ^ А 2 ( в , ( р . . . д » . 

Функции А£, очевидно, линейно независимы в общем смысле по ниж
нему индексу UJ для совокупности точек кортежа (р . . .q). Сл учай п = 1 
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можно естественным образом в к л ю ч и т ь в решение (21*), полагая про
сто А"[р] = с- А£(р, (р)). 

Пусть i такая точка из 9Л, что все пары (гр), . . . , (ig) принадле
ж а т в / . Запишем систему sn уравнений (19") д л я кортежа {ip...q) 
д л и н ы п + 1 и некоторой его окрестности U(i) х (7(р) х • • • х U{q): 

u5ar' i(») &с"(«) 

(24) 

Общее решение этой системы можно записать по решению (22): 

A"M = cwA£(i )(p. . .e», (25) 

где, напомним, суммирование по индексу и производится в пределах 
от 1 до sn(n -f l ) /2 . 

Лемма 7. Функции А£(г, (р . . . q)) в решении (25) системы (24) линей
но независимы по нижнему индексу w с постоянными коэффициента
ми. 

Предположим противное, т. е. что найдутся такие числа аш,ы — 
1 , . . . , sn(n + l ) /2 , не все равные нулю одновременно, с которыми для ка
ждого значения индекса р = l , . . . , s n имеет место соотношение ашА£(г, 
(р . . .#)) = 0. Естественно при этом, что хотя бы для одной из точек 
кортежа (р . . .q) и некоторого значения индексар в отношении функций 
А£ в решении (21*), будет выполняться неравенство ашА£ ^ 0, напри
мер, аыА£(р, (р...(/)) ф 0. Подставим выражение (25) для А [̂г] и первое 
выражение решения (21*) для \ц[р] в первые s уравнений системы (24). 
С учетом независимости коэффициентов сш получаем уравнения 

* ( « . < , . . . , » ^ + Ч(*(Р...,»^-О. 

из которых при сделанных предположениях легко получаем уравне
ние 

В нем неизвестными считаем компоненты s-метрики / = (/*, . . . , / 3 ) . 
Фиксируя в полученном уравнении координаты всех точек кортежа 
(гр.. .д), кроме координат точек г и р, получаем д л я пары (гр) уравне
ние типа (13'), следствием которого является несущественная зависи
мость 5-метрики f(ip) от координат точки р, противоречащая аксиоме 
III. Значит , должно быть равенство аыА^(р, (р. . .q)) = 0. Аналогично 
устанавливаем, что равенство аыА£ = 0 будет иметь место и для всех 
остальных точек кортежа (р . . .q) в решении (21*). Однако это противо
речит тому, что решение (21*) системы (19') д л я кортежа (р . . .q) общее 
и максимальное число ее линейно независимых (в общем смысле) не
нулевых решений равно sn(n -f l ) /2. Лемма 7 доказана. 

Лемма 8. Множество решений (25) различных систем (24), отлича
ющихся друг от друга выражениями (21*) для множителей Ам[р],. . . , 
А^[д], образуют линейное семейство. 

Пусть А[г] и А[г] — д в а решения систем уравнений {24) с множи
телями А^[р],..., X^[q] и А^[р],..., А̂ [<7] соответственно. Эти множите
ли, в свою очередь, получаются из выражений общего решения (21*) 
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при подстановке коэффициентов сш и сш. Тогда линейная комбинация 
аЛ^[г] + 6А/1[г], где а и 6 — произвольные числа, также будет решением 
системы (24) с множителями аА^[р]-h 6А^[р],.. .,аА^[д] Ч-6А^[д], которые 
можно получить из общего решения (21*) при подстановке коэффици
ентов асш •+- Ьсш. Лемма 8 доказана. 

Согласно аксиоме III в окрестности U(p) х • • • х U(q) найдется та
кой кортеж {ро . . . до) д л и н ы п, что ранг функционального соответствия 
/п[ро •••<?()] : Ш —* R$n будет равен sn д л я некоторого плотного в ОТ 
множества точек г. Записывая системы уравнений (24) д л я кортежей 
(гро • • -<7о) д л и н ы п + 1 и некоторых их окрестностей [/(г) х U(po) х • • • х 
U(qo), получаем их решения 

А"И = c"A£(i, (Ро • • .?о» = С"А£(0, (25') 

которые по доказанной выше лемме 8 образуют линейное семейство, 
причем точка г принадлежит некоторому открытому и плотному в 9Я 
множеству. 

Рассмотрим такой кортеж (ijk...vw) E 6 F , ЧТО каждая его точка 
принадлежит области определения линейного семейства (25'). Мно
жество таких кортежей, очевидно, открыто и плотно в &р. Т о г д а в 
некоторой окрестности U(i) x U(j) x • • • х U(w) С 6 ^ определено линейное 
семейство 

A"[i] = с<"А£(г),..., А > ] = с " А £ Н . (26) 
Коэффициенты (26) я в л я ю т с я некоторым решением системы (19) ана
логично тому, как решения (22) подсистем (19") и (19'") я в л я л и с ь не
которым решением уравнений (23), т. е. первых s уравнений систе
мы (19). Взяв для коэффициентов ( с 1 , . . . , c*«("+i)/2) значения ( 1 , 0 , . . . , 0), 
. . . , ( 0 , . . . , 0,1), получаем следующую совокупность sn(n -f l ) /2 решений 
системы (19): 

A2(i),A£(J),...,A£(uO, (27) 

где ijj — 1 , . . . ,sn(n + l ) /2 . Эти решения согласно лемме 7 линейно не
зависимы по нижнему индексу и с постоянными коэффициентами. Но 
они оказываются линейно независимыми не только с постоянными ко
эффициентами, но и с переменными, т. е. в общем смысле, что можно 
установить точно так же, как это было сделано в отношении реше
ний (16') системы (15) при доказательстве леммы 5. Поскольку, с дру
гой стороны, система (19) имеет не более sn(n + l ) /2 линейно незави
симых в общем смысле ненулевых решений, ее общее решение может 
быть записано в форме (26) с произвольными переменными коэффици
ентами сш — cw((ijk . . . vw)). 

Каждое из sn(n+ l ) /2 решений (27) определяет в некоторой окрест
ности U(i) х U(j) х • • • х U(w) исходного кортежа (г.;к . . . vw) д л и н ы т = гг+2 
гладкое векторное поле, а совокупность всех решений (27) образует ба
зис sn(n + 1)/2-мерного линейного семейства таких полей. Любое поле 
этого семейства может быть представлено в базисе (27) выражениями 

A"(i) = owA£(i),. • •, А"(о») = ewA£(u;), (28) 

но в отличие от аналогичных выражений (26) здесь коэффициенты аш 

я в л я ю т с я произвольными числами. 

Л е м м а 9. Линейное sn(n + 1)/2-мерное семейство гладких вектор
ных полей (28) с базисом (27) замкнуто относительно операции комму
тирования. 

Пусть векторное поле 

A"(«),A"(i) А"(«;) (29) 
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есть коммутатор каких-либо двух векторных полей семейства (28). Яс
но, что любой коммутатор имеет форму (29) вследствие независимо
сти координат, относящихся к разным точкам кортежа (ijk .. .vw). С 
другой стороны, коммутатор (29) является некоторым решением систе
мы (19), поэтому он может быть записан по ее общему решению (26): 

A"(i) = cwA£(i), • • •, А * » = С"А£И, (30) 

в котором коэффициенты сш не обязательно я в л я ю т с я числами, т. е. 
могут зависеть от координат точек кортежа (ijk ... vw). Убедимся, од
нако, в том, что в решении (30) коэффициенты сы в действительно
сти постоянны. Д л я этого будем рассматривать совокупность выра
жений (30) как систему smn линейных неоднородных уравнений отно
сительно коэффициентов сы, где ш = 1, . . .,sn(n + l ) /2 . Выделим из нее 
подсистему sn(n + 1) уравнений, опуская выражения А^(г) = сыА£(г), где 
/i = 1, . . .,sn. Столбцами матрицы этой подсистемы я в л я ю т с я ненуле
вые решения A£(j) , . . . , A£(tu) уравнений (19'), (19'") системы (19), линей
ная независимость которых в общем смысле устанавливается точно 
так же, как и линейная независимость в общем смысле решений (16') 
системы (15). Таким образом, выделенная из системы (30) опускани
ем sn выражений д л я ААХ(г) подсистема sn(n -j-1) уравнений имеет ранг 
sn(n -h l ) /2 , точно равный числу неизвестных коэффициентов сш, и по
тому ее решение может зависеть только от координат точек укорочен
ного кортежа (jk .. .vw), т. е. сш = cu((jk .. .vw)). Подставим это решение 
в опущенные выражения 

\»(i) = c»({jk...vw))\Z(i) (31) 

и предположим, что лля некоторого коэффициента сш его производная 
по какой-либо из координат точек кортежа (jk .. .vw) отлична от нуля. 
Дифференцируя правую и левую части выражения (31) по указанной 
координате, а затем фиксируя все координаты, кроме координат точ
ки г, приходим к соотношению аыА£(г) = 0, в котором коэффициенты 
а" = cw((j\ki ...v\Wi)) постоянны и по крайней мере один из них отли
чен от нуля. Но такой результат противоречит лемме 7, так как по 
обозначению в решении (25') А£(г) = А£(г, (ро, •• -9о))- Следовательно, в 
выражениях (30) лля коммутатора (29) сш — const, и = 1 , . . . , sn(n + 1)/2, 
т. е. коммутатор (30) принадлежит семейству векторных полей (28), 
которое тем самым оказывается замкнутым относительно операции 
коммутирования. Лемма 9 доказана. 

Линейное семейство гладких векторных полей (28) с базисом (27), 
по лемме 9 замкнутое относительно операции коммутирования, явля 
ется sn(n-|-1)/2-мерной алгеброй Ли преобразований некоторой окрест
ности U(i) х U(j) x ••• х U(w) кортежа (ijk.. .vw), множество которых 
открыто и плотно не только в 6 ^ , но и, очевидно, в 9Л т , где т = п + 2. 
В окрестности же U(i) составляющей 

A"(t) = a-A^i) (32) 

семейства (28) определяется sn(n + 1)/2-мерное линейное семейство 
гладких векторных полей с теми же структурными константами ком
мутационных соотношений в базисе 

^ ( 0 , (33) 
что и у исходного семейства (28) в базисе (27). Поэтому семейство (32) 
является sn(n + 1)/2-мерной алгеброй Ли преобразований окрестности 
[/(г), изоморфной алгебре (28), причем базисы (33) и (27) соответствуют 
друг другу. 
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Множество точек г, в какой-либо окрестности U(i) которых опреде
лены векторные поля А^(г'), открыто и плотно в ОТ. Поэтому, не конкре
тизируя точки г, векторные поля (32) удобно записывать в общекоор
динатной операторной форме (14), а базисные векторные поля (33) — 
в операторной форме (12). Векторные поля \**(i) и A^j) , заданные в 
окрестностях U(i) и U(j) двух точек г и j , совпадают, очевидно, в пе
ресечении U(i)C\U(j). Если пара (ij) принадлежит в / , то s-метрика 
f,(ij) удовлетворяет уравнению (23): 

Л ( г ) ^ ^ + АЫ5?ч7)-0' (34) 

из которого в соответствующих базисах А£(г) и A£(j) получается си
стема уравнений (13). 

Согласно второй (обращенной) теореме Ли (см., например, [4, 
с. 438]) sn(n + 1)/2-мерная алгебра Ли гладких векторных полей (32) 
с базисом (33) однозначно определяет эффективное гладкое действие 
5п(гг + 1)/2-мерной группы Ли в некоторой окрестности точки г. Множе
ство таких точек открыто и плотно в ОТ. При этом д е й с т в и я в окрест
ностях U(i) и U(j) двух точек г и j совпадают в пересечении U(i)C\U(j). 
Таким образом, алгебра Ли векторных полей (32) (в операторной фор
ме — (14)) с базисом (33) (в операторной форме — (12)) определяет 
sn(n -f 1)/2-мерную локальную группу Ли локальных преобразований 
некоторого открытого и плотного в sn-мерном многообразии ОТ множе-

* ства, д л я которой исходное функциональное соответствие (s-метрика) 
/ = ( Z 1 , . . . , / 5 ) , удовлетворяющая уравнению (34), а в соответствую
щих базисах — системе уравнений (13), является двухточечным инва
риантом. Теорема 2 полностью доказана. 

Итоговым результатом всего вышеизложенного является в ыв од 
об эквивалентности феноменологической и групповой симметрии s-
метрической геометрии, задаваемой на sn-мерном многообразии ОТ 
функциональным соответствием / = ( Z 1 , . . . , / 5 ) . Эта эквивалентность 
я в л я е т с я следствием доказанных выше теорем 1 и 2, необходимые и 
достаточные условия которых совпадают. 

Теорема 3. Для того чтобы функциональное соответствие / : ОТ х 
ОТ —• R* задавало на sn-мерном многообразии ОТ s-метрическую фе
номенологически симметричную геометрию {физическую структуру) 
ранга m = n-f-2, необходимо и достаточно, чтобы это соответствие за
давало на ОТ s-метрическую геометрию, наделенную групповой сим
метрией степени sn(n -+- l ) /2. 

Заметим, что необходимое и достаточное условие теорем 1 и 2 
о ранге отображения F можно в к л ю ч и т ь как четвертую аксиому в 
определение s-метрической геометрии, задаваемой на sn-мерном мно
гообразии ОТ функциональным соответствием / : ОТ х ОТ —• R8. Такая 
геометрия будет, с одной стороны, феноменологически симметрична 
(определение 1, аксиома IV), а с другой, — наделена групповой симме
трией соответствующей степени (определение 2, аксиома IV) , причем 
обе симметрии окажутся эквивалентными в смысле теоремы 3, выте
кая одна из другой. 

Из теоремы 3 следует, что s-метрика / допускает группу движе
ний, размерность которой равна sn(n +1) /2 . Оказывается, что э т а раз
мерность максимальна. 

Теорема 4. Размерность локальной группы локальных движений, 
допускаемых s-метрикой f — (/*,. . •,/*)> задающей на sn-мерном мно
гообразии ОТ феноменологически симметричную геометрию ранга m — 
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п + 2, и л и геометрию, намеленную групповой симметрией степени 
sn(n -f l ) /2 , не превышает этой степени. 

Предположим противное, т. е. что s-метрика / допускает т акую 
группу движений, размерность которой больше sn(n + l ) /2 . Т о г д а си
стема уравнений (15) будет иметь более sn(n + l ) /2 линейно независи
мых с постоянными коэффициентами ненулевых решений. Возьмем из 
них любые 5п(п4-1)/24-1 решений. Эти решения будут также линейно 
независимы и с переменными коэффициентами, т. е. в общем смысле. 
Д л я того чтобы убедиться в этом, достаточно повторить рассужде
ния, следующие за системой уравнений (17), в которых надо учесть 
только, что ш ^ sn(n + 1)/2 + 1. Поскольку система (15) имеет т о г д а не 
менее sn(n + l ) /2 + 1 линейно независимых в общем смысле ненулевых 
решений, ранг ее матрицы, т. е. матрицы (7), должен быть меньше 
sm(m — 1)/2 — s, где m = п + 2. Однако это противоречит с л е д с т в и ю 
леммы 1. Полученное противоречие и доказывает теорему 4. 

Во второй части этой работы будут найдены s-метрические фено
менологически симметричные геометрии.наименьшего ранга 3, зада
ваемые на 5-мерном многообразии ЯЯ функциональным соответствием 
/ : ЯЛхЗП —• R$. Согласно теореме 3 все такие геометрии наделены груп
повой симметрией степени 5, т. е. 5-метрика / = ( /* , . . . , fs) допускает 5-
мерную локальную группу локальных движений, причем по теореме 4 
такая размерность максимальна. В простейших случаях s = 2,3 удает
ся провести полную классификацию соответствующих групп преобра
зований и тем самым найти все 5-метрики как их двухточечные инва
рианты. В случае 5 ^ 4 задача классификации становится технически 
сложной и громоздкой, но принципиально совершенно ясной. Упро
щение же метода должно опираться на невырожденность 5-метрики, 
которая обнаруживается обычно несколько раньше, чем доводится до 
конца классификация групп преобразований. 
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